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1. はじめに

17世紀の中頃，ちょうど Newton が微積分法

を発見したのとほぼ同じ頃，好きなくせに負けて

ぽかりいるフランスの貴族たちのギャンプルへの

執念が確率の始まりといわれている.同程度の起

こりやすきを基礎にした確率が Pascal ， Fermat , 

Bernoulli , Laplace らによって発展させられ，社

会統計や経済統計との出会いや気体分子運動論，

統計力学との接触を経た後，今世紀になって，解

析学を導入した近代確率論に成長していったの

は，よく知られた歴史であろう.

ところで，確率論発生の動機とその後の発展を

観察していく時つの奇妙さに出会わざるをえ

ない.本来，どうすれば勝てるのか，というギャ

ンブルでの賭の方法を見つけ出すのが出発点であ

ったにもかかわらず，カードの配られ方や十イコ

ロの日の出方を探求する方向にのみ力点が置かれ

てしまった.正確な認識と適格な判断は合理的な

行動への指針になることであり，それ自体の発展

も自然な流れというものであろうから，不思議と

は思えないが，確率論発生への導火線ともなり，

確率論とともに歩まねばならない，不確実な状況

に置かれた行動決定者がどのようにふるまうのが

最適といえるのかとし、う問題を，組織的に体系化

する方向への研究が遅れてしまったのは，やはり

てらおか よしのぶ姫路工業大学
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奇妙というものであろう.

確率論が微積分と同様の歴史をもちながら，そ

の近代化において大きな差をつけられたことがあ

った，との話を耳にする時，確率論とともに歩ま

ねばならなかった“行動決定への指針(戦略)"の

概念の出現が1921年の Borel の論文であり，“互

いに競争状態にある 2個以上の行動主体がとるべ

き戦略に関する数理的理論(ゲームの理論)の誕

生が 1944年の Neumann と Morgenstern によ

る大著の出版であること，さらには“適格な判断

の指針への戦略の応用(統計的決定理論)"の展開

が 1950年の Wald の貢献によること，などと，

つい比較してみたくなるのは，筆者だけであろう

カミ.

出だしから，何かとりとめのないことばかりを

書いてしまったが，ゲーム(あるいはギャンブル)

における確率のかかわりは，あたかも水力機械の

設計における流体力学のかかわりと，きわめて類

似していると思えるのに，この関係があまり一般

に理解されていないと考えるのは，筆者の認識不

足によるものであろうか.

本稿では，本特集の方針に沿うよう，確率論の

数学的内容とかゲームの理論を規定する複雑な構

造とかは専門書を見ていただくこととして，われ

われの周辺でよく出くわす 3 つの例で，エッセイ

風に，問題の定式化とその結論の形でまとめ，ゲ

ームにおける確率のかかわりをサラリと紹介させ

ていただこうと思う.
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ただ，この稿の筆者は知る人ぞ知る劣等生の上

に不勉強者，はたしてどのような内容になります

のか，恥を忍んで、，哲学的な意味づけ等は無しに

して，単なる客観的な描写として書かせていただ

く.

2. ポーカー・ゲームと確率

ポーカーは 19世紀の初め米国の New Orleans 

で始まった室内ゲームといわれている.このゲー

ムのおもしろいところは，ハッタリやおどかしの

あることであり，確率に充分な知識をもったプレ

ーヤーが有利ではあっても必ず勝てるとは限らな

いことであろう.ポーカーには種類がたくさんあ

り，その l つ l つを生のままで取り扱うのはきわ

めて困難なので，次のように非常に単純化された

モデルを取り扱うことにする.

2 人のギャンブラー(プレーヤーし II) に手

札としてそれぞれ [0， 1 J 上の一様分布から無作

為に選ばれた数 x， ν が配られる. 1 は自分の手

中Lxのみを知って ν を知らずに F ゲームを降

りるか，または B: 金額 a を賭けるか，を決めな

ければならない. Fの時は I の負けで参加料とし

て l の金額が H にとられる. B の時は，次にH が

ν のみを知って z を知らずに F ゲームを降り

て彼の出した参加料 1 を I に没収されるか， s 
I の賭けに応じて手札を見せ合うか，を決めるこ

ととなる. s の時は， 高い手札の者が相手から

(参加料十賭金)=I+a をもらう.これを表 l で

示す.

表 1

プレーヤー!手札第 1弓第2手番 I への利益

I 

ゾ !-jF:
lS …(l+a)sgn(x-y) E 

ここ tこ， sgn z= 1 (z>O) , =O(z=O) ， ー 1(z 

<0). 

このように単純化されたモデルでポーカーとい
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えるかとの問題も生ずるが，あんがし、現実を反映

しているとして，ここでは I と EがそれぞれZ と

ν を知った後，どのようにふるまえばよいのかを

考える.すなわち，ゲームを始める前にあらかじ

め 1 はやがて受け取る各々の x E [O， IJ に Fか

Bのいずれかを対応させるスケジュールを， II は

各々の νE [0, IJ に F か S のいずれかを対応させ

るスケジュールを定め，ともにその中から自分に

とってペストと思われるスケジュールを選ぶ方法

を考える.ゲームの理論では，このスケジュール

のことを戦略，ある基準のもとでベストな戦略を

最適戦略とよぶ.

このようなゲームでは，戦略は通常次のように

定められている 1 は自分の手札が zのとき確率

似x)でBを選び(賭ける)，確率 I-Ø(x)で Fを選

ぶ(降りる) ; II は自分の手札が ν で 1 が賭けて

きたとき，確率 cp( ν) で S を選ぶ(賭けに応ずる). 

そうすると 1 , II の戦略とはそれぞれ [O， IJ から

[O， IJ への関数。(x) ， cp( ν) を選定することにな

る. 1 にとっては Bか Fかを， II にとっては S か

か Fをサイコロを振って選ぶ.そしてそのサイコ

ロの目の出方を 1 はzに依存するゆ(x) で， II は

νに依存する cp( ν) で，とのスケジュールは定まっ

たが，ベストなゆ(x) と rp(ν) を選定すべき基準を

何におくかが，当面の問題となってくる.

この場合，互いに相手がどのような戦略を選ぶ

かを考慮したうえで，自分の獲得する金額を最大

にする(同じことではあるが，自分の失う金額を

最小にする)戦略を選ぶのがベストといえよう.

自分の獲得できる金額をどう定めるのかについて

も種々の考え方があるが，ここでは期待値として

考える.

2 人がそれぞれ戦略ゆ(x) ， rp(ν) を用いたとき，

I が獲得する金額 (II が失う金額)の期待値は，

(2.1) M(仰) =-~; (1一仲))dx+~;~;Ø(x)
( 1 一向))dxdy+ (1 +州;仲)仰)
sgn(x-ν)dxdy 

となる.ゲームの理論では M(φ， rp) のことを利得

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



関数とよぶ. 1 はM(φ， rp) を最大にするよう φ(x)

を選びたい.他方Eは M(ふ rp) を最小にするよう

rp(ν)を選ぼうとする.この綱引きは，ともにハッ

タリは無益で、あるとして 1 はmin M(φ， rp)を最

大にするゆを， 11 は IITx M(仰)を最小にする少

を求めることで平衡状態:

(2・ 2)mfx gLin M(仰)=mjn mtx M(仰)

に至って結着がつく. (min-m限定理の成立する

例となっている. )そして次の結果が導かれる.

結果 1. b=a/(z+a) とお<. (2.1)に対する最

適戦略は，

(任意 if O~x<b 
�*(x) =j 
l 1 , if b:.玉 z 三三 l

ただし ， ~:Ø*(x)dx斗(l-b) ， 出くb，
(0 , ifO孟'Y <b

少*(ν) =j 
l 1 , if b:.五 '11;三1.

この場合の I への利益の期待値はーがである.

証明については， Karlin [IJ や坂口 [2J の書

物を参照していただくとして，なんとなくもっと

もらしい解を得た.この種の問題はいろいろと変

形され，より現実のポーカーに即した形で、発表さ

れている(たとえば文献 [3 ， 4， 5 ， 6J).

この例は，室内のゲームにいかに確率が関与し

ているかを示す代表的例と考えられる.また，両

プレーヤーに与えられる情報の不平衡( 1 が自分

の手札zの真値についての一部分的情報を必然的に

与えてしまう)をもっゲームの例である.ところ

でこの問題は単なる室内ゲームとしてではなく，

種々の対立状態での意思決定問題にも応用できる

骨格をもっていることに注意されたい.

3. 買物クイズと確率

テレピを見ている時，われわれはよく次のよう

な例で示されるグイズに出会う:

2 人のプレーヤーと司会者がし、る.司会者はあ

る品物をとりあげ，さまざまな形でヒントを与え

ながら，各プレーヤーにこの品物の値段を当てさ

せる.真の値段に近く，しかも真の値段を越えな
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い値を示したプレーヤーが勝ちとなる.両者は各

々どのように値をつければよし、か?

このよく知られたクイズを筆者の独断でもって

定式化し解析してみよう.

プレーヤー I と H は，司会者からのヒントによ

り当てるべき数は [O， IJ 上の分布関数(今後 cdf

を用いる) H(t) をもっ乱数の実現値であるとす

る.両者ともできるだけ小さな値を示したほうが

安全で・ある.しかし小さすぎると，互いに相手が

自分の示した値より大きくしかも実現値以下の値

を示す可能性が大となる.そこで 1 と Eがそれ

ぞれ 0孟x， ν壬 l を示したとすると，プレーヤ -t

(i =1 ， 2) にとっての勝つ確率 Mi(x， ν) は，

(H(ν ) -H(x) , x<ν 

(3.1) M1 (x， ν)= イ0， x=ν; 

\1-H(x) ， ν>x 

(H(x) -H('Y)， ν <x 

(3.2) M 2(x, '11) = イ0， 'Y=x 

\!-H('Y)， ν >x. 

この場合，両者は互いに相手の思惑を考えなが

ら，自分の勝つ確率を最大にしようとするのがベ

ストであろう.そうすると，この綱引きは 2 節の

場合と勝手が違い，互いに相手がベストな値を示

そうとしていることに対抗して，自分もペストに

ふるまおうとする，と考えるのが自然であろう.

すなわち 1 は M1 (x， '110 ) を最大にする x=XO

を選ぼうとし，他方H も M2(xO， '11) を最大にする

'11=討を選ぼうとすることで， (XO, '110 ) という l つ

の平衡状態に到達すると考えられる.

ところが， (3. 1)と (3.2) を注意深く観察して

いくと，上記のようなうまく両立できる平衡点は

求まりそうにない. (純戦略の中に平衡点は存在し

ない)そこで [0，1]内の数字 x，'Y そのものを選ぶ

のではなく，適当なサイコロ ([0， lJ の目が出る

サイコロ)を選びそのサイコロの日の出方にした

がって確率的に [O， IJ 内の数字を選ぶとして，期

待値の意味で勝つ確率を平衡に導くことにする.

ゲーム理論では，このサイコロの出る目を規定す
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る確率分布のことを混合戦略とよぶ. 1 と E の混

合戦略は M1 (x， y) と M2(x， ν)の形からともに同

ーの分布関数で特徴づけられ，

(-log {1 -H(x) }, 0;;;玉 x<H-1

(3.3) FO(x) =イ(IーI/e)

ll , H-1 (1 ー I/e) <x;;;五 i

とすると，次の結果を得る.

結果 2. 任意の [0，1]上のcdfG( ・)に対して，

~:~:Ml(川)必(x)dFO(y) 豆 ~:~:M2(川)
dFO(x)dFO(ν) 

~:~:M2(X， y)dFO(x)必(ν) 話 ~:~:M2(X，y) 
d~(x)dFO(ν) 

が成立し，かっこのとき，

~:口;jjl;〉μMiパμ仏(μ凶Zι川， yνω) 釘炉州0ベ恥O(x)何同Z叫)d釘F訓FO州0円(νω)片=1/吋 臼
を得る . (i =1 , 2) 

すなわち，両者とも FO (・)で規定されるサイコ

ロの日の出方にまかせてしまうなら，互いに平衡

状態に到達でき，勝つ確率の期待値は l/e になる

というのである.しかも，このサイコロは [0， 1 

-1/eJ に深く関係しているのもおもしろい.

くわしい解析やその他の話題は[7]を参照して

いただくとして，全体の l/e は何も行動せず，残

り 1 ー l/e である規則にしたがって行動するのが

最適であるというのは，他の分野でもよく聞かさ

れる結果である. (たとえば [8， 9J を見られたい)

4. 保険契約と確率

保険契約は保険会社 (seller) と加入者 (buyer)

との間のゲームであると考えると，あんがし、おも

しろい結果が出てくる.

cdf F( ・)をもっ確率変数で、ある金額Z の損害を

こうむるおそれがあるときに， buyer は保険料 π

を支払って， seller から保険契約 T( ・)を買う.

すなわち金額 z の損害が buyer に現実に起こっ

たとき， seller は T(x) (ただし O孟T(x) 孟 x)

だけの支払いを約束する.ふつう，保険料は π=

E{T(x)} = ~~T(x)dF(x) にとられており，契約
も T(x) 豆K(ある一定金額以上は支払わない)と
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なっている.いま u( ・)， v(・)をそれぞれ buyer と

seller のもつ効用関数とすると，保険契約 T( ・)

を結ぶことによる期待効用は各人にとって，それ

ぞれ，

~~u[一一+T(x)JdF(x); ~~ v[7t'-T(x)JdF(x) 
となる.ここで u( ・)， v( ・)はともに 2 回微分可能

で concave な増加関数であると仮定する.すな

わち ， u'( ・)迄0， v'( ・)ミ 0， uぺ・)壬0， v吋・)三五 O.

また期待値 E(X) =~~ xdF(x) が存在するものと
しておいても問題がなしこのとき SF(Z) =仁(x
-z)dF(x)仁(1-F(x)}dx とおく 有界な平均
E(X) をもっ任意の分布関数Fに対して ， SF(Z) 

は非負， concave，かっ集合 {Z!SF(Z)>O} の上

で厳密な減少関数である.さらに，

SF(Z) "G.E(X) -Z, (0豆z壬∞)， SF(O) =E(X) 

lim SF(Z) =0 

なる性質をもつことが知られている.また SF(Z)

の逆関数を SF-1 (C) ただし O<C豆E(X) で示す.

以上の準備のもとに， buyer と seller 各々の

立場から最も有利と考えられる契約 T(・)を示す.

結果 3. 任意の効用関数 u(・)に対して，契約

(0, O~王x<aK
T*K(X)=J . 

lmin(x-aK, K) , x~aK 

~ì~:u [-x-x+T(x)J dF(x)を最大にする契約
である.ここに aKは SF(aK)-SF(aK+K) =π の

ただ 1 つの根であり O~aK~a∞=SF-1 (π) を満足

する.

結果 4. 任意の効用関数 v( ・)に対して，契約

(qx, 0話 x<K/q
TKO(x) =1 

lK, x孟K/q

~ì~~ v[π-T(x)JdF(x)を最大にする契約である
ただし，この場合の T(x)は buyer の利益を守る

ため T(x)/x は T(x) くKを満たすzにつき非減

少と制限されたものから選ぶものとする.ここに

q は SF(K/q) =E(X) ーπ/q のただ l つの根であ

り， π/E(X) 孟q~min( 1, K/E(X)) を満足する.

正確な意味でのゲームとはなっていないが，ゲ

ーム論的な考え方をすることにより， buyer にと

オベレーショ γ ズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



つては自動車保険でよく見られる“免責点がaKで

ある免責型"が都合よく， seller にとっては火災

保険でよく見られる“係数が q である比例型"が

都合ょいとの結果が得られた.しかも上記 2 つの

契約は損害額の発生確率のみで決定され buyer

や seller の効用関数とは無関係となるのである.

この問題の動機づけとその発展ゃくわしい解析に

ついては，文献 [10， 11 ， 12 ， 13J を参照されたい.

ところでこの分野は，経済的動機づけを背景に

確率・統計・ ORが微妙に関連する分野であり，

単にゲームと確率といったテーマで取り扱える分

野ではない.保険を専門に研究されている方から

見ると，ずいぶん大胆な仮定をしているかもしれ

ない. また統計屋さんから眺めるとき ， fF( ・)を

どうやって求める.それがわかれば苦労がない」

との苦情を受けそうであり ， E{T(X)}=πより不

偏統計量の話題が出るかもしれない.

この節の結びとして， 1974年度におけるわが国

の自動車事故のデータをもとに，個人所有自動車

対物損害保険に適用した結果を紹介する[ 13J. 上

限が 150万円である (K=150) 保険金に対して，

年間 1 万円の保険料 (π= 1)とした場合，結果 3

(免責型)とするならば 4 万円までの損害には支

払いを放棄し， 4 万円以上の損害に対しては“損

害額 1000万円"を seller から支払ってもらうの

が buyer にとって最適となる. 同様の条件で，

結果 4 (比例型)とするならば，損害額の59%を

seller が buyer に支払うのが， seller にとって

最適となる.

5. おわりに

あまり，おもしろみのない数少ない話題をもと

に，不確実性下における競争問題を，例と定式化

とその結論の列挙という形で、描写させていただい

た.筆者の話題のとりあげ方や力不足もあり，か

なりの誤解を受けそうだが，この分野を，単なる

遊びの理論ではなく，広い応用が期待できる役に

立つ理論として，理解してくださる読者が多くあ
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ることを希望する.最後に，興味ある話題を集め

た読みやすい書物として Epstein の書物 [13J を

参考文献の中に入れさせていただいた.
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