
保全を行なう高信頼性システムの

信頼度の漸近評価法

阿部俊一

11川1111川11川川11川川11川11川UI川川11川11川11川11川111川11川川11川川11川11川11川11川11川11川11川11川11川川11川11川111川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川|川川11川11川川11川11川川11川川11川111川川11川川|川川11川川11川川11川川|川川11川川11川川11川11川川11川川l川11川川11川川11川川11川11川川11州11川11川川11川川11川川|川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11山11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川11川11川1111川11川111川川11川川11川川11川川11川111川11川川11川川11川川l目川川11川11川川11川川11川川11川川11川11川11川l町川11川11川川11川川11川川11川川11川111川11附11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川|川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川|川川11川11川川11川川11川川11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川|日川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川11川川11川川11川11川11川11川111川11川川11川川11川川11川川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川111川11川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川11川11川11川川11川111川川111川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川川11川11川川11川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川川11川川11川川11川11川11川11川川11川川11川川11川111川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川川11川11川11川11山川11川川11川川11川川11川11川川11川11川川11川川|川川|川11 ! 

1. まえがき

システムの高信頼性を実現するためには，まず

構成要素の信頼性を向上させる必要がある.しか

し，製造技術の現状に制約された要素レベルの信

頼度の限界を超えてシステムの高信頼性を達成

し，これを維持するためには，システム構成に冗

長性を持たせたうえ，保全を実施して要素の機能

更新をばかりながら，システムを運用するのが普

通である.こうした場合，システムが時間 t 以上

にわたり機能を持続する確率(信頼度)や，いった

ん故障したシステムが時間 t 以内に機能を回復す

る確率(保全度)を評価することは，システムの経

済的な設計方式や効本的な運用・保全方式を検討

するうえで不可欠といえる.このため，

1
0 特定の比較的簡単なシステム構成を持ち，

20 各要素の寿命または修理時間の少なくとも一

方は指数分布にしたがう，

と仮定し，マルコフ過程，セミ・マルコフ過程，

マルコフ再生過程などの方法によってシステムの

信頼度，保全度などを評価する研究が数多く行な

われている(たとえば文献 [ 5] , [6] 参照).

しかし，上の 1
0

または 2 0 を仮定しない場合に

はシステムの信頼度や保全度の厳密な評価はきわ

めて困難な問題となる.たとえば，上の 2 0 を仮定

せず，各要素の寿命分布も修理時間分布も，とも
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に一般分布の場合には，最も単純なシステムであ

る 2 要素待機冗長システムの信頼度のラプラス変

換式は求められている [6 J が 2 要素並列冗長

システムの信頼度については， その implicit な

評価法は示されている [9J けれども，それはま

だ実用に供されるまでに至っていない.したがっ

て 1 0 も 2 0 も仮定せず，

30 特定のシステム構成(要素結合)を前提としな

し、一般のシステム

40 各要素の寿命分布も修理時間分布も，ともに

一般分布

とし、う場合に，システムの信頼度や保全度の厳密

な評価式を解析的に求めることは，少なくとも当

分の聞は，断念せざるを得ないであろう.しかし，

幸いなことにシステムの信頼度や保全度の逐次近

似的，あるいは，漸近的な評価は上の前提条件

3 0 , 4 0 のもとでも可能である.その l つは次節で

概要を紹介する Gnedenko らの方法[7]であ

る.彼らは，一般の単調構造システムに対して，

各要素の故障率がシステムの現在の状態には依存

するが過去の履歴とは無関係な一定値をとると仮

定し，さらに各要素の修理時間の分布は要素別・

修理窓口別に異なる一般分布と仮定したうえで，

これらの要素の修理時間の期待値がすべて O に近

づく場合，あるいは各要素の故障率がすべて O に

近づく場合に，システム信頼度は漸近的に指数分

布で表わされることを証明している.これはGne

denko らが文献 [6J で示した出生死滅過程のそ
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デルによる方法を一般化したものに相当してい

る.

これに対して，筆者は文献[ 1 J (1974年)で，

各要素の寿命も修理時間も，ともに要素ごとに異

なる一般分布にしたがい，要素の修理窓口が一定

個数以上ある場合に，一般の単調構造システムの

信頼度に対する逐次近似法を示した.この方法は

上記のようなシステムの信頼度の過渡的挙動(動

作開始後の比較的短時間内の動的挙動)を評価す

るのに有効であるが，システム信頼度の長時間に

わたる漸近的挙動を解析するのには適していな

い.そこで筆者は上記の逐次近似法を発展させ

て，文献 [2J (1 976年)と[ 3 J (1 977年)では，

各要素 t の寿命の平均値に対する修理時間の平均

値の比 p! がすべて O に近づくとき，上の前提3。，

4 0 を満たす冗長システムの信頼度が若干の弱L 、

条件のもとで漸近的に指数分布になることを証明

した.また上記の比 pi がすべて O に近いある正

の値を持つ場合，システム信頼度を上記の漸近指

数分布で近似したときの誤差の評価式を与えた.

さらに筆者は同じ問題を別の角度から考察し，シ

ステム信頼度 R(t) を含む関数方程式を導き，こ

の方程式の第 l 次近似解として R(t) の指数分布

近似が得られ，その第 2 次近似解から第 l 次指数

分布近似の誤差の評価式が見通しょく導かれるこ

とを明らかにした [4 J. この方法を発展させる

と，システム保全度やシステム・アベイラピリテ

ィの漸近評価式や近似評価式を導くことができ，

またこれらの近似式にともなう誤差のオーダーを

評価することもできる [4 J. 

本稿では，次節以下に主として Gnedenko ら

の文献 [7J (1 975年)の結果と筆者の文献 [4 J 

( 1981年)の結果の概要を簡単に紹介する.

2. 一般毛デルにおけるシステム信頼度

の漸近評価法--Gnedenko らの方法一

Gnedenko らの文献 [6， pp.346-353J において

システムが状態 k=O， I ， … ， m を持つ出生死滅過

1982 年 12 月号

程として表現され，状態m がシステム故障を表

わす場合を解析している.この場合，状態推移

h→k+1 および k+l→h の推移確率密度をそれぞ

れんα および向+1(O';;;k<m) とし， システムが

状態 0 から出発して初めて状態m に達してシス

テム故障を起こすまでの時聞を Tm， その期待値を

Tm とし， システム故障が時間 Tmx まで生起し

ない確率 P{τm>Tmx} は α ↓ O のとき漸近的に指

数分布で表わされ，

( 1 )日 P {号>x}=e寸 (x>O)

が成立するための必要十分条件を示している.こ

こで u の期待値 Tm は， α が十分 O に近いとき，

( 2 ) マLg M1 ・・ん-L am-1 

1m μ1μ2・・・ μm-l

x[μ1+μ~2+ … +μm-1J 

と評価される.

次に Gnedenko らは文献[7] (1 975年)では

上記のモデルを一般化して，次のようなモデルを

考察している:システムは n 個の要素 i=1 ， 2 ，

… ， n から構成され， 各要素は下に述べるように

システムの状態 e に依存した一定値を取る故障率

をもって故障する;故障した要素はただちに修理

窓口に送られ，先着順に修理を受ける;要素は修

理によって完全に機能を回復し，機能回復後ただ

ちに動作を開始する;時刻 t における要素 i の状

態は，

(0 (時刻 t に要素 i が正常)
ei(t)=j 

( 1 (時刻 t に要素 i が故障)

とし，時刻 t におけるシステムの状態はベクトル

e(t) = (el(t) , e2(t) , …, en (t) ) 

で、表わす;システムは状態ベクトル e にしたがっ

て正常もしくは故障の 2 つの状態だけをとり，単

調構造 (monotonic or coherent structure) を

持っとする;すなわち，時刻 s のシステムの状態

f を，

(0 (状態 e(t) でシステムが正常)
f[e(t)J=j 

( 1 (状態 e(t) でシステムが故障)

とおくとき 2 つの状態 e= (el , e2， …，向)と e'=
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(el' , el , …, en') において，

( 3 ) 仇~et' (i=1 ， 2 ， … ， n) ならば ， f(e)~f(め

とする;このシステムを正常[故障]状態 f(e)=

O[f(e) = 1J にする状態ベクトル e の集合を E+

[E- J とする;ベクトル e= (el , ei-1. 0, et+1. 

…, e，，)が E+ に属し，かつ， e(i) = (el , …, eト1. 1, 

eí+ l , …, e，，) が E に属するとすれば，これはシス

テムの故障状態 e(i) のもとで 1 個の故障要素 i の

修理が完了して正常状態に復帰すれば，これによ

ってシステムも正常状態に復帰することを意味す

る.上記のような状態 e( i) の集合を境界故障状

態と呼び，これを F と表わす;システムが時刻

t に状態 e(t) にあるとき ， (t，t+ h) に要素 i が故

障する確率は， e(t) に依存するが t 以前のシステ

ムの状態の履歴には無関係で，

( 4 )ん [e(t)] h+o(h) 

と仮定し，さらに (t， t+ h) に 2 個以上の要素が故

障する確率は o(h) と仮定する;ここでえ(e) = 

j/j(e) +ゐ(e) +…+ん(e) ， 1 =maXeeE+ λ (e) と定義

する;故障した要素 i を j 番目の修理窓口で修理

するときの修理時間分布を Gij(t) ，

G(t)=m町Gi川 T=~:(!-G(t))dt，

とおく;時刻 O に状態 e(O) = (0, 0，…， 0) にあっ

たシステムが初めてのシステム故障を起こすまで

の時聞を T としその期待値を M，とする.以上

の前提のもとで Gnedenko らは，時刻 M，.x ま

でシステム故障が生起しない確率(システム信頼

度)は漸近的に指数分布:

(5) lim pl..; >xf=e-'v 

~T→\ lV~， 

となることを示している.この式で問題なのは T

の平均値 M，の評価であるが，これは近似的に，

(6) M，=I/え (O)q

と表わされる.ここに À(O)=À[e(O)] ， q は状態

e(O) から出発したシステムが再び e(O) にもどる

までの l 再生周期の間にシステム故障が発生する

確率である.文献[7]には，その漸近評価法が示

されている:それを述べるために便宜上，システ
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ムの状態 e のもとでの要素 t の故障率をん(e)α と

おくと， α が十分 0 に近いとき，確率 q は漸近的

tこ，

(7)q三dα.-I/À(O)

ﾀk(O) (0) 竺 L: ^.t~五\VI ﾀk<O (e(1)) ・・ .À k山)(e(.-I))α，-1
ﾀ(O) 

X ~...~Gk(O)J山トd
。くXlく…<XJ/-l

Gk(l-llj<t-l) (X'-I-Xト1)

xexp{ 一[え(が川 (XI- XO) +… 

+À(e(S-I))(Xトl-X'-2) Jα} 

X dXl...dx'-1 (xo三 0)

で与えられる.ここに {k(O) ， … ， k(s一 1) }は境界

故障状態集合 rーに属する状態 e= (e1. …，向)に

おいて故障状態 (ei= 1)にある要素 i の集合であ

り，したがって 5 はシステム故障を起こす最小の

故障要素数， 1 は min{r， sー1}を表わす.またがわ

はシステムの中で要素 k(O) ， k(I) , …, k(i -1 ) が

故障している状態を表わすベクトルである. (7) 

式は一見複雑そうに見えるが，意外に簡単に理解

できる: (7)式の右辺の各項は，システムの中で

最初にどれか l 個の要素の故障が発生したという

条件のもとでその要素が k(O) であり，その後要

素k( 1), • '., k(s-l) がこの順番に故障し，かっ，

要素の修理が 1 個も完了することなくシステム故

障が発生する確率を表わしている.右辺のZはす

べての状態 eE r_ ， および 6 によって決まる要

素 k(O) ， … ， k(s-1 ) のすべての順列について和を

とることを意味している. (6) , (7)の両式から，

明らかに，

( 8) li史 P{Aa'，>x}=e-'v ( え (0)αq=Aas )

が得られる.これは，システムの状態 e(O) の再

生周期♂を状態 e(O) の持続時間 '0 と， 1 個以上

の要素が故障している時間の長されの和として

"='0+'1 とおくとき， '0 はパラメータ À(O)α の

指数分布にしたがうこと '0 にくらべてれば無

視できること，およびシステム故障の発生はこの

状態 e(O) の再生点を確率 q で thinning したも
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のと考えられること，に注意すれば， (5) , (8) 

雨式が成立する理由は直観的に容易に理解できる

であろう.

(7)式で特に修理窓口数 7・~S一 1 ; GiJ(t)= 

Gi(t) ， その期待値を Ti ; ん (e)=んとすると，シ

ステム故障発生時間の期待値の逆数は，

( 9) I/M't' ~"{(O)αq 

= :E ..{k <O )..{k(lγ ・・λk('- 1)α'Tk (o)Tk (1) ・ ..Tk('_ 1)

x (Tk<o)-l+ T k(1) -1 +…+Tk(S_1)-1) 

となる.右辺の 2 は ， s 個の故障要素を持っすべ

ての状態 eErーに関する和を表わす. (9) 式は

明らかに( 2 )式の一般化になっている.

また特に修理窓口数 r= 1, Gij(t) =G(t) の場

合， (7)式から，

(10) A~ :Eんω(0)…λk('-l) (e<,-1) ) 

x~己押収)
が得られる.上の (5 )-(10)の各式を導く過程

で，システムの状態 eが要素故障によって変わら

な L、かぎり，各要素 i の故障率は一定値ん(e) をと

るという(4 )の仮定が本質的な役割を果たしてい

ることはいうまでもない.

3. 一般の修理可能システムの信頼度の

漸近評価

前節で述べた Gnedenko らのモデルはかなり

一般的ではあるが，各要素の故障率はシステムの

状態に応じて一定値をとるものと仮定していた.

本節では各要素の寿命も修理時間も，ともに一般

分布の場合について述べる.

まず 2 要素待機冗長システムで 2 個の要素に

共通な寿命分布 F(t) と修理時間分布 G(t) が，と

もに一般分布の場合 2 要素が新品の状態から出

発したシステムで初めてシステム故障が起こるま

での時間 't' >t の確率 R(t) は，

α=~:G(t)釘(t) (G(t)=I-G(t)) 

が十分 O に近いとき，近似的に，

R(t) ~e寸μ

1982 年 12 月号

となることが知られている ([6， p.333J 参照). 

ここにえは要素寿命の平均値の逆数であり， α は

要素故障がシステム故障に結びつくための thin

ning の確率である.

2 要素並列冗長システムの信頼度に対する指数

分布近似に関しては，文献 [8J(1981年)がある.

筆者は1975年から，さらに一般的な冗長システ

ムの信頼度の指数分布近似について研究してき

た.第 l 節で述べたように，文献 [2J (1 976年)

と [3J (1977年)は文献[ 1 J (1 974年)の方法を

発展させたものであるが，以下では，これらとは

まったく別の着想で閉じ問題を考察した文献[4J

(1 981年)の内容の一部を紹介することにしたい.

3. 1 一般システムの確率モデル

前節に述べた Gnedenko らの場合と同様に n

個の要素 i=l ， … ， n から構成された単調構造シス

テムで，そのすべてのパス(システムを動作可能

にする動作可能な要素の最小集合) At. … ， Aa と

すべてのカット(システムを動作不能にする故障

要素の最小集合) Bt. … ， Bb が知られており，シス

テムは冗長性: 2';;; IBll = … =IBcl く IBc+11';;; …

.;;; IBbl を持っとする;ここに IBI は集合 B に含ま

れる要素個数を表わす.各要素 i の寿命分布日(t)

と修理時間分布 Gi(t) はともに一般分布とし，す

べての t>O において確率密度 F/(t) =点 (t) ，

G/(t) =gi(t)が存在し，それらの平均値をそれぞ

れ 1/ん， 1/仰;ん/仰=pt， l+pl=σt とおく.また

Fi(t) の 2 次のモーメント ， Gi(t) のん+2 次のモ

ーメントの存在を仮定する;ただし， ko=max{O, 

IBll-mー l }， m~1 は修理窓口数とする.各要素

は故障するとただちに修理窓口に送られ，先着順

に修理され，修理完了後はただちに動作を始め

る;修理によって各要素の機能は完全に回復す

る;各要素の寿命と修理時聞はそれぞれ独立とす

る.システムは時刻 O には動作可能の状態にあ

り，その時点に動作可能[不能]状態にあった要

素の集合を Co[DoJ とする.

3.2 主な記号
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システム故障を特徴づけるため，次の 2 つの条

件を満たす要素集合 [ιC"， D"J を考える:

(i) 11,, 1 = 1, I"C"=I"D，，=C，，D，，=空集合，

1,, +C,, +D,,= {I, 2,… , n} 

(ii) 1"+C,, [/,,+ D"J は少なくとも l つのパス

〔カット]を含むが C，， [DaJ はパス[カット]

を含まない.

この性質を満たす集合をすべて数えあげること

ができる[ 1 J から，それらを[/"， C" , D"J (α=1 ， 

2,…, IJ) と表わす. いま，時刻 t に ι+C" [D"J 

の要素が動作[故障]しており，時刻 t十 dt には

C"[/，，+D，，J の要素が動作[故障]しているとす

れば，上の条件(ii) から時刻 t にはシステムは正

常であるが， (t , t+ dt)に故障した要素 i E んのた

めにシステム故障が発生することがわかる.これ

を“タイプ α のシステム故障"と呼ぶことにする.

ある時刻に要素 i が動作[故障]しているとき，

その時刻における要素 t の“年令" Uf， はその要素

を使用[修理]し始めてからその時刻までの経過

時聞を表わすものとし ， ﾜ= (U t, U2 , …, Un) を“年

令ベクトル"と呼ぶことにする iJ= (Vt , V2 , …, 

町)に対して，年令ベクトル a が (iJ，iJ +diJ) に“属

する"とは Vi<Ui~Vi+dvi (i= 1, 2,… , n) を満た

すことと定義する.特に修理窓口数 m=n の場合，

次の記号を定義する;

(11) Q"iP(t, d引向)dt三ある時刻にタイプpのシ

ステム故障が発生し，その直後における年令ベ

クトルが向であったとし、う条件下で， さらに

時間 t が経過した時点、の年令ベクトルが (iJ，iJ+

diJ)に属し，かつ (t， t+dt) にタイプ α のシステ

ム故障が発生する条件付確率(ただし特に ß=O

の時， Üo は時刻 O における初期条件として与

えられた年令ベクトルを表わすとする) ; 

(12) か(t， diJ 1 üo)dt=.時刻 O に年令ベクトル仇

で使用開始したシステムの最初のシステム故障

がタイプ α の故障であり，それが (t ， t+ dt) に発

生し，かっ，時刻 t における年令ベクトルが

(iJ, iJ +diJ) に属する条件付確率.

882 (20) 

3.3 システム信頼度に対する指数分布近似

上の定義から，明らかに擬似再生型恒等式:

(13) Q" 10(t, diJ 1 �) =ρ..(t， diJ I uo) 

十五~:ペァ(s， d向 lüo)Q..1山-s， diJlu/) 

が成立する.ここに偽，向'はそれぞぞれタイプ戸

のシステム故障の直前，直後における年令ベクト

ルを表わす.いま ， Q" IP(t , diJ lüp)が初期条件向に

も時間 t にも無関係な定常項 Q，，( iJ )diJ とそれ以

外の変動項 1ff" I p (t , diJ 1 üp) の和として，

(14) Q"IP(t， diJ l 向) =Q,,(iJ )diJ+ 1ff"IP(t, diJ 1 up) 

と表現されることに注意しよう.ただし，ここに

(15) Q,,(iJ )diJ 

=ι五(ut)dm-HhFj(Uj)duj
σ jeO.. σj 

-HEECK(h)duk 
keDa σk 

となり (i El,,), 1ff" I p (t , diJ I üp) も与えられた分布関

数を使って表わすことができる.一方，システム

信頼度 R(t) は( 12) の h を使って，

(16) R(t) = 1 去~:ペp..(s， diJl�) 

と表わすことができる， (14)- (1 6) 式を(1 3) の両

辺に代入すると，

(17) pα (t， diJ 1 uo) =R(t)Qa( iJ )diJ +q,, (t , diJ 1 uo) 

が得られる (qa( …)は既知の関数)， この河辺を 6

に関して積分し， α に関して加え合わせると，

(18) 一的)=AR(門主~;;q，， (t ， diJ luo)

( 19) イヨ i:\ Q，，(iJ )diJ=--Li:_ ん:q pj, 
1_函 UOa=l jeDa 

を得る.ただし Za と Iα， σ'0=σ1σ2'"σ" とする.

(1 8)式からシステム信頼度 R(t) の第 1 近似 e-At

が得られ，その誤差を θ(t) とおくと，

(19) R(t) =e-At +θ (t) 

となる.これを( 18)式の両辺に代入すると， θ(t)

を含む関数方程式が得られ，これから，

(20)θ(t) =ぺ;wihh) 一ψo(x)}dx+θ (t)
と表わすことができる.右辺の内とゆo はいず

れも与えられたモデルに関する条件と分布関数を

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



使って書き下すことができる関数である.本稿の

末尾に付記した仮定Aをおくと θ(t) や (J (t) の大

きさを評価することができる.ただしこの仮定の

各条件は実用上はほとんど気にする必要がない程

度の弱L、条件である [2J. 結局，次の結論を得る.

“修理窓口数 m~maXt=l，…，a{n一 IAtl} のとき，

システム信頼度 R(t)に対する指数分布近似(! 9) , 

(20) が成立し，仮定Aのもとで (J(t) = o (ﾀo26o ) 

(00三 mint= l，一戸 {Ot ， 2-a2d) となる"

“修理窓口数 m~IB11 ー l のとき， システム信

頼度 R(t)に対する指数分布近似

(21) R(t) =e-Jlot +θ。 (t) (Ao は (23)式参照)

が成立し，仮定Aのもとで、θ。 (t) =O(À060) となる'ヘ

“修理窓口数 l"';;m<IB11-1 のとき，システム

信頼度 R(t)に対する指数分布近似

(22) R(t) =e-Jlμ+θ本 (t) (ゐは(23)式参照)

が成立し，仮定Aのもとで θ*(t) =O(À06*) とな

る (0*三 (1+ん)oo-ko)". ここに，

(23) Ao= ~ ~ Àj 耳 ρk ，
�=l JeBi keHiJ 

心=~ ~ \_Hjj(x)dx, 
�=l jeBiJU 

Hり(x)= n かんXkO - 1

heB� 

X r .，~ "_l.-R.u ~r∞-{h.....J隅}CBij n¥ Gh(Uh)duh 
k=lJ'" 

BtJ=Bt一{j}.

4. あとがき

筆者の文献 [4 ]では，前節に紹介した事項の

ほか，システムの保全度とアベイラピリティの漸

近評価，適正な予備車両数の査定および座席予約

用コンビュータ・システムの信頼度評価への応用

例などが示されているが，ここでは省略する.本

稿で紹介した各モデルはいずれも柔軟性と一般性

を持つから，今後広く応用されると思われる.

付記

仮定A "ﾀo=max (λ1> À2' …，ん}に対しん=liんとし，

分布 Fj(.:v) のパラメータを変化させてん→O(ん→0) と

1982 年 12 月号

するとき，

Ài2J~叫(.:v)d.:v→aot， J~ F'; (.:v I utl dxζ a， Ào-a2i ， 

[i't( 1 +ui)/Fi(ut) "';;aoÀo匂 (aot>l ， O<Ot~l ， l~a2i 

く 2，ただし，ん=1 もしくは a2t=l)

とし，また分布 Gi(x)を固定して，

rGdxlvi)dx~bo 

とする;ここに Ui ，引を含む不等式はそれぞれ Fj(utl> 

0, GdVi)>O を満たす任意の Ut， Vi;:;'O に関して一様に

成立し ， aot , ao, a1> a2i , bo, Oi , lt f� ~、ずれもんに無関係

な正の定数とする』ただし， F;(xluj) =FtC.:v十的)/

Fi(utl ,Fj(x)=I-Fj(x); Gi についても Fj と同様と

する
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