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1. はじめに

本特集の編集者から依頼された表題は，一般化

されたコヒーレント・システムについてであっ

た.ふつう，部品とかそれらから構成されたシス

テムの状態としては，正常状態と故障状態の 2 つ

しか考えない.一般化したシステムというのは，

この 2 状態だけではなし他の多くの状態をとり

うるような多状態をもっシステムのことである.

多状態システムに関する研究は最近かなり進ん

できてはいるが，本質的には 2 状態の場合と類似

の結果がほとんどであり，多状態固有の興味ある

結果はあまり得られていない.

それで本稿では，いたずらに複雑にするのをき

けるため 2 状態に限って述べることにした.ただ

し，種々の定義において，そのまま多状態にただ

ちに拡張できる形で与えてある.そのために，普

通の定義と少し異なるものもある.その代表的な

ものは直列，並列システムの定義である.その定

義は普通の定義より少しゆるい形だが，そのまま

多状態の場合へ拡張で、きるようになっている.

はじめにコヒーレント・システムの構造を調べ

て，ついでシステムの信頼度，種々の寿命分布の

クラスとそれらのシステムにおける保存性につい

て述べることにする.主要な結果は定理としてあ

げているが，証明はすべて省略してある.それに

にしだ としお，おおいふみお大阪大学

650 (8) 

ついては，各定理につけてある文献番号にもとづ

いて，末尾の参考文献を参照されたい.

2. コヒーレント・システムとは

n個の部品からできているシステムを考える.

各部品とシステムの状態としては，正常状態と故

障状態の 2 つだけであるとする.故障状態を 0 ，

正常状態を l で表わす.このとき，部品 i の状態

空聞は Ci={O， l}(i=l , 2 ,… , n) である.同様に

システムの状態空聞は S={Q， l} であるとする.

この 0 と 1 からなる 2 状態の集合は全順序集合で

あり， 0 は最小元 は最大元である.

n 個の部品の状態の組は直積空間

C(n)=IICi 

の要素としての n 次元ベクトルで表わされる.こ

れらの部品からできたシステムの構造を特徴づけ

るものは C(n) から S 上への写像?であり， こ

れをシステムの構造関数という.この写像は全射

である.ここで上記の記号を用いて n個の部品か

らなる 2 状態システムを定義しておこう.

定義 1 (C(n) ， S，\D) の組を n 個の部品からな

る 2 状態システムという.

この定義はシステムの状態が n個の部品の状態

によってのみ決まることを表わしており，その決

まり方が構造関数と呼ばれる写像v で与えられる

ことになる.多状態システムも状態空間の要素の

偶数が 2 より多いだけで，同様に定義される.
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次に， π個の部品の状態の組を表わすベクトル

の集合としての直積空間 C(n) での順序を考えよ

う.この空間は半順序集合であるために，最小

(min) とか最大 (max) が存在するとは限らない

ので， inf(一下限)とか sup(上限)の記号を用いる

ことにする.順序はすべて話の記号で表わす.ま

た特に断らなし、かぎり，ベクトル記号の z とか U

は C(n) の要素であるとする.たとえば 3 個の

部品からなるシステムで， x= (1, O, O) , y=(O, O, 

1)のとき ， x と u の min は存在しないが， inf{x, 

y}=(O， O， O) である.

定議 2 構造関数ψ が単調増加であるとき 2

状態システムは単調システムであるという . cp が

単調増加であるとは， x;;五H のとき cp(x) 亘 cp(y)

となることをいう.

単調システムにおいては，ある部品が故障状態

から正常状態にもどったときに，システムの状態

が逆に正常状態から故障状態に移ることはありえ

ないことがわかる.ここで C(n) の要素 z に関し

て次の記号を用いる.

(ki , X)=(Xh …, Xi-h k, Xi+h …, Xn) 

(k=O, 1) 

( • i , x) = (Xt， … ， Xi-h ・ ， Xi+ t, …, Xn). 

この記号によって部品 i に関するベクトルの集合

Rt(cp)={(-; , x) Icp(Oi'X) キψ( 1;，x)} 

(l~五 i 孟 n)

を定義する.

集合 Rt(cp) が空集合(ゆ)であれば，

cp(Oi , x) =cp( 1;, x) 

が任意の (-;， x)について成り立ち，部品 i がシス

テムの状態を決定するのにまったく関与しないこ

とになり ， z 以外の (nー 1 )個の部品によってシス

テムの状態が決まる.

定義 3 2 状態システムにおいて Rt(cp) キゆで

ある時，部品 t は関連性をもっ(relevant) という.

部品 i が関連性をもっということは，システム

の状態を決定するのに何らかの形で部品 t が関与

していることを表わしている.部品 i がシステム
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にどの程度関与しているかの度合を表わすものと

して Ri (cp) の要素の個数を用いることがある [3J.

以上の定義を用いて，目的とするコヒーレント

.システムを次のように定義する.

定義 4 2 状態システムが単調システムであ

り，すべての部品が関連性をもっとき，そのシス

テムをコヒーレント・システムという.

普通，単調システムとかコヒーレント・システ

ムの定義において，

。=(0， 0， …, 0) , 1 = (1 , 1, ・・，1)

としたとき，条件として，

cp(O) =0， ヂ (1)=1 

を課すことが多いが，ここでは構造関数￠がシス

テムの状態空間 Sへの全射としていることから，

これらの条件は不必要となる.

次に，直列システムと並列システムの定義に移

ろう.そのために n個の部品の状態の組としての

ベクトルの集合

Vo(ψ)={xlcp(x)=O }， 

Vl(ψ )={xlcp(x)=I} 

を考える.これらはそれぞれ，システムが故障状

態および正常状態であるようなベクトルの集合を

表わしている.

定義 5 単調な 2 状態システムで，

inf Vl(cp) E Vl(cp) 

あるとき，このシステムを直列システムという.

定義 B 単調な 2 状態システムで，

sup Vo(cp) E Vo(cp) 

であるとき，このシステムを並列システムという.

普通は，システムを構成するどの部品が故障し

でもシステムが故障するとき，直列システムと呼

び，システムを構成するすべての部品が故障した

ときだけシステムが故障するとき，並列システム

という.この定義と比べて，上の 2 つの定義は少

し奇異な感を与えるかもしれない.しかし本質的

にはあまり変わらなく，またこのように定義して

おくことが，そのまま多状態システムでの直列と

か主主列システムの定義に一般化できるのである.
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ただし，厳密には土の定義は 表 1

普通の定義より少し号脅し、もの

である. つまり，普通の定義

であれば，直列システム，並.

列システムはコヒーレント・

システムであるが，上の定義

によれば，いつでもそうなる

とは限らない. その事情は次

の定理により明らかになる.

定理 1 日6J 2 状態システムが直列コヒーレン

ト・システムであるための必要十分条件は，

inf Vl( \O )=(l , 1, …,1) 

となることである.また，並列コヒーレント・シ

ステムであるための必要十分条件は，

sup Vo(ψ) =(0, 0,…, 0) 

となることで、ある. ここで，直列または並列シス

テムであるカZ，コヒーレント・システムでないよ

うな簡単な例を 1 つ与えておこう.

例 1 構造関数件， \OP が表 1 で与えられるよう

な 2 つの 2 状態システムを考えよう.

このとき，

Vl(伊)= { (0, 1, 1), (1 , 1, 1 ) }, 

Vo(仰)= { (0, 0, 0) , (1 , 0, 0) }, 

であるから，

inf Vl( \08)=(0, 1, 1) E Vl(伊)

sup Vo(仰)=(1， 0， 0) E Vo(¥Op) 

であり，定義 5 および 6 により，仰， \OP を構造関

数とするシステムはそれぞれ直列システムおよび

並列システムである.ところが， これらは定理 1

の条件を満たしていなし、から， ともにコヒーレン

ト・システムではない. もちろん， この例では，

表 1 からわかるように，

R1 (抑)=ゆ， Rl(¥OP) =。

であるから，部品 1 はどちらのシステムでも関連

性をもたないことからもコヒーレントではない.

定理 1 は， コヒーレントである直列システムと

は，システムが正常状態であるためには，すべて

の部品が正常状態でなければならないようなシス
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テムであることを述べている. 部品の状態 Xi

(1 ~i;;三 n) が 0 か 1 しかとらないことを考えて，

直列コヒーレント・システムの構造関数は，

\O (X t, X2, …, Xn) =min {x t, X2, …, Xn} 

=Xl・ X2・・・・・ Xn

と表わすことができる.

同様に，並列コヒーレント・システムの構造関

数は，

\O (Xt, X2， … ， Xη) =max {X t, X2, …, Xn} 

=1 ー (1-xr) (1- x2) … (l-xn )

となる.

直列システムと並列システムの特徴づけ左 L て

次の定理をあげておこう.ことで記号

x̂ y=inf {x , y} , xVy=sup {x , y} 

を用いる.

定理 2 [3J 2 状態システムが直列システム

であるための必要十分条件は C (n) の任意の要素

x， y に関して，

¥O(x̂ y) =¥O(x) ̂¥O(y) 

が成り立つことである.また，並列システムであ

るための必要十分条件は，

タ(xVy)=¥O(x) V¥O(y) 

が成り立つことである.

この定理は，並列システムでの冗長化の効果は

部品レベルでもシステム・レベルで、も同じである

ことを表わしている.直列システムでの直列化に

ついても同様である.

3. パスとカット

ここでは，単調システムの構造関数を決定する

問題を考えよう.単調システムでは， システム Ìl;

故障状態および正常状態であるようなベクトルの

集合 Vo(ψ) および Vl( \O) に関して，

Vo(ψ) u Vl(¥O) =C(n) , VO(¥O) n Vl(¥O) =16 

であるから， Vl(ψ) か VO(\O) のどちらか一方がわ

かればよい . Vl(ψ) を決めるにはその極小元がわ

かればよい.ただし，その極小元は i っとは限ら

ない.その極小元 Zで、正常状態にある部品の集合
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を，

U1(x)={j!Xj=l} 

と表わそう.

定義 7 単調システムで Vl(ço)= {x !輟(X) = 1} 
の極小元をこのシステムの極小パスという.極小

パスが Xl， X2， … ， Xp であるとき，

At=U1(XI) , (1 ~i~五 p)

を極小パス集合という.

同様に， Vo(引を決めるには，その極大元がわ

かればよい.その極大元も l つとは限らない.極

大元g について，故障状態にある部品の集合を，

Uo(y)={jIYj=O} 

とする.

定義 8 単調システムで Vo(ψ)={X! ψ (X)=O} 

の極大元をこのシステムの極小力・7 トという.極

小カットが Yt， Y2， … ， Yk であるとき，

Bt=Uo(Yt) , (!壬 i~訪)

を極小力'"ト集合という.

極小パス集合か，極小カット集合のどちらか一

方がわかれば，単調システムは完全に決まる.

例 2 (2-out-of-3 システム)

3 つの部品からなるシステムで，システムが正

常状態にあるためには，少なくとも 2 つの部品が

正常でなければならないシステムが 2-out-of-3

システムである.これは l つのコヒーレント・シ

ステムである.

このとき，

V 1 (輟) = { (!, 1, 0) , (!, 0, 1), (0, 1, 1) , (!, 1, 1 ) } 

Vo(ço)={(O , O, O) , (0, 0, 1) , (0, 1, 0) , (!, O, O)} 

である . Vl(ço) の極小元，つまり極小パスは，

(!, 1, 0) , (1 , 0, 1) , (0, 1, 1 ) 

であり，極小パス集合は {1 ， 2}, {1, 3}, {2, 3} であ

る.

たとえば，部品 i と 2 が正常状態であれば，部

品 3 の状態にかかわらずシステムは正常状態にあ

る.極小パス集合は，システムを正常状態に保つ

ために，正常でなければならない部品の最小限の

組を表わしている.これから， 2-out一of-3 システ

1982 年 12 月号

ムの構造関数は，

ψ(Xt， X2 , XS) =max{min {x t, X2 }, min{xt. xs}, 

min {X2' XS} } 

と表わされる.同様に，極小カット集合を考える

ことによって，

ψ(Xt， X2 , XS) =min{max{x t, X2} , max{xt. xs} , 

max{X2, XS}} 
とも表わすことができる.

例 2 からわかるように，一般に単調システムの

構造関数 ψ は， 極小パス Xl， X2， … ， Xp による極

小パス集合 At(! ;豆 t 三五 p) と，極小カット集合 Bt

(1;壬i芸誌)を用いて，

輟(x)=_max minxj=min maXXj 
l::;t::;p jeAt l::;t~五 k JeBt 

と表わされる.この表わし方は，システムの信頼

度の限界を求めたり，構造関数を具体的に与える

ときに用いられる[ 3 J. 

4. システムの信頼度

システムの寿命を調べるために，システムの時

間的な動きを表わす確率過程を考えよう.ここで

は単調な 2 状態システムに限って話を進める.

部品 i の時間的な動きを表わす確率過程を，

{Xt(t) ， tミ O}

とし，時刻 t で部品 i が正常状態であれば Xt(t)

=1 であり，故障状態であれば Xi(t)=O であると

する.各部品の動きは独立であるとして ， Xt(t) 

は 1 ~玉 i 三五 n に関して独立で‘あるとする. また，

Xi(t) の実現値を表わす見本過程は右連続で単調

減少であるとする.

ここで、，

X(t) = (Xl (t), X 2(t) , …, Xn(t)) 

とおけば，システムの動きを表わす確率過程は，

{ço(X(t)) , t~三 O}

となる.この見本過程も右連続単調減少である.

さて，部品 i の寿命は，部品 i が初めて故障す

るまでの時間であり，それを表わす確率変数を，

Ti=inf {t!Xi(t)=O} 

としよう.このれは非負の実数値をとる.同様
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に，システムの寿命を表わす確率変数を，

T=inf {tl~(X(t)) =O} 

とする.

前節で定義した極小パス集合 Ai (l ~玉 z 豆 p) と極

小カット集合 Bパ 1 三三 i~訪)を用いて，

T= max min Tj= min max Tj 
l~t~p jeAt l~t話 k jeBi 

と表わすことができる.

いま，部品 i の寿命 Ti の分布関数をF;， シス

テムの寿命 T の分布関数を F とする. また，

F\=I-Fi, F=I-F 

とおし確率過程の単調性と右連続性から Ti>t

であることは Xt(t)=1 であることであり， また

T>t であることと ~(X(t))= 1 であることとは
同じである.そこで，システムが正常状態である

ような部品の状態の組としてのベグトルの集合

Vl(~) によれば，

F(t)=Pr{~(X(t))=I}=Pr{X(t) E Vl(~)} 

となる.このことから F(t)は Fi(t) ， (I ;;:;;i 豆 n) の

多項式で表わされることがわかる.それを次のよ

うに表現する.

定義 8 システムの寿命分布について，

F(t) =h(F1(t) , F2 (t) ， … ， Fπ (t)) 

と表わし，この h を 2 状態単調システムの信頼度

関数という.

信頼度関数を求める例を l つあげておこう.

例 3 例 2 であげた 2-out-of-3 システムの信

頼度関数を求めてみよう.

Vl(~)={(I ， 1, 0) , (1, 0, 1) , (0, 1, 1) , (1 , 1, 1)} 

であるから，

F(t)=Pr{X(t) E Vl(~)} 

=Pr{ (X1(t) , X2(t ), Xs(t)) = (I, I , O)} + 
Pr{ (Xl(t) , X 2(t) , Xa(t)) = (1 , 0, 1)} 

+Pγ{X1 (t) ， X2 (t) ， Xa (t))=(0， 1, l)} 

+Pr{X1(t) , X 2(t) , X a(t ))=(I , 1, 1)} 

=F1(t)F2(t) (1-Fa(t)) + F1(t) (1-F2(t)) 
Fa(t) + (1-F1(t) )F2(t)Fa(t) + F1(t)F2(t) 
Fa(t) =F1(t)F2(t) + F1(t)Fa(t) + F2(t)Fa(t) 
-2F 1 (t )F2(t )Fa(t) 

654 (12) 

となり，信頼度関数 h は，

h(νh Y2, Ya) =νlY2+νlYS+仇約一2Y1Y2仇

で与えられる.このように h は ， Vl(~)が与えら

れれば容易に求められる.

この節と前節では 2 状態単調システムについて

の議論をしたが，単調システムで関連性をもたな

い部品がなければコヒーレントであるから，実際

的にはそれほどコヒーレント・システムを弱めた

ところでの話ではない.

5. 寿命分布のクラスとシステムにおけ

る保存性

部品の寿命分布のモデルとしてはいろいろな分

布が考えられてきており，最も基本的なものは指

数分布であるが，より一般な分布のクラスとして，

IFR(Increasing Failure Rate) とかNBU(New

Better than Used)などが用いられる. ここでは

これらの分布のクラスの性質と，それがシステム

の寿命分布とどのような関係にあるかを調べてい

こう.

寿命分布を表わす非負の実数値をとる確率変数

を X とする.

定義10 条件っき確率 Pr {X> t+.d IX>t} , 

.d >0 が(ー∞，∞)で t に関して単調減少であると

き， X またはその分布は IFR であるという.

定義11 0<α孟 l ， t>O に対して，

Pr {X>αt} ミ [Pr{X>t}]a 

が成り立っとき， X は IFRA(IFR Average) で

あるという.

定義12 s>O, t>O に対して，

Pr{X>S+t} 豆Pr{X>s} ・ Pr{X>t}

が成り立っとき， X は NBU であるという.

定義10において ， t の範囲を一∞までとったの

は後で述べる分布のクラスの関係において原点で

の確率分布がある場合を考慮したためである.

X の分布 G が確率密度 g をもっとき X が

IFR であることは g(t)/[I-G(t)] が t に関して

単調増加であることと同じである . g(t)/[I-
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G(t)J は時刻 t での瞬時故障率を表わしており，

それが単調増加であることは，使えば使うほど故

障しやすくなることを示している.このことから

実際に多くの部品の寿命分布は IFR の性質をも

っと考えられる.指数分布，ア}ラン分布，ワイ

フ'ル分布(形状パラメータが l 以ヒ)などは IFR

性をもっている.

ところが，次の例からわかるように， IFR 性を

もっ部品から構成された単調システムの寿命は必

ずしも IFR 性をもたない.

例 4 3 つの部品からなる単調システムで，構

造関数が，

<<p(Xh XZ , XS) =maX{Xh min{xz, XS}} 

で与えられたとき，システムの信頼度閣数は，

F(t) =F1(t) + Fz(t)Fs(t) -F1 (t)F2(t)Fa(t) 

となる.

そこで各部品の寿命が指数分布

F1(t) =F2(t) =Fs(t) =e-t 

であるとすれば， F(t) の確率密度を f(t) として，

f(t) / F(t) = [e-t+ 2e-2t -3e-atJ/[e- t +どれ

-e-atJ 

となる.このグラフを書いてみれば単調増加でな

いことがすぐにわかる.

単調システムにおいて，部品の寿命分布のクラ

スがシステムにおいても保存されるものとして，

IFRA が考えられる.

定理 3 [6 ]単調システムにおいて保存性をも

っ最小の汚命分布のクラスで指数分布を含むもの

は IFRA である.ただし弱収束を考える.

瞬時故障率が，

r(t) =g(t)/[ l-G(t) ] 

であるとき，

�;;r(u)du 

が t に関して単調増加であることが IFRA 性で

ある.つまり， IFRA は故障率が平均的に増加す

る.したがって， IFR であれば IFRAであるが，

システムにおける保存性からは， IFRA のほうが

重要であるといえよう.

1982 年 12 月号

一方， NBU の性質は取替え問題に関連して導

入されたが，この性質は単調システムで保存性を

もっている.分布のクラスの関係としては，

IFRコIFRAコNBU

であり，これらについては種々の性質が調べられ

ている[ 1 J, [6 J, [12]. 

単調システムにおいて， IFR 性が必ずしも保存

されないという例 4 をすで、にあげたが，それが保

存される条件は次の定理で与えられる.

定理 4 [10J 単調システムでつねに IFR 性が

保存されるための必要十分条件は，前列システム

であることである.

IFR 性が保存されるシステムとしては，次の定

理で与えられるものがある.

定理 5 [2J[12J 部品の寿命分布がすべて同じ

で IFR であれば，それから作られた k-out-of-n

システムの寿命は IFR である.

ここで， k-out-of-n システムとは， n 個の部品

からできたシステムが正常であるためには，少な

くとも k 個の部品が正常で、なければならないよう

なシステムである. l-out-of-n システムは並列

システムであり ， n-out-of-n システムは直列シ

ステムである.

1手命分イflのクラスの関係からわかるように，

NBU はきわめてjム・いクラスであるが，システム

の寿命分布が指数分布になるときの関係として次

の定理が成り立つ.

定理 6 [16J n{悶の独立な部品の寿命分布 FI>

F2，...， F偽が NBU であるような単調システムの

寿命分布 F が指数分布であるとき，

F(t) =Fi, (t). Fi2 (t) ・ ....Fik(t)

Fij(t) , (1 ~三 j;亘 k) は指数分布

となるような l :5， i1<i2< …<九壬n の組 (ih i2 , 

… ， ù) が存在する.

この定理から，システムの寿命分布が指数分布

であるための必要十分条件は，本質的にはそのシ

ステムが直列システムであることであるといって

もよし、.
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例 5 並列システムでは，

F(t) = 1-II {l-Fi(t)} 

であるが， F(t) が指数分布であれば， 定 FH 6 か

ら，ある i が存在して，

F(t) =Fi(t) =e-u , Fj(t) =0, tミ O， jキ i

となる.

例 6 170 で、述べたように， 2-out-of 3 システ

ムの寿命分布 F について，

F(t) =F 1 (t)F2(t) + F 1 (t) F 3(t) + F2(t )F3(t) 
-2F 1 (t)F 2(t) F3(t) 

であった.このとき ， F が指数分布であるとすれ

ば，定理 6 から， i=I ， 2 ， 3 のどれかの i について

Fi(t) =0, tミ O が成り立たねばならない. たとえ

ば F1 (t) =0 であるとすれば F(t) =F2 (t)F3 (t) で

ある.ところで，例 2 で、調べたように，このシス

テムの極小パス集合は {1 ， 2}, {1 , 3}, {2, 3} であっ

た.したがって，このとき部品 l はつねに故障状

態であり，システムの動きはパス集合 {2， 3} だけ

に関係している.つまり，このシステムは実質的

には部品 2 と 3 の直列システムになる.

一般に単調システムの寿命分布が指数分布のと

きには，極小パス集合のどれか l つだけが実質的

に機能し，それ以外の極小パスは機能しない.そ
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のことはシステムが実質的には直列システムであ

ることになる.したがって，寿命分布が原点で退

化せざるをえないような部品がで、てくる.そのよ

うな部品がないとき，つまり，

O<Ft(t) < 1, t>O, 1 ~玉 i~玉 n

であるときにはどうなるであろうか.

定理 7 [14J 寿命分布 Ft， F2， … ， Fη が NBU で

あるような独立な n 個の部品からできたコヒーレ

ント・システムの寿命分布Fがパラメータ A をも

っ指数分布であり ， O<Fi(t) < 1, t>O, 1 豆 i豆n で

あれば，このシステムは直列システムであり，

ん+À2+ ・・・+ん =À， Ài>O (1 孟 i 豆 n)

となるようなん， À2, "', À旬が存在して ， Fi はんを

パラメータとする指数分布となる.

これまでに述べてきたことをまとめれば，定理

7 の条件のもとでは，極小ノ4スはただ 1 つしか存

在せず，寿命分布が指数分布であるようなコヒー

レン卜・システムを作るには，直列システムしか

ないことになる.
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