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1. はじめに

ORにおける代表的な確率システムといえば，

在庫管理，待ち行列，信頼性であり，これらはす

べてマルコフあるいはその一般化としてのセミ・

マルコフ過程として論じられてきた.経済，工学

等の他の分野においても，確率的変動が無視でき

ない動的な問題をあっかうさいには，マルコフ過

程に帰着させて論ずるのが通例である.このよう

な過程で記述されるマルコフ・システムの制御問

題の例として，多品目在庫管理問題を考えよう.

例1. 多品目在庫管理問題

問題は，期のはじめに各品目の在庫量をみて，

発注するかしないか，発注するとすればどれだけ

かを与える最適発注政策を求めることである.費

用としては，発注費用，品切れ費用，在庫費用を

考え，発注時にかかる固定費用は注文する品目の

組合せに依存するものとする.したがって，必ず

しも (σ， S)政策が最適とはならず，混合発注政策

等を考える必要がある [4， 7 ， 8J. さて，品目数を

c で表わし ， n 期における品目 l(=I ， … ， c) の在雌

量を XLn ， 需要量Aを z，n ， 発注量をafで表わそう.

発注品は次期のはじめまでに納品されるものとす

れば， n+1 期のはじめにおける在庫量 zr+1 は，

x l
n +1 =max{x["-zt ,O}+a l

n 
( 1) 

で与えられる.需要量 (Zln ， … ， Zcn ) が各期独立に
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分布するものと仮定すれば xln+1 の確率分布は

x l
n , a/' と Zln の周辺分布から計算できる.同様

に，需要分布から n 期にかかる平均総費用が計算

できる.このように現在の状態(x山…， XCn ) と決

定 (a山…， acn ) が与えられれば，その期にかかる

平均総費用と次期の状態 (x♂+1 …， Xcn + 1 ) の縫本

分布が求められる.

今 l つの例として，図 1 に示される M/M/c 待

ち行列システムの制御問題を考えよう[1 2J.

例2. J.lf/M/c 待ち行列システムの制御

容(工子IJ肴;i-~ Æ のポアソン過程にしたがって到着

し， fを窓口でのサービス時間は指数分布にしたが

い，待ち行列長はLに制限されている.問題はシ

ステムの状態に応じて，各窓口 1(=1 ， … ， c) のサ

ービス*を Ml+I 個のレベル {O， μl' … ， Ml ん}か

ら選こf ， さらに複数の窓口が遊休中(サービスネ

が正で空)であればどの窓口に客を割り当てるか

を与える最適制御政策を求めることである.容の

待ち符用，窓口の稼動費用，遊休費用，サービス
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図 1 M/M/c 待ち行列システム
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率の切り換え費用を考え，状態として待ち行列

長，各窓口の状態(空かどうか)と現在のサーピ

ス率注1)をとる.決定は各窓口のサーピス率およ

び客の割り当てである.このとき例 1 と同様，現

在の状態と決定が与えられれば，次に遷移する状

態の分布とその遷移まで、にかかる平均総費用を計

算することができる.しかし，この問題における

決定はサービス率であり， (1)式の発注量のよう

に直接的に状態を制御できず，サービス分布のノミ

ラメータとして確率的に制御できるにすぎない.

このことが在庫管理問題との基本的な相違であ

る.

例 1 ，例 2 を含むマルコフ・システムの制御問

題を統一的に論ずる理論が(セミ・)マルコフ決

定過程である.以下では実際に最適制御政策を計

算するアルゴリズムに焦点を絞り，簡単のためマ

ルコフ決定過程について述べる.セミ・マルコフ

決定過程への拡張は有限期間問題を除けば直接的

である.また，例 1 ， 2 とも費用最小化問題であ

ったが，大勢にしたがし、利得最大化問題を取りあ

っかうことにする.

2. 有限期間問題

システムは λf 個の状態 i E/= {!，… ， M} をと

り，各状態 i においてとりうる決定は集合 Ai =

{l ，… ， Kd で与えられている.このとき例 1 ， 2 

におけるように，状態 z で決定 kE Ai をとったと

き次期の状態がj となる確率 pij(k)およびその期

における平均利得 ri(k) が与えられる . pij(k) ~ 

0, 2:.pij(k) = 1 である.単位期間当りの利子率 r
jeI 

から ß=I/(1 +r) として決められる戸(O<ß :S;1) を

割引率と呼ぶ. n 期のはじめにおける状態を Xn，

その時の決定を仇で表わせば， X仰向が与えら

れたときの n 期における平均利得仇は，

仇=r"， (a，，)， ここで ZニZη

となり，その現価換算値は ßnyη である.問題は

初期状態 xo=i が与えられたとき ， N期までに得

られる総利得

460 (30) 

N 

2:. ß"仇

の平均を最大にする決定列 (ao， … ， aN)を定める最

適政策を導くことである.

アルゴリズム注2)

1 :すべての iEI に対して，

ViN=max r;(k) 
keAi 

( 2 ) 

を計算し，最大を与える h を jiN とおく . n=N-l 

とおく.

2 : Vin+1(i 巨 1) の値を用い，各 iEI に対して，

Vi"=max {r;(k) +  ゚2:._ρり (k) vjn+1} (3) 
kεAi jeI 

を計算し，最大を与える k を ji" とおく.

3:n=n-l とおき ， n<O となれば停止. さもな

ければステップ 2 へもどる.

ViO が最大平均利得を与え ， /"= (flヘ… ， jM") 

とおけば，求める最適政策は(fo，/1， ''', fN) で与

えられる.すなわち，期間 O では決定fiO をとり，

n期 ( =1，… ， N)のはじめに状態がj となれば決定

fj九をとるのが最適である. この政策は，システ

ムの媛歴 (xo ， ao , "', x，，) を情報として用い，決定

を確率的に定める非常に広い政策のなかで最適で、

ある.このアルゴリズムの計算量は，

乗算 :MN(M+l) ， 加算 :M2N，
M 

大小比較: (N+l){2:.Ki-M} (4) 

であり，必要とするコア・メモリーは {V;" }， {いU

の記憶に要する 2βf でで、ある.また最適政策を l つ

求めればよいのであれば，最適政策の記憶に (N

+1)λfのメモリーが必要である.したがって，た

とえ連続状態をとるシステムであっても，最適政

策の性質がくわしくわかっていなし、かぎり，それ

を計算する段階で必然的に有限状態で近似せざる

を得ない.

上記アルゴリズムの計算量は N に比例して増

えるだけであるが，得られた最適政策を実際用い

るためには， jO， … ，fN の表を必要とし，期間n が

変わるごとに対応する fη の表を参照して決定を

決めなければならない.したがって，計画期間長

Nが長い問題では，あたかも永久にシステムをと
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りまく現在の状況が維持されるものと考え ， N→

∞として得られる最適定常政策を採用するのが実

際的であろう.

3. 割引利得問題

計画期間長が無限であり，割引率 ß<1 のとき

得られる総利得

η
 
M
g
 

n
 

Q
M・

∞
Z

問
の平均を最大にする最適定常政策(f*，fホ ，j* ， …)

を求める問題である.最適定常政策のもとでは，

どの期間 n においても Xn=i となれば決定 ji* を

とればよく，ただ l つの表 j* を必要とするだけ

である.この問題に対しては政策反復法，線形計

画法，逐次近似法が古典的な結果として知られて

いる[ 2 ]. 

政策反復法

1 :初期政策 jO= (fto, ...,J MO )を与え ， n=O とお

く.

2: (値決定ルーチン)M元連立一次方程式

Vi-゚  L; かj (fin)Vj=ri (fin ) (i正1) (5) 

を解き ， vi(i E 1) を求める.

3 : (政策改良ルーチン)各 iEI に対して

乏で {rz(k)+PEPj(k)Uj} (6) 

を与える決定の集合 Fin+1 を求める.もし jin 正

Fin+1 ならばjin+ 1 =jin とおき，さもなければfin+l

を Ftn+l の任意の要素にとる.すべての i て~jtn+1 

=fin となれば停止.jη は最適定常政策 j* であ

り ， vi(i 巨1)は状態 z から出発したときの最大割

引利得 uげを与える.ある i で、 jin+1=1= jtn となれ

ば， n=n+1 としてステップ 2 へもどる.

政策反復法は有限回の反復で1*を与えること

が知られている.このアルゴリズムがN1回の反復

で停止したときの計算量は，ステップ 2 でガウス

の消去法を用いるとすれば，注3)

(i  ltf 、

乗除算: N1tすM3+0(M忍 Kt)J (7) 

加減算:同上，比較 :M(Zkz-M)

1982 年 8 月号

となり，必要とするコア・メモリーは M2+4Mで

ある.

-線形計画法

L; b i =1 を満たす適当な正数 bt を与え，次の L

P 問題:

max L; L; n(k)xik ( 8) 
ieI keAi 

subject to L; Xtk -ﾟ L; L; Pμ (k)Xjk=bi 
keAi jeI keAj 

(i E 1) 
Xikミo (i ξ 1， k 正 At)

を解く.最適解 Xik* は各 i に対して唯一の h 巨 Ai

で正となり，その k を ji* ととれば最適定常政策

1*が得られる.
M 

LP 問題( 8 )は L; Ki 変数M制約式問題であ

る.また，政策反復法の初期政策 jiO に対応する

Xik を基底変数としてとれば， 初期基底実行可能

解が得られる.このとき改訂単体法を用いて N2 回

で最適解が得られたものとすれば，計算量はベ
M 

乗除算: M3+0(N2M L; Kt) ( 9) 

M 

加減算:向上，比較: N2{ L; Kt-M} 

となり，基底逆行列をコア・メモリーに保持すれ

ば M斗O(M) が必要となる.線形計画法では反

復当り 1 つの状態の決定しか改良されず， N2 は

N1 にくらべて相当大きく ， Mのオーダになるこ

とを注意しなければならない.

ここで，例 l において品目数 c=3 ととり，各
M 

li-I1 自の在庫の上限を 9 ととれば， M=103， L:, K t = 

105 となる.ゆえに政策反復法では千元連立一次

方程式を解かねばならず，計算量は(7)式より

(NI!3) ・ 109 のオーダとなる. 一方線形計画法で

は， 10万変数千制約式の LP問題となり，計算量

は(9 )式より 109 +O(N2 ・ 108 ) のオーダとなる.

このように，いずれのアルゴリズムを用いるにせ

よ，状態数Mが数百以上となれば実際に最適政

策を計算するのは容易ではない.

連立一次方程式の数値解法では，数百元以上の

問題に対してヤコビ法，ガウス・ザイデル法等の

反復解法がよく用いられている.したがって，こ
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れら反復解法を値決定ルーチン(ステップ 2 )で

JIj\，、る政策反復法が考えられる. L かし，ステッ

プ 3 では改良された政策が得られる程度の(ラ)の

近似解で十分であり，反復解法を有限回の反復m

で打ち切ったほうが効率的であろう.すなわち，

ステップ 2 で反復解法をm回用いる政策反復法が

得られる.この方法を修正政策反復法と呼び，特

に m=O のとき古典的な逐次近似法が得られる.

以下のアルゴリズムでは，最大割引利得の上，下

限を計算し，それらを用 L、て最適になり得ない決

定を A， から除去する非最適政策の除去法を併用

している.

修正政策反復法 [IIJ

1 :初期値引。(μ 1) ， 非負数 ε，非負整数 m を与

え ， Ato=At, l，= 一∞ (i E I), ';=0, n=O とおく.

2 :各 i に対して，

w，n+l=maXkeA♂ {r; (k)+ß I: ρij(k)v/'} 
jel 

(10) 

を計算し，同時に最大を与える決定の集合Fin+1 と

A♂+1= {k 己 Af;rz(k)+ppzJ(h)Ujn

二三 li-ßÇ}

を定める.もし fin 己 Fiu+1 ならば fin+1=ft" とお

き，さもなければ fi附l を Fin+1 の任意の要素に

とる.すべての i で JJ'tn + 1 が唯一の要素fγ+1にな

ればステップ 6 へ.

3 : ZiO =Win+ 1 とおき ， l=O， I ， … ， m-I に対して

zii+1=ri(fiπ+1)+ß I:pij(fiu+1)zl (i ε 1) 

( 11) 
を計算し ， Vi'"己 +l==Zim(i 三I)とおく.

4: .d =max{vi削 1_ Vin }， v=min{vi肘1 約九}
iel ieI 

a=max{vi'けl_Wi 'け 1 }， b=min{viけ1 ー
tε1 ieI 

Win+1} 
�=((.゚d-b)/I-゚ ) (12) 

7}=max{゚ V-a)/(I-ß) , b゚m/(I_゚ 'It)} 

(13) 

を計算し ， ç- 7} <2 ξ となればステップ 6 へ.さも

なければ， li=引け1+マ (i E/), n=n+1 とおいて

ステップ 2 へもどる.

5: :最大割引利得 Vi* の ε 近似値が，

462 (32) 

Vi=Vin叫;(判) (iE/) (14) 

で与えられ， fn+l はど最適政策である.ニミ-e，

ò=maX{Vi-ri(fi'け1)-ﾟ I: Pij (/i"+1)町}
jeI 

(15) 

ε'=e+{ð/(I-ß)}. (16) 

6: f叶1 は唯一の最適定常政策である.

c=max{w♂+1 - Vin }， d=min {Win+1-Vin} 
iel ieI 

を計算し， ε"=ß(c-d)/( I- ß) とおけば，

Vi=Win+1+{゚(c+d)/2(I-゚)} (i E/) (17) 

は最大割引利得 uグのど'近似値を与える.

このアルゴリズムは任意の ViO (i 己I)と ε>0 に

対して有限回の反復で停止し，ど;最適政策(ステ

ップ 5 )あるいは唯一の最適政策 1*( ステップ 6 ) 

を与える.特に最適政策が唯一ーであることがあら

かじめ知られていれば， ε=0 ととることで有限回

の反復で f* を求めることができる.修正政策反

復法が N3 回の反復で停止したときの計算量は，

IAinl で Atn の要素数を表わすことにすれば注5)

M
 
o
 

十M
 
m
 
+
 

A
 

M
Z
判

的
回
目
+
 

M
 

算乗

NS M 

加減算: M{I: 1::!Ain-1!+(m+3)N3}+o(M) 

N. M 

比較 : 2 I: 1:: !At
,,-ll +3MN3+0(M) (18) 

η=1 i=l 

となる.必要なコア・メモリーは Vin 等に 4M，
M 

Atn のために I: Kt ビット必要である.たとえば

例 l で M=103， I: Kt=105の場合，計算量は反復

の初期では IOB であるが終期では 103 のオーダにま

で低下し有力な手法であることが示される.

例 2 で c=2 ， L=IO , M1=M2=4 の場合 M=
M 

740 , I: Kt=4980 となるが， FACOM M-200に

よる計算結果では， m=6 (1 2) のとき 25(15) 同の

反復で唯一の最適政策が 16( 13)秒で得られた.な

お，修正政策反復法では(10) ， (11) 式でガウス・

ザイデル法の反復を用いることもでき ， m=6(12) 

のとき 13( 9 )回の反復で 9 ( 8 )秒に短縮された.

mを反復ごとに自動的に調整する修正政策反復法

が，例 2 と同様な直列型待ち行列システムの制御

問題に応用されている [9J. 
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4. 時間平均利得問題

問題は無限期間における単位時間当り利得
N 

bw訂ZL仇
の平均(ゲインと呼ばれる)を最大にする最適定

常政策を求めることである.

政策反復法

1 :初期政策 fO を与え ， n=O とおく.

2 : (値決定ルーチン ) gin, Vin(i E 1)に関する次の

2M元連立一次方程式を解く.

gin-L;pij(R')gJn=O (iE/) (19) 
JeI 

Vin-L;Pij(fin)Vjn= -gin+r;(fin) (i E 1) 
JeI 

(20) 
3 : (政策改良ルーチソ)各 t に対して，

Gphizptj(k)gJn を最大化する k E Ain} 

F♂+1= (r; (k)+ L; ρtj(k)vjn を最大化する k
jeI 

E Gtn+1} 

を定める . ftn E FtR+1 ならば fin+ 1 =fin とおき，

さもなければ ftn+1 を F♂+1の適当な要素にとる.

すべての i で ftn+1 =ftn となれば停止し，そうで

なければ n=n+1 とおいてステップ 2 へもどる.

P(f)で定常政策fから定まる遷移確率PtJ(点)

を i 行 j 列要素とする行列を表わせば， P(f) は

マルコフ連鎖を与える.この連鎖のエルゴード(再

帰)集合の個数を e(f) とおくと，行列(I-P(f))

の階数は M-e(f) となる注 6) ゆえに (19) ， (20) 

で解 gtn は一意に決まるものの ， Vin は e(r) 個

の自由度をもっ. Howard[ 5 J は各エルゴード集

合に属する 1 つの状態で Viη=0 とおき，得られた

2M-e(r) 元連立一次方程式を解けばよいとし

ている.しかし，そのためには反復ごとにマルコ

フ連鎖の状態分類をしなければならず，アルゴリ

ズム[ 3 Jは知られているものの決して効率的では

ない.この点を改善したものが次の値決定アルゴ

リス、ムであり，

Jgi ニgin-gtη JVt=Vin -Vin - 1 (i 正 1)

に関する連立一次方程式を解いている.

値決定アJI-ゴリズム[l4J

1982 年 8 月号

1 :行列 (I-p(r)) にガウスの消去法等を用い，

適当に状態を並べ換えて，

I Ql Q2¥ 
L(I-P(fη) )=1 一一 (2 1)

¥o  
なるとMxM下三角行列JL， (M-e(r)) x (M-

e(r))上三角行列 Qt. (M-e(r)) xe(r)行列

Q2 を求める.以下添字 l で Ql に対応する M­

e(r) 次元ベクトルを表わし，添字 2 で残りの

e(r) 次元ベクトルを表わすことにする.

2: Cl=(p(r)gn-1 h-g♂-1 (22) 

dt=r( fn )l+ (P( fn)vn-1 h_gtn-l_Vtn-l 

(l =1 , 2) (23) 

を計算し ， cl=d2=0 となればステップ 4 へ.

3 : Q1Jg1 +Q2Jg2=Ct. (LJgh=d2 (24) 

を解き，その解 Jg(M次元ベクトル)を用いて，

Q1 J Vl=d1 一 (LJgh (25) 

を解く . JV2=0 とおきステップ 6 へ.

4 : (23)式の d1 で要素が正となる状態の集合を S

とおき，次の集合注7)

T={i E/;ある n二三O で L;pijn( r) >O} 
je8 

を最短経路を求める Dijkstra のアルゴリズム(た

とえば[ 1 J)を用いて求める.

5: i" T に対して JVi=O とおいて，

QIJVl+Q2JV2=dl (26) 

を解き ， JVi(i E T) を求める . Jgt=O(i El)とお

く.

6 : gin=gin- 1+Jgi , Vin=Viη l+JVt (i E 1) (27) 

とおく.

このアルゴリズムを政策反復法の値決定ルーチ

ンで用いれば有限回の反復で最適定常政策 f*=

fn および最大ゲイン g*=gπ が得られる.

線形計画法[6J

L; bi =l を満たす適当な正数ム(i E 1) を与え，

次の LP問題:

max L; L; r; (k)xは
ieI keAi 

(28) 

subject to L; x叫 -L; L; �ji(k)xjk=O 
keAi .fel keA; 

(i El) 
L; (Xtk+Ytk) -L;_L; �jt(k) 
keA.i jeI keA. j 

yjk=bi (i 己 1)
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Z帥二三 0， Yik:2:.0 (i E!, k E Ai) 
を解き最適解 Xik*， νik* を求める.最適政策 ft*

t土，

(i) .E Xik*>O ならば Xik*>O となる任意の h
keAi 

(ii) .E Xik* =0 ならば Yik*>O となる任意の k
keﾁi 

として得られる.

政策反復法ではM元連立一次方程式 (24) を解

かねばならず，線形計画法では.E Ki 変数 2M制
iel 

約式の LP問題を解かなければならない.したが

って ， Mが大きな問題では逐次近似法によらざる

を得ないものと思われる.

逐次近似法[13J

1 :初期値問。(i El)，正数 ε および

O<..<min{!/( 1-pii(k)) ; P“ (k)<I , i El, 

kEAd 

を満たす T を適当に与える . n=O とおく.

2 :各 t に対して，

gtn+1=I?~X{η (k) + .E_Ptj(k)Vjn-Vin} (29) 
~eAi Jel 

を求め， L1 =~a_x gin+1, P'=min gtn+ 1 を計算し，
tel iel 

L1-P'くe となればステップ 4 へ.

3 : Vtn + 1 =Vin + τ (gin+ 1 _gMn ) (i::;M-l) (30) 

VMη+1 =0 

とおき ， n=n+1 としてステップ 2 へもどる.

4 : (29) 式で最大を与える h を点とおけば， f= 

(f1， … ， fM)は最大ゲイン g* との差が ε 以下とな

る ε 最適政策を与える.

このアルゴリズムの収束を保証するには，残念

ながら，最大ゲイン g* が状態に依存しない定数

であることを仮定しなければならない.この仮定

は fホのもとでのマルコフ連鎖がただ l つのエル

ゴード集合をもてば成立し，例 1 では常に，例 2

ではサービス率の切り換え費用が低ければ成立す

る.

時間平均利得問題に対する修正政策反復法は現

在のところ公表されていないが，筆者は前節に述

べた導出と閉じ考え方で， m=O で逐次近似法と

一致する修正政策反復法を得ている.この反復法

は e(f*) ミ2 となる一般的な問題へも拡張できる.

484 (34) 

5. おわりに

有限状態，有限決定をもっマルコフ決定過程に

おけるアルゴリズムについて，現在までに得られ

た結果を紹介した.紙数の関係もあり，ヲ|用すべ

き文献を多数省略してしまったのは心残りであ

る.最後に，この解説では状態が完全に観測でき

るものとしてきたが，実際の問題では観測が不完

全な場合も多く，この場合については最近の解説

[IOJを参照されたい.
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注)

1) サービス率の切り換え費用の計算に必要である.

2) pij(k) , ri(k) ﾌJ' n に依存する非定常な場合にも適

用できる.

3) O(M) は M→∞のとき M と同位の無限大を表わ

す.

4) 理論的には O川[2.81)のアルゴリズムがあるが，実

用的ではない[ 1 ]. 

5) O(M) は M→∞のとき M の低位の無限大を表わ

す.

6) 1 は単位行列を表わす.

7) Pijn(fn)は p(fn)旬の t 行 j 列要素を表わす.

特集に当って 大野勝久

「確率システム? 知らないナァ J とページ

をめくり「ウーン」と頭をかかえられた読者も

おありかと思いますが，現実に解決をせまられ

ている問題の多くは，多かれ少なかれはっきり

しない不確定部分を含んでおります.このよう

な問題を状態あるいは決定変数を用い，不確定

部分を確率として定式化したものが確率システ

ムです(少々オーパーないし、かたかも知れませ

んし，また定式化されたからといって現在の理

論，計算機で必ず解けるわけでもありませんが

・・).自動制御の分野では， r確率システム・

シンポジウム J (日本自動制御協会主催)が毎

秋，専門の異なった参加者が集まって聞かれて

おり，昨秋で 13固と回を重ねております.そこ

で，このシンポジウムをはじめられた砂原先生

に，その理論的側面を概説していただき， 中

おおのかつひさ京都大学

溝，片山両先生にメイン・テーマである安定性

と推定をお願し、いたしました.

一方， ORをながめてみますと，待ち行列，

信頼性，在庫管理等確率システムとよぶことの

できる各々永い歴史をもった分野があります.

研究の進展につれ，専門化，細分化するのは学

問の常ですが，現在では相互の交流，批判もな

く孤立化しているようにみうけられます.そこ

でこれら分野で横断的に用いられている(セミ

・マルコフ過程をとりあげ，高橋先生に「マル

コフ分析」をお願いし、たしました.

なお，同様な趣旨でOR学会関西支部に「応

用確率論研究部会J (主査，西田俊夫先生)が設

けられ，今春から活動しております.ぜひご参

加くださし、.

おわりに，ご多忙のところをご執筆いただい

た上記諸先生に厚くお礼申しあげます.
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