
確率システム理論の基礎的局面
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1. 確率システムの数学宅デル

システム状態が時間の経過とともに不確定変動

をするとき，そのシステムを確率システムとい

う.なぜ確率システムというか.すべての現象は

時間 t の経過とともに進展してゆくから，単に変

動の大きさに注目するにとどまらず，その現象を

不確定時間関数 z(t， ω)0 とし把握しようという

確率過程論の立場に加えて ， z(t， 回)がベクトル確

率過程であり，しかもそれがひとつのシステムの

状態変数であることから，確率システムという言

葉が誕生した. 上述の z(t， ω) がシステムの状態

変数であるということは， z(t， ω)がシステム数学

モデルである微分方程式の解過程であるといろこ

とに他ならない.したがって常微分方程式でモデ

ル化される集中定数システムと，偏微分方程式で

表現される分布定数システムとの 2 種類に大別さ

れるであろうということは直ちに思い浮かぶであ

ろう.

1.1 確率集中定数システム

図 1 のような非常に簡単な力学系を考えてみ

る.この系の運動方程式は質量mの錘りの変化を

z(t) とすると，次式のようになるめ.

(1.1) z(t)+ci(t)+k(z)=f(t) 

ここで z=zt. Zl=Z2 とおくと， (1.1)式は，

すなはら よしふみ京都工芸繊維大学
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図 1 簡単な力学系

rZll r 0 llrzll rOl 
(1. 2) 1 1=1 11 1+1 If(t) 
LZ2J L -k(zIl/Zl -cJLZ2J L 1 J 

となる.改めて，

r zll r 0 II rOl 
(1.3) z=/ 1 f(z)=1 /1=/ 1 

LZ2J , L -k(Zl)/Zl -cJ. LlJ 

のように表現すれば， (1. 2)式は，

(1.4) i (t) =f(z)z+lf(t) 

のようなベクトル徴分方程式となる.そこで，図

l の力学系への強制力 f(t) が不確定変動をする

ものとし，これを f(t， ω) のように表現すれば，

当然、(変位，速度)からなる状態変数，すなわち

1) 曲は確率空間 Q の生成点、で， ωE {Jである. した

がって z(t ， ω) と書けば，これが確率過程 Z(t ， ω)=

{z(t ， ω) : t E T} の見本過程であることを意味する.

しかし前後の記述の関係から，明らかに確率変数ある

いは確率過程であると判断される場合は ω の記述を

省略する.

2) “・"は d/dt を意味する.
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(1. 4) 式の解過程も確率過程 z(t， ω) となる.さ

らに(1. 4) 式から，システムパラメータ α を加え

て，

(1.5) i(t， ω )=f[t， z(t， ω) ;αJ+r(t ， ω) 

のような一般的表現を行なっても記述に飛躍は認

められないであろう. (1. 5) 式における不確定変

動要素は r(t， 曲)である. もうひとつの形は，

( 1. 6) i (t， ω)=f[t， z(t， ω) ;α (t， 削 )J

のように，システムのパラメータが不確定変動を

するという場合の数学モデルで、ある.たとえば図

1 において，減衰係数 c の値が不確定変動をする

場合と考えればよい.

もちろん(1. 5) 式および(1. 6) 式の混合型も

存在するが，いずれにしても物理的考察の援助の

もとに n 次元ベクトル値非線形関数fの具体的

な形がわかり ， r (t， ω) あるいは α(t， 曲)の不確定

変動の確率的性格が定められればシステムの数学

モデ‘ルは完成する.

1.2 確率分布定数システム

最近，時間 t についての変動のみならず，場所

ごとの変動をも無視できないシステムに対する関

心が高まってきている.

すなわち図 2 のように空間的な拡がりを考慮す

る必要のあるシステムで，これを分布定数システ

ムとし、う.

このようなシステムの状態変数は，時間 t と場

所 z の関数 u(t， x) のように表現され，当然のこ

とながらこれはひとつの偏微分方程式の解として

定められる.

このようなシステムに対する不確定要素は，集

中定数システムの場合と同じように， (i)システム

への加法的雑音， (ii) システムパラメータの不確

定変動という場合の他に (iii) システム境界の不確

定変動という分布定数システム独特の場合があ

る.以上のことを考慮しながら確率分布定数シス

テムの数学モデルのいくつかを紹介してみる.

偏微分方程式には放物形，双曲形および楕円形
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図 2 確率分布定数システムの挙動

という 3 種類の形式があることは周知のとおりで

ある.それぞれの型に上述の (i)-(iii) のような

不確定性を考慮すれば，確率分布定数システムの

数学モテゃルは完成する.いま便宜上，図 2 に示し

たように，初期時刻を 0 とし，場所をあらわす z

の範囲を D， その境界を aD と書くことにする.

ひとつの例として，状態変数 u( t , x)を温度とし，

これが周囲の不確定な温度変化の影響を受けるも

のと-t-ると，

δu(t， x) 
(1.7) U~\â;"'" 2'u(t, x)+G(t, x )r (t , x) 

のような数学モデルができあがる.ただし r (t，x) 

は不確定外乱， G(t， x) は既知関数である. また

(1. 7)式の r は線形微分作用素で，

(1.8) 2'(・ )MmL1
ax. 

とすれば(1. 7)式は熱伝導システムとなり，熱伝

導における抵抗を考慮すれば， 2'は，

(1.9) 2'(・)会 a2 平三+al a~.) 
ax. ax 

という形になる.

次に(ii) のような不確定性を考慮する.一般に

偏微分方程式の係数は分布定数システムのパラメ

ータであるが，これが不確定変動をする場合が非

常に多い.たとえば(1. 8)式で熱伝導係数 c2 が一

定であると考えるのは，きわめて理想的な場合を

設定しているのであって，事実 c2 (ω) のように不

確定変動パラメータとして取り扱わねばならない

場合が非常に多い. (1. 9)式の場合でも al が定数

ではなく ， al(ω) のように不確定変動をするシス

テムが最近注目されるようになってきた.化学反
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応炉内の温度分布，大気中の汚染物質の拡散など

具体例は非常に多い.

上述のように分布定数システムの数学モデルの

作成は，集中定数システムの場合より手間のかか

るものである.ここで図 2 を再び見ることにする.

時間変数 s は通常 O<t<tf のように有限区間で

考え，変数 z はある定まった領域 D の中で変化

する.たとえばzを 1 次元とし，うまく変数の規

格化を行なって D を O と!との間とすれば O<X

<1 となる.これらの設定を一般に t=JO， tf['

XED と表現している ， t=O においては初期条件

が示され，たとえば，

(1.10) u(O, x)= Uo (x) , xED 

のような関係が， また X=O， x=1 というような

境界 òD では，

(1.11) B.u(t, ç)=O, tET， çE θD 

のような境界条件が設定されるものとする.ただ

し B. はすべて零でない確定係数をもち境界 θD

上で定義される作用素である.

ここで(iii) に移ろう. (1. 7)式および(1. 8)式で

表わされるシステムの境界が不確定な外部熱条件

のもとにあるならば， (1. 1 1)式の一例として，

( 1 ・ 12) u(川)+叫凶=B(t， ç) ν(川)
。ν

が境界条件となる. ただしここで B(t， ç) は既知

関数で， ò/ÒlJ は òD の外向き法線方向の微分で，

これは作用素 r の形に関連して定義される.こ

のように境界におけるシステムの状態を考慮しな

ければならないということは分布定数システムの

宿命であるが，これに関連した新しい仕事がわれ

われの手許で発生する.

確率分布定数システムの数学モデ、ルとしては上

述の例の他にまだ数多くの型式がある.双曲型偏

微分方程式で表わされるものもあれば，不確定要

素の存在も既述の (i)-(iii) の混合型，たとえば

システムおよびその境界におけるパラメータがと

もに不確定変動をするとし寸場合もある.このと

きは当然(ii) としての数学モデ、ルに (iii) の境界条

件が設定されることになって，理論的取扱いは相
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当面倒なものになる.

確率分布定数システムとしての取扱いは，最近

ではさらにその領域が拡がってきたようである.

そのひとつは人工地震波による地下資源探査シス

テムで，これはパラメータの値が場所に依存する

ような数学モデルになる.もうひとつは関節筋肉

の運動を考察する場合で，このときは境界状態が

領域 D 外の状態の影響をうけるので，境界に半透

壁を設定した数学モデルがつくられている.さら

にもうひとつの例として境界状態が一定ではなく

時間の経過とともに変化するシステムがある.こ

れはステファン問題とよばれているが，図 2 にお

いてシステムの領域 D を氷，領域外の部分を水と

考えれば，問題の把握は容易であろう.[ 1 J-[3J 

2. 確率システムの特性解析

前章で呈示した種々の数学モデルによる確率シ

ステムの特性解析のための種々の手法に興味をも

つことも有意義であるが，最も重要なことは不確

定要素の存在によってシステム特性がどのような

影響をうけるかを知ることである.

2. 1 確率集中定数システム

前節において，われわれは確率システムに対し

ては， (i) システム特性および(ii)不確定要素の確

率的性格を設定しなければならないことを知っ

た.理解の便宜上， (i) に対応して([. 5)式をスカ

ラ線形微分方程式

(2.1) z(t)=az(t)+z(t)r(t) , z(O)=zo>O 

としてみる.ただし上式で aは定数である. (2. 1) 

式の解は，

(2.2) z(市Zo 叫 {at+~>(s) ゐ}

となるが， r(t) が不確定時間関数であるから，計

算できない.そこで(ii)に対応して r(t) を正規性

白色雑音とすると， (2. 1)式を形式的に，

(2.3) dz(t) =az(t )dt+z(t)dw(t) , z(O) =zo>O 

とし、う伊藤型確率微分方程式に書き改めて解を求

めると次式のようになる.
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(2.4) z(市幼吋(a-f)日(ぺ

ただし w(t) はブラウン (Brown) 運動過程で

(2. 1)式から ω(吋;r(s)ds という関係によっ
て (2.3) 式に導入されたもので， E{dw} =0, 

E{ (dw )2} =112dt(σ: 定数)という性質をもってい

る . w(t) 三O のとき当然 σ2=0 であるから， (2.2) 

式の不確定要素はなくなり ， a<O ならばその確

定システムは安定である.ところが ω(t) キOとい

う白色雑音で駆動される確率システムにおいて

は， w(t)一過程は (tlog t) η という時間尺度で成

長するので， t→∞では a<(σ2/2)ならば z(t)→O

となり，システムは安定である.すなわち(2.3)

式における不確定性は時間経過 t の聞に発散した

拡散量の平均値 σ2t/2 の形になって，システム状

態量の変化に影響をおよぼしている.しかし (2.4)

式のように，確率微分方程式の解が求められる場

合はきわめて稀であるので，たとえば安定性解析

については確率的リアプノフ関数法を導入するな

ど，その問題に応じて適当な方法を考えねばなら

ない.

2.2 確率分布定数システム

すで‘に示した(1.7)式で定められる状態変数

u(t, x)は ， O<t<tj に対して ， xについての連続

関数であるから x=O と x=1 との聞に適当に

0<X1<X2<… <xπ<1 をとって {u(t， xd , u(t, 

Xz) , …, u(t, x，，)} という状態変数の値がわかった

としても，これは近似である.より精度を高めよ

うとすれば n の値を大きくとることであるが，

u(t, x) を正確に知るには n→∞としなければな

らない.つまり分布定数システムは無限次元シス

テムであることが特徴である.このような特徴を

もっ分布定数システムに不確定要素が存在する

と，どういう事態がおきるかを調べてみよう.

まず(1. 7)式において ， r(t, x) 三O とし， (1.8) 

式の作用素 2 を採用して，

(2.5) adpI=czf半手上
01: ox-

1982 年 8 月号

という確定システムに対する復習から始めよう.

(2.5) 式は熱伝導方程式といわれているもので，

偏微分方程式論では十分に研究がゆき届いた形式

のひとつである.すなわち x=O および π で 2 つ

の平面に囲まれた等質な厚さの板を考え，熱はこ

の方向にだけ移動するとすれば， D三 JO， π[ であ

る.初期条件は(1. 10)式で，また境界条件は上述

の仮定から， (1 .11)式の最も簡単な場合である，

(2.6) u(t， O)=u(t， π) =0, (t>O) 

となる.このような初期条件および境界条件をも

って (2.5) 式の解を求める方法はすでによく知ら

れているように， u(t， x)=v(t)z(x) とおいて，

(2.7) 担豆=-L 宅惇=;(
z(x) c2 叫 t)

のような z および t に関する常微分方程式を解

く.ただし (2. 7)式において“'"はそれぞれの変

数について 1 階の徴係数を表わすものである.ま

た定数 A は固有値とよばれるもので，この場合は

(2.8) ;(= -n2 (n= 1, 2,…) 

である.解 u(t， x) は最終的に次式のようになる.

u(M)=Ah(z)(似x) ， UQ(x))exp( 二 n2c2t)

ただし上式で和(x) は固有関数とよばれるもの

で，この場合は仇(x)=sin l'lX で，

(2.9lt (仰)， UQ(x))=~片付)的(x)dx

(2.9)z ~D ifJm (x)的)dx=ðmn
である.ただし 8叫π =l(m=n) ， ðmπ =O(mキn) で

ある.

次に1. 2(i)の場合，すなわちシステムに加法的

雑音が印加される場合を， (2.5) 式の数学モデル

を再び使用した，

(2. 10) 吟並=c2 ò2

争社+r(t， w)
について考察してみる. (2.10)式の解は容易に次

式のように求められる.

(2.11) u(t， x)=創的)(仰)， UQ(x))

叫(-1'l2c2t)+~;仇 (ifJ..， r(t, w)) 

叫{ーが(t-s)}dsJ 

このように，とにかく解の形は求められる.
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ここまでの展望を総括してみる.不確定要素が

加法的雑音であると考えられる場合は，確率集中

定数システムでも，確率分布定数システムでも，

確定システム理論と類似の手法の確立は可能で，

これによって状態および未知パラメータの推定，

確率的最適制御，システムの確率安定，確率的可

観測性および可制御性，観測器の最適配置問題等

に多彩な研究が展開され理論の体系化がかなり進

んでいる.これについてはすでに筆者が別の機会

にしばしば展望を試みたので，たとえば文献[3 J

[4Jを参照願いたい.また分布定数システムの数

学モデルをヒルベルト空間における常微分方程式

として表現し，半群を用いてその解を求めるとい

う方法も開発されている [5J[6J.

ところがし 2( ii) の場合のように，システムパ

ラメータの不確定性を考慮すると，特に確率分布

定数システムに対して事情は一変し，不確定固有

値問題という事態が発生する.

3. 不確定固有値問題

最も簡単な例として ， (2.10)式に類似の

(3.1) 坐年並=c2 (ω)竺些di
or; oxー

という確率偏微分方程式でモデル化される分布定

数システムを取り扱ってみる.これは熱伝導係数

というパラメータが不確定変動をするシステムで

あるが，たとえば c2 (ω)=lj {1 +Ç(曲) }として，

(2. 7)式から z(x)についての常微分方程式をつく

ると，

(3.2) z吋 x) ー À {1 +c(ω)}z(x)=O 

となって，パラメータに確率変数をもっ確率定徴

分方程式が導かれる.したがって(3.2) 式の解

z(x)は確率過程，よって (2. 7)式から当然、えも舷

率変数となる.この問題は不確定固有値問題とよ

ばれ，まだ非常に多くの未解決の問題が山積して

おり，これからの研究分野である.

上述のように(\. 7)式の作用素rが不確定要素

を含む場合には非常にむずかしい問題となるが，

最近10年くらいの聞に，確率分布定数システムの
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数学モデ、ルを，確率集中定数システムのそれと形

式的に同じ形に書くことによって，現在までにか

なり体系化が進んでいる集中定数システム理論を

導入して，種々の問題を解決しようと試みが続け

られている.この試みの理論的背景は関数空間の

概念である.以下に1. 2(iii) のシステム境界に存

在する不確定要素をも考慮に入れて，確率分布定

数システムの関数空間における数学モデルを確立

してみる.この目的のために r(t， x) 三O とし，作

用素 f を(1. 9) 式の形にとり，しかもパラメー

タ al を al X r(t ， 曲)のように白色雑音過程とした，

(3.3) 
。u(t， x)___ ò2u(t, x) 
一面-一円 �2 

+alr(t， ω)組戸i
ox 

とし、う不確定変動熱抵抗をもっ熱伝導システムの

数学モデ、ルから出発する.このシステムの境界に

も不確定要素が存在し，境界条件は，

(3・ 4) azp百五三L+b1 r(t， ω) u(t，~) =F(t, ~)， 
θç . -., 

蹙�. 

のように与えられるものとしよう.一般に z を n

次元ユーグリッド空間で場所を与える変数とし，

D とでの実数値関数をゆ(x) として fnlψ (x) 12dx 

<∞となるものの全体を V(D) と書く. (3.3) 

式で， 簡単のために z を l 次元として，領域 D

を JO， I[ という区間にとれば，上記の L2(D) は

I} [0, 1J である.

さて上述のような関数併を(3.3) 式に乗じて，

D 上で積分を行なうと，次式のようになる.

(3.5) (u(川) +~: <ADU(川>ds

+~:(A.u(s) ， ゆ )dw山ω)

+~;(B.u(s) ， ψ )rdw2(s， w) 

=(的，ゅ) +~: (F(s) ， ゆ )rds

ただし上式の計算は途中で部分積分を実行し，

その結果に初期条件(1. 10) 式および境界条件

(3.4)式を適用している.この操作によって(3.5)

式左辺の第 4 項と右辺の第 2 項が出現し，さらに
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(3.6h (u(川)会~:u(t， x)φ(x)dx
e _ òu θψ 

(3.6h <ADU， ψ>会\ß2Jo .-. � ﾒX 

(3.6la (A州.，u刈叫u仏，1'砂)令S>~:ルト;〉〉G向1;託ご ゆ仰州(何凶Z叫)dx

(3.6)μ4 (B叫)νF ムωbん叫1[い[

(3 仙 (F灼(υt川)汁r 6.ベA叫ヤ[←F(υム川ω， ç引仰州)沖ψ似(ぺ:: ; 
とし、う表現を導入している. (3 .5) 式の微分形を

書くと，次式のようになる.

(3.7h d(u(t) , 1') + <ADU(t) ， ψ >dt 

+(A.u(t) ， ψ )dW1(t) 

+ (B.u(t) ， ψ )rdω2(t) = (F(t) , 1')rdt 

(3.7h (u(O) ， ψ)=(的， ψ)

これは関数空間上の伊藤型確率常微分方程式で

ある. (3. 7)式を基礎にして確率分布定数システ

ムの状態推定，最適制御，安定性等の問題に対す

る研究が多彩に展開されているのが現状である.

4. 結言

本稿では確率システム理論の基礎的な面を概説

した.基礎的な面とは確立システムの数学モデル

の確立と，それの数学的な妥当性に関する検討で

ある.しかし紙数の都合上，後者について言及す

る余裕はほとんどなく，前者すなわち数学モデル

の呈示に主眼をおかざるを得なかった.

数学モデルの呈示から理解できるように，確率

集中定数システムは伊藤型確率微分方程式がその

数学モデ、ルで，確率分布定数システムも関数空間

で同じ形をした確率徴分方程式を数学モデルとし

て穐々の理論を展開する方法が主流となりつつあ

ることが認められる.
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(F引い……ニ弓一一ミに一ニコe e…O侃ωRe
てタラとレノパ

ゴルフをする人は，終ってからあそこで 1m の i

パットを外さなかったら j とか「あそこで、パンカーに!

入れなければJ とかいろいろとかまびすしい.結局言 i

わんとすることはスコアカードの打数よりも実力のほ i

うが上だよということのようだ.ところがそんな人たi

ちにかぎって，自分が得をした打数を忘れてしまって i

いる.誰でも 10m もあるパットが l 発で入ったとか， ; 

パンカーからピγに 50crn ほどに出したとかラウ i

ンドのうち得をした打数が 2 つや 3 つは大ていあるも i

の.平均値的に考えれば，タラとレパで損をした打数i

と得をした打数はほぼ相殺されると見てよかろう

! こ: あ:::スわ一コいと匁MるべU 岬章)i
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