
マトロイド理論の基礎 (10)

大山達雄

6. マトロイドの分割と被覆と詰合せ

6. 1 マトロイドの分割

マトロイド理論を用いると，組合せ問題においてこれ

までに得られているいくつかの結果をより単純な形で証

明することができたり，あるいはさらに一般的な形の新

しい結果を得るのに役立つたりすることがたびたびあ

る.この節および次節で述べるマトロイドの分割，被覆，

詰合せ等の理論は，そのような意味での典型的な例であ

ると言うことができる.

[Edmonds の定理]

マトロイドは，前にも述べているように，ある有限集

合Eの上で定義される概念である.この節では，有限集

合Eがある種の条件を満足するような部分集合によって

分割I (partitioning) できるための必要十分条件を与える

という問題を考えることにする.まず次のような問題を

考えてみよう.

任意の実数係数を有する行列が与えられた時に，その

列ベクトルを要素とする集合をE とする.集合Eをでき

るだけ少ないグループ(たとえば k個)に分割し，かつ各

グループの要素がそれぞれ 1 次独立であるようにできる

ための必要十分条件は何で、あろうか.

あるいはまた任意のグラフが与えられた時，その弧の

集合を E とすると ， E をできるだけ少ないグループ(た

とえば k個)に分割し，かつ各グループ内の弧の集合が

閉路を含まないようにできるための必要十分条件は何で

あろうか.

このような問題に答えるのが， 1965年に J. Edmonds 

[ 1 ]によって与えられた次の定理である.なお次の定理

において， M は有限集合 E 上で定義されたマトロイド

であって階数関数 r(A) ， AçE， を有するとする.

定理 6.1 マトロイド M の要素集合 E が k 個のそれぞ

れが M において独立な部分集合に分割されるための必
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要十分条件は

IAI 三三 k.r(A) ， vA蹙 (6.1) 

が成立することである.

上の定理の証明を与える前に，定理の実際的意味を明

らかにするために例題を掲げよう.ここで 3.4 節に紹介

した横断マトロイドの例を再度思いおこしてみよう.そ

こでは P. Hall によって提起された“結婚問題"とし

て， fm 人の青年男性と n 人の青年女性との知り合いの

関係が与えられている場合， m人の男性が知り合いの女

性と“結婚"できるためには，彼らの知り合い関係はど

のような条件を満たさなければならないであろうか ?J

を考えた.そして上の質問に対する答えとしては，定理

3.2(Hall) に与えられているように，

fm 人の男性が知り合いの女性と結婚できるための必

要十分条件は， m人の男性のうちの任意の k 人 1~訪喜三

隅，の男性が少なくとも k 人の女性と知り合いであるこ

と j であった. この“結婚問題"と上の定理 6.1 との関

連を考えてみよう.

まず 3.4 節の“結婚問題"の例題に対して，男性の集

合を{mh m2, ms, m，}， 女性の集合を{叩hW2，叩s， W"" 却5}

としてグラフの各頂点に対応させ，男性 m， と女性叩j

との知り合い関係をグラフの弧(mt， Wj)で表わすことに

よって 2 部グラフ G=(Vh V2， A)が図 6.1 のように得ら

れる

図 6.1 のようにして構成された 2 部グラフをもとにし

て，マトロイドを以下のように定義しよう.なお以下に

定義される横断マトロイドは 3.4 節の最後に述べたよ

うに，有限集合 E とその部分集合族ダ={8h 82,…, 

8m} が与えられた時にダの添字集合 1={1 ， 2，… ， m} 

上で構成されるものである.したがってこの横断マトロ

イドにおいては， Jçl が独立集合であるということは

部分集合族ダJ={8j ， j EJ} が横断を有することであ

る.

有限集合 E を図 6.1 の 2 部グラフの片側の頂点集合

E= {mh m2, m a, m.} とし，集合 E 上の横断マトロイド
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図 8.1 2 部グラフ G= (Vh V 2, A) 

を考える.集合 w={WhWh Ws，叩.， W，} の部分集合族

を .At' ={MhM2' Ms， M.} とする.ただし M;， l~i~玉

4，は男性 m; と知り合い関係にある女性の集合とする.

したがって図 6.1 の例では M， ={wh w s}, M2={w" 

Ws, W,}, Ms={w2} , M，={W2， 叩'.}となる. この時.At'

の部分集合族のうちで横断を有するものの集合を独立集

合とするような横断マトロイドが定義される.たとえば

Eの部分集合 {mh m2 }, {mh m 2, ms} は，それぞれ部分

集合族 {MhM2}， {MhM2， Ms} が横断{卸h叩ι{Wh

W2'WS} を有するので E 上の横断マトロイドの独立集

合となる.

定理 6.1 において k=1 とすると E が独立集合であ

るための必要十分条件は

IAJ 話 r(A) ， vA蹙 (6.2) 

が成立することである.なお前述のように定義された横

断マトロイドにおいては，階数関数 1'(A)は A の部分族

のうちで横断をもつものの中の最大のもの，つまり A の

部分横断のうちの最大の個数を有するものの要素数であ

ると言うことができる.

一方，定理 3.2 の式 (3.6) を用いると， 集合 Eが独立

集合であるための必要十分条件は， E の任意の部分集合

A に対して A の要素に対応する‘イの部分集合族の和集

合に含まれる相異なる要素数を p(A) で表わした時に

IAI 孟 p(A) ， vAﾇE (6.3) 

が成立することである，なお集合Aが図 6.1 のような 2

部グラフの頂点集合 V， の任意の部分集合である場合に

は， (6.3) の ρ (A)が系 3.3 の式 (3.12) にある|伊(X)I と

同じであることは明らかである.

(6.2) と (6.3) の等価性を示そう. (6.2)が成立すると

すれば， (6.3) が成り立つことは明らかである.したが

って逆方向のみを以下に示そう.

いまある AçE に対して IAI>r(A) となったとす

る.ここで König の定理(たとえば[2 J. [3 J. [4 J 

1982 年 5 月号

など参照)を用いると，部分集合 A に対応する部分横断

のうちの最大の個数，つまり A とそれに隣接する弧およ

び頂点から成る 2 部グラフの最大マッチングの弧の数は

対応する 2 部グラフの頂点被覆 (node cover) のうちの

最小個数に等しい.したがって部分集合 A から得られる

2 部グラフの頂点被覆を A， uA2 ( ここで A， çAçV"

A2çV2 ) とすると König の定理より次式が成立する.

r(A)=JA.J+JAaJ. (6.4) 

A，=A\A， とすると . A， に含まれる頂点と隣接して

いる弧はすべて A2 に接続するので，次の関係が成り立

て).

II"(Atll =p(Atl 孟 JA21.

したがって (6.4). (6.5) から

IA.J = IAI ー JA.J

>r(A)-IA,1 = IA21 

(6.5) 

((6.4) より)

~p(A，). ((6.5) より)

つまり IA .J >p(A ，) となり矛盾が生ずる.以上から

(6.2). (6.3) の条件の等価性が示されたことになる.こ

のようにして定理 3.2 あるいは系 3.3 の形で与えられる

Hall の定理がマトロイドの分割に関する定理 6.1 (Edｭ

monds) の特別な場合 (k=1 に対応)であることがわか

る.

定理 6.1 (Edmonds) のより一般的な形をその証明と

ともに紹介しよう. 有限集合 E 上で h 個のマトロイド

M;, l~i~玉 k， が定義され，それぞれのマトロイド M;=

(E， Jdに対して独立集合族をJ;， 階数関数を η(A) ，

AçE. とすると，次の定理が成り立つ.

定理 6.2 (Edmonds and Fulkerson) 有限集合 Eが

{liEJi. 1 壬 t三k} なる部分集合族に分割されるための

必要十分条件は

IAI 亘去 η (A) ， vAﾇE (6.6) 

が成立することである.

上の定理において h 個のマトロイド M;， l~i豆島，が

すべて同ーである，つまり M;=M， η (A)=r(A) ，

AçE， I:孟 i~玉 k， とすると，定理 6.1 が得られることは

ただちにわかる.

証明必要性は容易に得られる.いま {li， 1 ~i孟k} が

Eの分割であるとすると. 1i E 、f;， 1 孟i重久より E の

任意の部分集合Aに対して次の関係が成立することから

明らかである.

k k k 

IAI =~ IA n1;J =~r;(A n1d 孟Zη(A). (6.7) 

十分性を示そう.十分性は定理にある分割を構成する

アルゴリズム(マトロイド分割アルゴリズム (matroid

partitioning algorithm) と呼ばれる)を示すことによ
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って与えられる.いま {ld1;EJ;， I;;;i;訪}はそれぞ

れ互いに排反する独立集合族であって ， E の要索引主

k 
eEE¥U 1; (6.8) 

を満たすとする.との時要素 c を 1; ， 1 豆t孟k， のいずれ

かにいかにして集合族 {lt} が互いに排反する独立集合

族であると左を維持しつつ加えるかを示すことにする.

このことが示されれば，この操作をくり返すことによっ

て集合Eが定理にあるような独立集合族 {ld に分割さ

れるととになる.

S ç，E なる集合 S に対して e E S とすると ， 11inSI< 

rdS) なる i が存在する.なぜならば，そうでないとす

ると

ISI 注 lb(ItnS)Uie}|

k 

=1+.E 11inSI 

>去 η (S) (6.9) 

となって矛盾が生ずるからである.したがって So=E，

j=1 から始まって j を増加させていくと，ある j に対

して e E S j-l の時に

11i(j) nSj_tIくri(jl(Sj-l) (6.10) 

なる独立集合 1i(jl ， 1 ~玉川 j) ;豆島， が存在する.そこで

めを， 1i(jl n S j-l を含みかつ階数が ηψ(lt( j) nS j-d 

と同じであるような最大の集合，言い換えると Sj_l に

含まれる 1i(ρη Sj_l のマトロイド Mi(j) に関するスパ

ン σ (lt( j) nS j-l) =S j とする.この時(6.10) からもわか

るように

ri(jl(Sj) <ri(jl(Sj-d 

であるから S/;;'.Sj_l となる.このようにして e$ Sh か

っ 0孟jくh に対して eε Sj なる集合 Sh が得られる.

{e} u 1i(h) E Ji(h) であるとすると，要素 e は 1i(h) に

追加されるので終了する.そうでなければ {e}u 1i(h) は

マトロイドMi(がに関して唯一のサーキット C を含む.

また上の Sh の定義から集合 ({e} U 1i<h)) nSh-l はマト

ロイド Mi(h) で独立となる.そこで O<m豆h-1 なる m

で ({e}u 1削)) nSm が Mi< h) で独立集合となるような

最小の整数値 m をとると ， e' EC\Sm であってかつ {e}

U 1i(ω\{叫がマトロイド Mi(h) で独立集合となるよう

な要素 e' が存在する(図 6.2 参照).したがって 1i(h) を

{e} u 1i(h)\ {e'} で置き換えることができる.

そこで今度は要素e'をどうすればよし、かを考えるわけ

である.いま {e}u (1包(h) nSj→)はすべての j， 1 豆 j;亘

m， に対してマトロイド Mi(h) において従属であるから

e' E CcSj→となる.そこで集合の組 (li(jl ， Sj) ， I~玉 j;亘

298 (56) 
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m， を順次考えてみよう.いま集合Sj-l tJ'要素 e と e' を

交換しでも変化しないとする.ここで 1iψキ1i(h) とする

と， (li(ρ ， Sj) には変化がないことになる.また 1iψ=

1i仰とすると ， 1i(j) において e と e' が交換されたとし

ても Sj の定義から {e}u {e'} cCcSj_ 1 であるので， Sj 

には変化はない.したがって (li(jl ， S j) , 1 ~王 j<m， な

る集合の組の列は要素e と e' を交換しても ， (l i(jl , Sj) , 

l 孟 j;豆h， なる集合の組の列と同ーの構成を有している

ことがわかる(ただし m<h). ここで要素 e を eo， e' を

凡さらに h をんとし， {eo} u 1i(hρ に含まれる唯一の

サーキットを Co とすると

eo $ Sho' eo E Sho-l 

el E Co Ç, {eo} u 1i(ho) 

となる.集合 Iω。〉の要素引を eo と交換していくとい

う上述の操作を順次くり返していくと

eo $ Sho' eo εShO-h el $ Shl' el E Shl-h 

一 ， ej $ ShJ' ej E Shrh ・

なおここでん>hl >. …・ >hj>……である. さらに

el E Co Ç, {eo} u 1i(hoh e2 E C1Ç, {etl u 1;(hρ， 

・・ ， ej ε Cj- 1 Ç， {ej_tl u 1i(hj_1h ・

が成立する.したがってこの操作をくり返すとん>ん>

…ーであるから，あるんに対して {edu 1i(hk) がマト

ロイド M叫がにおいて独立とならなければならない.

この時集合 1i(hk) を {ek} U 1i(hがとすることによって要

素 ek の割り当てを決定できる. このようにしてマトロ

イド分割を構成するアルゴリズムによって定理の十分性

が証明される. 図

なお上の定理 6.1 あるいは定理 6.2 の十分性の証明を

与えるマトロイド分割アルゴリズムについては， Edmｭ

onds [ 5] , [6] あるいは Edmonds and Fulkerson 

[ 1], Lawler [ 3] などを参照されたい.

[Edmonds の定理の応用]

定理 6.1 (あるいは 6.2) の応用として，定理からただ

ちに得られる結果を紹介しよう.なおこの結果は Nash­

Williams[ 7 ]がグラフの森への分解原理として与えた

ものであるが，定理 6.1 におけるマトロイドM として閉
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路マトロイドを適用することによって得られる.

系 8.3 (Nash-Williams) グラフ G の弧が， G のどの

閉路も同一色にならないようにしつつ k 色で彩色できる

ための必要十分条件は， G の頂点集合の任意の部分集合

Uに対して， G の弧の集合で両端の頂点がし、ずれも Uに

含まれるものを Eu とした場合に

IEul 壬k( iU l 一 1)

が成立することである.

(6.11) 

グラフ G に対する閉路マトロイド M(G) において，

G の弧の集合の任意の部分集合 A に対する階数 r(A)

は，集合 A から成る G の部分グラフ GA に含まれる頂

点の数から GA の連結成分の個数を差し引いたものとし

て与えられる (3.3節参照).このことを用いると定理6.1

の条件 (6.1) と上の条件 (6.11) とが等価であることがわ

ヵ、る.

定理 6.2 からただちに得られる応用結果を紹介しよ

う.有限集合 E 上で独立集合族‘f を用いて定義された

マトロイドを M=(E， J) とし，互いに排反な独立集

合族{J;， 1 孟i 三五 k} が与えられているとする.マトロイ

ド M の階数関数を r(A) ， AçE， さらに E'=E\ UJi
とすると次の系が得られる.

系 6.4 集合 E が k個の集合から成る独立集合族{l;/li

E J , J i çl;, l;;;;i豆島}に分割できるための必要十分条

件は

v A蹙'  (6.12) 
k 

IAI 孟L: {r(Au J;) -1'(J;) }, 

が成立することである.

上の系の証明は，マトロイド M から J;， 1;訂豆k， を

締約して， Ji 以外の E\E' に含まれるすべての要素を

とり除くことによって得られるマトロイドをそれぞれ

M(， I;玉 i~詰，と定義した上で定理 6.2 を適用すると容易

に得られる.式(6.12) における r(AuJt) -r(Jil がマト

ロイド M;， l;;;;i豆島，の階数関数であることは縮約マト

ロイドの定義からも明らかである.

8.2 マトロイドの被覆と結合せ

J. Edmonds によって得られた，独立集合によるマト

ロイドの分割に関する定理6.2(ある L 、は6.1)は，前節の

応用結果からもわかるように非常に有用な定理である.

そこでこれらの結果を用いて得られる，マトロイドの独

立集合による被覆 (covering) ，あるいは基底， 独立集

合の詰合せ (packing) に関する結果を紹介しよう.

[被覆定理]

マトロイドM=(E， ‘f) とその階数関数 r(A) ， AçE，

および非負整数 nt ， 1 ~五 i~五 k， ただし ni~玉川E) ， が与え

られた時，有限集合 E がそれぞれ大きさ nt ， 1 亘i三k， の

1982 年 5 月号

独立集合族{li ， 1 ~三 i~三 k} で被覆可能であるための必要

十分条件は次の定理のように与えられる.

定理 8.5 -<'トロイド M の要素集合E がそれぞれ大き

さ九回恒久の独立集合族 {1t I1t "J， I;;;;i三k} に

よって被覆できるための必要十分条件は

(6. ¥3) VA蹙 
k 

IAI 三五 L: min{nt, r(A) }, 

が成立することである.

上の定理は，マトロイド M の n における打切りマト

ロイドを Mω とすると，その階数関数 r( r，ρ (A) が

1'(nl(A)=min{n, r(A) }, A蹙  (6.14) 

で与えられること，および前述の定理 6.2 を用いると容

易に証明できる.つまりマトロイド M の ni ， l~i;:;三 k，

における打切りマトロイドを M(旬)， 1:豆 i ~玉 k， とする

と，定理 6.5 は有限集合 E を各マトロイド M川ρ にお

いて独立な集合族 {1;， 1 ~玉 i~訪}に分割できるための必

要十分条件を求めることと等価となる.したがって各打

切りマトロイドの階数関数形(6.14) を定理 6.2 に適用す

ることによって (6.13)が得られる.なおここで nj* ， 1 ~五

j;詰，カ nj ， 1 壬 j:豆 k， の中で nj=ミ j を満たす整数の

個数を表わすとすると，式 (6.13)は次のようにも書くこ

とができる.

(6.15) VAﾇE. 
γ(Al 

IAI 三L: nj*, 

(6.13) と (6.15) の等価性は，次の関係が成立することを

利用して示すことができる.

• r(Al 

min [(k-S)1'(A)+ L: n;]= L: nj*. 
0孟8亘 k j=1 }=1 

[詰合せ定理]

マトロイドの詰合せに関する結果を紹介しよう.有限

集合 E上でマトロイド Mi=(E， 、f;) ， 1 三~i~玉んが与

えられているとする.η (A) ， I;;;;i芸品，をそれぞれマト

ロイド Mt の階数関数とすると，集合Eの中に相互に排

反な基底 lt ， 1;豆 i 三五 k ， が存在するための必要十分条件

は次のように与えられる.

定理 8.6 有限集合 E 上でマトロイド Mi=(E， Jt) , 

1 ~五 i 三 k， が与えられている.この時それぞれのマトロイ

ドMi の互いに排反な基底 1;， 1~玉 i話k， が集合 E ~，こ含

まれるための必要十分条件は

k 
IAI~ L: {η (E) -1'i(A) }, (6.16) VA蹙 

が成立することである.

証明 次のような打切りマトロイド Mo=(E， Jo ) を考

える.ここで Jo はマトロイド Mo の独立集合族であっ

て， E の部分集合のうちで要素数が IEI- L: rt(E) を
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こえないような集会族を表わすとする.

したがって集合E中に玄いに排反な基底

1;, 1 ~五 i~五k， が存在するということは，

言い換えると集会E がん， 1;, l;;;;;i 芸技，

ここで 10E./o， 1i E./i, I~玉 i芸品，から

成る集合族に分割できることと等価であ

ることがわかる. そこで前述の定潔 6.2

を用いると，そのようなマト口イド分議

が可能であるための必要十分条件は

濁 8.3 グラフ G， 密 8.4 グラフ G2

IEI;;;;;mi窓口 EI ーまrt{E} ， iA!?drdA) ， VAEE

で与えられる.したがって上の条件を書き益すと，以下

のようにして (6.16)が得られる，

IAI 三 iEi-L4{E) 十会 ri(A) ， 'fAC;;;E 

IÃI 主主 {ri(E)-r;(A)} ， VAC;;;E. 図

定重量 6.6 を用いると，その特殊形として次の系が得ら

れることは明らかである. ただし?トロイド M の階数

関数を r(A) ， A C;;; E， とする.

莱 8.7 有限集会E上のマト口イドMが k1滋の相l[に

排反な語家主去を有するための必要害十分条件は

IAI 迄;k{r(E) -r(A) }, vAC;;;E (6.17) 

が成立することである.

なおここで上の系は以下のようにも解釈できる. 4.4 

節でマトロイドの合成について述べたが，マトロイドM

を h偲合成したマトロイド M(加を考えると，集合E上

のマト日イド M が h 綴の絡互に排反な墓践をおすると

いうことは合成マトロイド M<加が少なくともあr(E)

なる階数含有することと等価であることがわかる.した

iJ~ってそのことはマトロイド M<k) の階数がわr(E) で

あることと等鏑となるので，定理4.18を用いると

k.r(A l+ IAI 迄 k'r(E) ， V AC;;;E (6.18) 

が成立しなければならない.このようにして (6. 17)が得

られる.

まずこ一方，マトロイド Mが集合E を被複する k 個の

基底を有するということは，合成マトロイド M(kl の階

数が IEI であること ((6.18)における右辺の是ザ(E) が

IEI となることに相当)と等価である.したがってこの

場合にも定主主4.18を用いると，定型車 6樽 l を“被覆"によ

って解釈した次のような定濯が得られる.

定理 6.8 集会E上の?トロイド M が E を被覆する k

個の独立集合を有するための必要害十分条件は

IAI 豆島ザ(A) ， VAC;;;E 

が成立するこ左である.
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(6. J9) 

グラフーとで定義された閉路マト口イドの例を考えてみ

よう.童書 6.3， 6.4のグラフ G1> G2 の孤の集会 E，={a，

b, c, d , e, f} , E2= {a , b, c, e, f} 上で定義された閉路マ

トロイド M(G， )， M(Gg ) を考える.

M(G1 ) , M(G2) のいずれのマト口イドにおいても

k=2 に対して (6.1ヲ)が成立する.つまり E1 およびE2 は
それそ・れマトロイド M(G，)， M(G2 ) における 2{闘の独

立集合に分割でき，それらが E1> E2 の被覆をなしてい
ると言うことができる.たとえばグラフ G，においては

l ,={a, b, d} , 12おお fc， e，f} 

グラフ Gg においては

1，三ヱ {a， c, e} , 12= {b, f} 

などがそのような独立集会である.ところが(6.17) の条

件に関しては， M(G，)においては満たされるが， M(G2l

においては満犬こされない.たとえば M{G2 l に対しては，

築会 A として A=E2出 {a， b， c， e ， f} とすると次の関係

が成り立つ.

5=IAI く2 ・r(E2 l 担 6.

したがってグラフ G，においては，たとえば

11出 {a， b， d} ， 12出 {c， e.fJ

として 2個の相互に排反な基底が存在するのに対して，

グラフ G2 においてはそのような基底は存在しない.

f被覆定理と総合せ定獲の応用3

定理 6.6 ~な用いると，次のようなより一般的な結果が

得られる.

定穫量益事 マトロイド Mの要素集合 E が穏互に排反な

それぞれ大~ð 的の独立集合h l;;;;;í;;;;;k， ただし ni;;;;;

r(E) ， を有するための必要十分条件は

r(El k 

IAI認I: nj*= I: [n,-min{nî, r(A)}], 
.;=rU)，ト1 急=三

VAc;;;E (6.20) 

が成立することである.

篠現 有綴重奏会 E 上に次のようなマトロイドを考える，

各マト口イド Mù 1 芸五 i;;;;;k， はマト口イド Mの ni にお

ける打切りマトロイドとする.この時Mi の階数関数は

η'(A) =min{nt,r(A)} , V AC;;;E (6.21) 
で与えられる.したがって定理にあるように大きさ的の
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に対して r(E'uJtl =r(E) となり， (6.24) から (6.22) が

得られる.この時M， の基底 J/ に対して J，uJどが M

の基底となることは明らかであろう.

[交叉定理]

独立集合 1" 1 孟 i~詰，が存在するということは， 集合

E の中にマトロイド M;， 1 ~i~訪，の基底が存在するこ

とと等価であることがわかる.そこでE上にマトロイド

Mi， 1 豆 i~三k， の各基底が存在するための必要十分条件

は定理 6.6 で与えられるので (6.16) の η (A) に (6.21) の

η'(A) を代入すると

マトロイドの被覆，詰合せと故んで応用範囲の広いマ

トロイドの交叉定理 (intersection theorem , Edmonｭ

ds[ 8 J) を紹介しよう.この定理は，有限集合 E上で 2 つ

のマトロイド M"M.が与えられた時に，両マトロイド

において独立な集合リム， M2 の共通独立集合(common

independent set) という)であって大きさ h の集合が存

在するための必要十分条件を与える.

定理 6.11 集合 E上のマトロイド M"M2 がそれぞれ

階数関数 r.， r2 を有するとする.この時M.， M2 が大き

さ h の共通独立集合を有するための必要十分条件は

VA蹙 

となる.したがって以下のように書くことができるので

(6.20) が得られる.

k 
IAI 主主 L: {r/ (E) -r/ (A) }, 

k k 
IAI<;; L: min{nt. r(E)}-L: min{nt. r(A)} 

rdA)+η (E\A) とん

が成立することである.

証明 まずマトロイド M"M2 が大きさ h の共通独立集

合を有することと合成マトロイドM1VM2*(ただし M.*

は M2 の双対マトロイド)の階数が少なくとも k+r.*

(E)(ただし r.* はマトロイド M2* の階数関数)であるこ

とが等価であることを示そう.

いま M" M. の共通独立集合を I とすると ， E\I は

マトロイド M.ホの基底を含むので，合成マトロイド M1

VM.* の階数は 111 +r.*(E) より小さくはならない.

また一方，合成マトロイド M1VM2* の階数関数を f

として

ァ (E);;;;k+1'.* (E) 

(6.25) VA蹙 

図

定理 6.6 の応用をひとつ紹介しよう.系 6.4の場合と

同様に有限集合E上のマトロイド M=(E，...;r) において

相互に排反な独立集合族 {J， IJi 七.F， 1 ~玉 i~k} が与えら

れているとする.この時定理 6.6 を用いると次の系がた

だちに得られる.

系 6.10 すべての i， 1 壬i~玉久に対してみcんを満た

す相互に排反な Mの基底の集合族 {it， 1 ~玉 i~三k} が存在

するための必要十分条件は， E'=E\ UJi に対して

一Af
 

n
 
n
 
m
 

与
品n

 

k
F
u
h
 

〉
」
-
k 
<;; L: [ni-m�{nt. r(A)} ] 

VA蹙. 
r(E) 

とjJJF

(6.26) 

が成り立っているとする.この時 M2* の基底 B* (合成

マトロイド M1VM2ホにおける独立集合)に対して ， E\

B* の部分集合X のうちでマトロイド M1 で独立であっ

て (X は M. における独立集合である)かつ XIこ含まれ

る要素数が h 以上のものが存在することになる.

以上から Mh M2 の共通独立集合で大きさが k のもの

が存在するということと合成マトロイド M1 VM.* の階

数関数 f に対して (6.26) が成立することとは等価であ

る， (6.26) を (4.36) の関係を用いて書き直すと

化

IAI ミ:L: (r(E) -1'( (E' \ A)uJtl} , 

VA蹙 

(6.27) 

が成立しなければならない.ここで双対マトロイドの階

数関数

1'2事 (A)=IAI ーη(E)+η(E\A)

ηキ (E) = IEI-r2(E) 

を (6.27)に代入すると (6.2ラ)が得られる. 図

定理6.11の例を掲げよう.集合 E= {1， 2 ， 3} 上で 2 つ

の横断マトロイド M"M2 を次のように定義する.

rdA) +r2*(A) + IE\AI 孟 k+r2*(E) ，

が成立することである.

系 6.4 の場合と同様にマトロイド Mi' 1 三三 i~詰，をそ

れぞれM から Ji， 1 豆 i<訪，を締約してみ以外の E\E'

に含まれるすべての要素をとり除くことによって得られ

たマトロイドとする.この時Mi の階数関数 ri(A)は次

式で与えられる.

η(A)=r(AuJïl-r(Jtl ， l~i孟 k. (6.23) 

上の系のような独立集合族が存在することは， E' 中

に各マトロイド Mi の相互に排反な基底 JJ が存在する

ことと等価である.したがって定理 6.6 を適用すること

ができ， (6.23) を (6.16) に代入すると次の関係が得られ

る.

VA蹙' 

(6.22) 

マト

(59) 301 

IAI ミ土 {1'( E'u Jtl-r( (EヘA)u 人)}， vA蹙'. 
(6.24) 

いまある t に対して r(E'uJi ) <r(E) とすると ， M

のどの基底も E'uJi には含まれないことになるので，

系のような基底は存在しない.したがって各人 1 ~玉t三k，
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ロイド Mdま E の線分集合族グ1= {S11, S21}, S11= 

S21={1 ， 2} ， に対して，9'1 の、部分検控訴を独立集合とする

マトロイドとする.まずこ M2 は E の部分集合族.9"2=

{S12, S22}, S12=S22={2， 3} ， に対してダz の部分横断

を独立薬会とする?トロイドとする， との善寺.9"1 とグz

の共通横断が存在しないことから， M1 と M2 ~C対する

大きさ 2 の共通独立集会は存在しないことがわかる.こ

のことは， (6.25)において A=わ}(あるいはり，分}と

ずると

1 =rl (A) +r2(E\A) くk=2

となり， (6 ‘ 25)が満ずこされないことから穣認されるー

定理 6.11 に関連して， r叩ト p イド M"，=ぉ (E， 鮎fa)，

Mò詔 (E， Jò ) が与えられた持に，それらの共通独立集

会のうちで婆素数が畿大のものを求める関聖書j を考えて

みよう‘
定潔 6.11 の証明にあるように合成マトロイド MαV

Mò*(M♂はMò の双対?トロイドであって，M♂口 (E，

J♂)と表わす)の独立集会 J=JauJ，♂(ただし Ja 巴

Ja , J õ* <2 Jõ*) のうちで IJI が緩大となるものを Jo と

する. ここで Jo=JauJò* に対して Jò* な拡張して

包んにおける M♂の基底，つまり ròペJo) 盟内ペJ1 ) とな

るように Jd 二三Jþ*) ，をとる. この時 J=Jo\J1 が Ma，

Aんの共滋独立集会のうちで婆霊長数最大のものとなるこ

とな来そう.

まず J 芭Ja は務ちかである.次に J1 が集会 E にお

ける Mò* の基底でもあることは， そうでないとすると

J1 を肱張して Jt' E Jò* とすることによって IJ"， uJ1 '1

i 次号予告 i 
i 特集数理計画の応用 j 

i 多臼約意慾決定分析と数獲計言論法:地減計感への i 
i 利用 瀬賂笑巴子 i

i 逆臼議長問題一日影線制を2考慮した最適建設可能鎮 i 
i 域の決定 安永遜精 i

j 経営計磁と多日約数獲計額法 橋JlI忠昭 j

i 化学プロセスの緩適化問題 i 
i 磁尾号数年・城子3老夫・擦問複雑 i

i プ口ジェタト計蕗の最適化ジステム ;行致一成 i

i 蛾発電所一一間 i-非線形問題のためのよそデノレ・ピノレディング・ i 
システム 隠領茂・小聖子和良 i

ゴ伝言震における多録的援適化手法の応用 i 
工業材料配合比の多践的最漉決定 i 

ft討 JII総一・聖子村淳ニ・ 1繁郎一哉 i

i 連載If~マト口イド理論の基礎悩 大山途雄 i
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> IJol となり，矛盾が主主ずることから得られる，したが

って r♂(E\J) 出向*(E) となり ， JEJ舎であるから J

は Ma. Mò の共遜独立集会となる，

いま M"" Mþ の共通独立集合のうちで IJ'I>IJ\ な

るものがあるとすると，集会主任J♂はマト口イド

Mb* に関して E\JI の基歴史であってかっEの基底でもあ

るから， IJ'u Jd > IJol となりやはり矛盾が生ずる.以

上から上のようにして求められたJは婆紫数最大の共遜

君主主主集会となる.

これまでの議論から，階数関数 rq.， rl) を有する任意

の 2 つの吋トロイド Ma={E， J a), Mõ=(E， 、fò) に

対して次の関係が成立することがわかみ

max{IJIIJEJa, J<2J �} 
コ=mÌ設{ra{A) やrò(E\A)IA�;E}. (6.28) 

この露告では 2 つのマト世イトーについてのみある大きさ

の共通独立総合が存在するための必婆十分条件を与えた

が 3 つのマトロイドについての同様の条件は得られて

いない.この未解決の問題はグラフにおけるハミルトン

緩路合求める問題を含めて多くの組合司会問題とも務援な

関連含有していること者とつけ加えておこう.

参ラ診文獄

[ 1 ] J. Edmonds a鈴d D.R.Ful註erson: “Tr器nsve­

rsals and Matroid Partitionヘ J. Res. Nat. 

Bur. Stand. , Vo1. 69B, 1965, pp.l<\7匂153

[2] D.J.A. Welsh: Mat1'oid Theory, Academic 
Press, London, 1976 
[3 J E. L. Lawler : C仰~bi抑制'io.10pti都ìzo.tion­

Net却'orks and Matroids, Holt, Rinehart and 
Winston, New Yorl王， 1976 
[ <¥] L. R. Ford and D. R. Fulk母rson : Flows in 

Networks, Princeton University Press, Priト
ceton, 1 ヲ62

[5] J. Edmoncls ゾMinimum Partition of a 

Matroid into Independ記nt Sむhsets九 J. Res. 

Nat. Bur. Standリ Vo1. 69B， 1世65， pp.67ω72 

[6] J. Edmonds :“Matroid Partition" , Lectures 

in Applied M碍thρnatics， VoI. 11 (Mathematics 

01 the Decision Sciences) , 1967, pp.335ω346 

[7] C. St. J.A.Nash叩Williams: “Decomposition

。f Finite Graphs into Forestsぺ J. London 

Math. Soc. , Vol. 3型， No.2, 1964 

[ 8 ] J. Edmonds :“Submodular Functions, Ma時

troids and C母rtain Polyhedraヘ Proc. Int , 

Conf. on C併時binatorics(Calgary) ， GordoI主 and

Breach, New York, 1970, pp.69吟87

オベレーシ羽 γズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.




