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大山達雄

5.2 双対性

任意のマトロイド M に対して， その双対マトロイド

M* が唯一に定義され， M* の独立集合，従属集合，基

底あるいは階数関数がそれぞれ M の対応する集合， 階

数関数等を用いて表現できることを前章の 4.2 節に述べ

た.ここではマトロイドにおける双対性とグラフにおけ

る双対性との関連性，およびマトロイドにおけるひとつ

の重要な特性としてのグラフ的，双対グラフ的という概

念とそれらの関連等について述べることにする.

[幾何的双対グラフと抽象的双対グラフ]

グラフ G が与えられた時に，その双対グラブ (dual

graph) として幾何的双対グラフと抽象的双対グラフの

2 つを以下のように定義する.

まず平面グラフ (plane graph) G に対して，その幾

何的双対(geometric dual) グラフ G本は次の 2 段階の

操作によって得られる.

(i) グラフ G のそれぞれの面 (face) Fi に対して頂点

列*をとり，これらをグラフ G* の頂点の集合とする.

(ii) G のそれぞれの弧に対して，その弧の隣接する 2 つ

の面に対応する頂点 Vi* ， Vj* を連結して得られる弧の

集合をグラフ G本の磁の集合とする.

例として図 5.4 と図 5.5 に平面グラフ G とその幾何

的双対グラフ G* とを示す.

これに対して，任意のグラフ(平面グラフに限らない)

G の抽象的双対(abstract dual) グラフ G* とは G の

弧の集合と G* の狙の集合の闘で 1 対 1 対応、が存在し，

しかも G の閉路を構成する弧の集合が G* のカットセ

ットを構成する弧の集合と 1 対 i に対応するようなグラ

フをいう.

図 5.6 および図 5.7(A) ， (B) にグラフ G とその抽象

的双対グラフ G* の例を掲げる.これらのグラフにおけ

る弧 a， b， c， …… ， h および a*， b* , c* ， … ".， h* はそれぞ

れ 1 対 1 に対応する.
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図 5.4 平面グラフ G

図 5.5 幾何的双対グラフ G*

4 
X 

上の定義から，平面グラフ G の幾何的双対グラフ G*

が抽象的双対グラフであることは容易にわかる.しかし

ながら抽象的双対グラフは幾何的双対グラフよりは一般

的な概念であって，すべての抽象的双対グラフが幾何的

双対グラフと同様にして得られるとは限らない.たとえ

ば図 5.7(B) の抽象的双対グラフ G* は幾何的双対グラ

フと同様にして得られるが， (A) のグラフはそれと同型

図 5.6 グラフ G
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図 5.7 抽象的双対グラフ Gホ

なグラフである.

幾何的双対グラフの有する特徴を掲げよう.

(i) グラフ G が連結な平面グラフであれば G とその

幾何的双対グラフの幾何的双対グラフ G糾とは同型

である.

(ii) グラフ G，と G2 とが同型であっても，それらの幾

何的双対グラフ G，* と G2* とが同型であるとは限ら

ない.

(i) に関しては G の幾何的双対グラフの作成手JI原か

ら，その逆操作が可能であることは明らかである.また

G* のそれぞれの函が G の頂点を必ず 1 個含みかつ 2 個

以上含みえないということは， G の頂点数と Gホの出.の

数とが等しいことから得られる.このようにして G* の

幾何的双対グラフ G料と G は同型となる.

(ii) に関しては，たとえば図 5.8 にあるような 2 つの

同型グラフ G" G2 を考えれば， それらの幾何的双対グ

ラフが同型とならないことは容易に確認できる.

抽象的双対グラフに関しては，次の定理が存在する.

定理5.17 グラフ G2 を G，の抽象的双対グラフとする.

G，においてある弧の集合が閉路であるならば， G2 にお

いてそれに対応する磁の集合はカットセットである.ま

たG2 においてある弧の集合がカットセットであるなら

ば， G1 においてそれに対応する弧の集合は閉路である.

E明 G1 のひとつの閉路に含まれる磁の集合を C とす

る .C に含まれる弧に対応する G. の弧の集合を D* と

すると ， D* はカットセットであるかまたは弧を共有し

ないカットセットの合併集合である.

次に G. の弧の集合 Dホに含まれる弧に対応する G，

の弧の集合を考えると，これらは C に含まれる閉路また

は互いに弧を共有しない閉路の合併集合でなければなら

ない.閉路の部分集合が互いに弧を共有しない閉路の合

併集合となることはないから， D* に対応する弧の集合

は G1 の閉路でなければならず，したがって D* はカッ

トセットでなければならない.
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定理の後半の証明もほぼ同様で

ある. 図

定理5.18 グラブ(おを G，の抽

象的双対グラフとする. G，にお

いてある弧の集合がカットセット

ならば，それに対応する G2 の弧

の集合は G2 の閉路である.また

G2 においてある弧の集合が閉路

ならば，それに対応する G，の弧

の集合は G，のカットセットであ

る.

在明 G，のカットセットに含ま

れる弧の集合を D とする.D に含まれる弧に対応する

G2 の弧の集合を D* とすると D は G，の任意の閉路と

偶数個の狙を共有するから Dホは G. の任意のカット

セットと偶数個の弧を共有する. したがって D* は仏

の閉路であるかまたは弧を共有しない閉路の合併集合で

ある.

次に Dホに対応する G，の弧の集合を考えると，これ

らはD の部分集合であって，カットセットであるかまた

は弧を共有しないカットセットの合併集合である.Dの

部分集合が弧を共有しないカットセットの合併集合とな

ることはないので， Dホは閉路でなければならない.

定理の後半もほぼ同様にして証明できる. 図

上の定理から次の定理が得られることは明らかである.

定理5.19 グラフ G の抽象的双対グラフを G事とする

と， G は G* の抽象的双対グラフである.

2 つのグラフが 2一向型 (2-isomorphic) であるという

概念を定義しよう. 2 つのグラフ G，と G2 とが以下の

操作の一方あるいは両方をくり返し適用することによっ

て同裂となる時， G1 と G2 は 2-同型であるという.

(i)関節点(連結グラフにおいて，ある頂点を切断除去

することによってそのグラフを非連結グラフにできる

時，その頂点を関節点という)を切断することによっ

て，グラフを 2 つ以上の連結成分に分離する.

(ii) グラフが 2 個の頂点を共有する 2 つの互いに素な部

分グラフに分けられる時，部分グラブの一方において

これらの 2 つの頂点に関して部分グラフを反転させ，

G, G2 

図 5.8 同型グラフ G"G2
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図 5.9 2-向型グラフ Gl> G2

図 5.10 2一向型グラフ Gs， G.

G. 

v. 
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手写び岡部分グラフをこれらの 2 頂点のところで結合さ

せる.

たとえば図5.9，図5.10 において，グラフ G，と G2，

および Gs と Gーはそれぞれ 2-同型である.図 5.9 のグ

ラフ G"G2 においては， G， の関節点りで G，を分離し，

また図5. 10のグラフ Gs， G，においては，共通の頂点 v"

n に関してグラフを切断し，その一方の部分グラフを反

転し，再びそれらを共通の頂点 Vr， V2 のところで結合し

ている.

グラフの2-同型伎を用いると，抽象的双対グラフに関

して次の定理が得られる.

定理5.20 2 つのグラフ Gl> G2 に関して G2 が G，の

ひとつの抽象的双対グラフであってかっ G2' が G. に

2一同型であるならば， G.' もまた G，のひとつの抽象的

双対グラフである.

fiE明 2一向型グラフの作成手)1眠から G2 と G2' の弧の

聞には 1 対 1 対応が存在する.さらにはこの手順によっ

て G2 の閉路が新しく加わったり除去されたりはしない

ので， G2 の閉路と G2' の閉路は同一要素から成る.し

たがって G2 の弧の集合と G2' の弧の集合の閑の 1 対 1

対応はすべての閉路を保存するので， Gd の弧の集合が

閉路をなす場合には，それに対応する G，の弧の集合は

カットセットを構成し，その逆もまた真である. 図

平函グラフは幾何的双対グラフを有するから，抽象的

双対グラフをも有する. これに関しては逆も真であっ

て，抽象的双対グラフを有するグラフは平面グラフでな

ければならない.次の定理はこの結果を与え，平面グラ

フのひとつの特性化を与えるものである.証明は煩雑で、

あるので，概略のみを紹介する.

1982 年 4 月号

定理5.21 グラフが平面的であることと，

抽象的双対グラフを有することとは等価で

ある.

上の定理の必要性は明らかである.した

がって証明を要するのは十分性であって，

グラフ G が抽象的双対グラフ G* をもて

ば G が平面的 (planar) であるとしづ部分

である.

グラフが平面グラフであるための必要十

分条件は次に紹介する Kuratowski の定理

(たとえば[ 1 ], [ 2 ], [ 3 ]等参縞)によっ

て与えられた.

定理5.22(Kuratowski) グラフ G が平面

グラフであるための必要十分条件は， Gが

Ks， s あるいは Ks(図5.11参照)に位相同型

な部分グラフを含まないということであ

る.

ここで 2 つのグラフが位相同型 (homeomorphic) で

あるとは，これらの 2 つのグラフのうちの一方が他方の

グラフの弧上に次数 2 の頂点を追加あるいは除去するこ

とによって得られる場合をいう.たとえば図5.12にある

グラフ G，と G2 とは位相同型である.

Kuratowski の定理を用いると， グラフ G が抽象的

双対グラフ G* をもっ場合には G は Ka ， 8 あるいは K5

に位相同裂な部分グラフを含まないことを示すことによ

って定理5.21を証明することができる.

まず Ks， s あるいは Ks が抽象的双対グラブをもたな

いことを示そう.たとえば K5 が抽象的双対グラフをも

たないことは，次のようにして理解されるであろう.

K. が抽象的双対グラフ Ks* をもっとすると K. の

閉路は長さが少なくとも 3 であって，またカットセット

は少なくとも 4 本の弧から成る.したがって K.*は閉路

が少なくとも長さが 4 であって，すべての頂点は少なく

とも次数が 3 であるので，最低 8x3x 1/2=12本の!mを

有する.これは K. が 10本の弧を有することから矛盾で

ある.

KS， 3の場合も抽象的双対グラフが存在しないことは同

様にして示すことができる.

Ka ,s K. 

図 5.11 Ks ， s および K5
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図 5.12 位相同型グラフ G"G2

次に G が抽象的双対グラフをもてば G に位相同型

なグラフ G' も抽象的双対グラフをもつことがわかる.

このことはGの弧の上に次数 2 の頂点を追加あるいは除

去することがグラフ Gホにおいて平行弧を追加あるいは

除去することと等価であることから明らかである.

またグラフ G が抽象的双対グラフをもつならば，Gの

部分グラフも抽象的双対グラフを有することは，次のよ

うにして理解される.グラフ G の 1 本の弧 e を除去す

ることは G* において e に対応する弧併を短絡(ある

いは縮約(contract) ともいう)することに対応する.こ

のプロセスをくり返すことによって， G の任意の部分グ

ラフが抽象的双対グラフを有することがわかる.したが

ってグラフ G が抽象的双対グラフ G* を有する場合に

は， G の部分グラフも抽象的双対グラフを有する.しか

しながら K8 ， 8 および K5 は抽象的双対グラフをもたな

いので， G の部分グラフの抽象的双対グラフもこれらの

グラフ K8， 3 および K5 を含まないことになる. 以上の

議論から定理 5.21 の証明の概略は明らかとなるであろ

う.

[双対グラブと双対マトロイド]

グラフにおける双対性とマトロイドにおける双対性と

の関連について述べよう. 以下に掲げる定理および系

は，グラフGの抽象的双対グラフあるいは幾何的双対グ

ラフ上の閉路マトロイドとグラフG上の閉路マトロイド

の双対マトロイドとの関連を示すものである.

定理5.23 グラフG の抽象的双対グラフ G* に対して，

G本上の閉路マトロイド M(G*) は G 上の閉路マトロイ

ド M(G)の双対マトロイド M*(G) と同型である.つま

り次の関係が成り立つ.

M(G車)=M*(G). (5.10) 

証明 抽象的双対グラフの定義から，グラフ G* のカッ

トセットとグラフGの閉路は 1 対 1 に対応する.したが

ってマトロイド M(G) のサーキットはマトロイド M

(G*) の双対サーキットに対応するので，定理 4.3 の

(4.18) の関係を用いると ， M(G本)と M本 (G) の聞の向

型性が得られる. 図

上の定理と幾何的双対グラフの定義から，次の系がた

だちに得られる.

系5.24 グラフGを連結な平面グラフとし， G の幾何的
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双対グラフを G本とする.G権上の閉路マトロイド M

(G*)は G 上の閉路マトロイド M(G)の双対マトロイド

と同型である.

前にも述べたように，平面グラフはし、くつかの異なる

(互いに 2一同型な)双対グラフを有する.一方，マトロイ

ドは唯一の双対マトロイドしかもちえない. このこと

は，定理5.23および系5.24から，グラブの双対グラフが

異なっていてもそれらの上の閉路マトロイドはすべて同

型であることによって説明されることになる.任意の 2

つのグラフ G"G2が互いに 2-同型であるということと，

それらに対応する閉路マトロイド M(Gtl ， M(G2 ) が同

型であるということは等価であることをつけ加えておこ

う.

[グラフ的マトロイドと双対グラフ的マトロイド]

マトロイド M がグラフ G 上で定義される閉路マト

ロイド M(G) と同型となる時， つまりそのようなグラ

フ G が存在する時， M をグラフ的 (graphic) マトロイ

ドと呼ぶことは 3.3節に述べた.また一方， Mの双対マ

トロイド M* がグラフ的である時 M を双対グラフ的

(cographic) マトロイドと呼ぶ.

それではあるマトロイド M がグラフ的であるとした

ら ， M は同時に双対グラブ的であろうか? 答えはNO

である.なぜならば，図5.11に示したようなグラフ KS， 8

あるいは K， を考えれば容易にわかるであろう.前述の

ように， たとえばグラフ Ks，s 上の閉路マトロイド M

(KS ， 8) に対しては， Ka， a が抽象的双対グラフをもたない

こと(幾何的双対グラフをもたないことはもちろんであ

る)から，双対マトロイド M*(K8 . 8 ) はグラブ的ではな

い.グラフ K5 に対しても同様に， 双対マトロイド M*

(K5 ) はグラフ的ではない.

逆にまたマトロイド M が双対グラフ的であってかっ

グラフ的ではないような例としては， M(K8 ， 8) あるいは

M(K，) の双対マトロイド M*(K8， 8) あるいは M*(K，)

を考えればよいことになる，したがって次の定理が成り

立つ.なおこの定理は，マトロイドのマイナーを用いて

後に再度述べられる.

定理5.25 "7トロイド M がグラフ的であって同時に双

対グラブ的であるための必要十分条件は， Mがある平面

グラフ G の閉路マトロイド M(G) と同型であることで

ある.

なお上の定理に関連して， マトロイド M がグラフ的

かつ双対グラフ的である場合には， M を平面的(planar)

であると呼ぶ.またグラフ的でも双対グラフ的でもない

マトロイドの例としては， 一様マトロイド U2 ， 4' Fano 

マトロイド M(Fano) およびその双対マトロイド M*

(Fano)などがある.

オベレーショシズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



マトロイドがグラフ的であるということについて，も

う少し考えてみよう.たとえばどのような条件が満たさ

れればマトロイド M はグラフ的であろうか? 任意の

マトロイド M がグラフ的であるための必要条件につい

ては，すで、にわれわれはいくつかのことを知っている.

まずマトロイド M がグラフ的であるとすると ， M と同

型の閉路マトロイド M(G)が存在し，それに対応するグ

ラフ G が存在する.したがって M は GF(2) 上で表現

可能なマトロイド，つまり 2 値マトロイドであることは

明らかであろう. 図 5.13 正則マトロイドの構成

あるいはまた前述のように， マトロイド M がグラフ

的であれば， M* (K.,s) , M* (K5 ) あるいは M(Fano) ， を含まないことである.

M*(Fano}のようなマトロイドに向型なマイナーを含ま 上の定理を定理5.13を用いて言いかえると 2 値マト

ないこともわかる. ロイドが平商グラフの閉路マトロイドであるための必要

マトロイド M がグラフ的であるための必要十分条件 十分条件が与えられる.

は， 1958年に Tutte [" ]によって次の定理のように与 系5.31 2 値マトロイド M が平面グラフの閉路マトロ

えられた. イドとなるための必要十分条件は， M が M(K8， 8}' M 

定理5.26 マトロイド M がグラフ的であるための必要 (K5 ) ， 且4' (Fano} およびそれらの双対マトロイド M*

十分条件は， M が 2 値マトロイドであって同時に M* (K8,.), M*(K5}' M*(Fano} をマイナーとして含まな

(K. ,8)' M*(K5}' M(Fano} および M*(Fano} に同型 いことである.

なマイナーを含まないことである. ここで述べた事柄を 5.1 節の図 5.3 にあるように模式

上の定理は，前述の定理5.13にある正則マトロイドの 的に整理すると， 図 5.3 の正則マトロイドの内部が図

特性を用いると，次のようにも書くことができる. ラ.13のようになる.

系5.27 正則マトロイド M がグラフ的であるための必 5.3 付向可能性

要十分条件は， M が M*(Ks， s) ， M*(K5} に同型なマイ fサーキット行列と双対サーキット行列]

ナーを含まないことである 2 値マトロイド M が n 個の要素から成る集合E上で

また定理 5.26 においてマトロイド M を M* とする 定義されているとする，そこで n 次元ベクトル空間 V

と，マトロイドが双対グラフ的であるための必要十分条 において ， M のサーキットの接続ベクトル (incidence

件を与える次の定理が得られる vector) によって張られる V の部分空間をサーキット空

定理5.28 マトロイド M が双対グラフ的であるための 間 (circuit space) ，また M の双対サーキットの接続ベ

必要十分条件は， M が 2 値マトロイドであって同時に タトルによって張られる V の部分空聞を双対サーキッ

M(K8 ,.}, M(K5), M(Fano} および M*(Fano} に同型 ト空間 (cocircuit space) と呼ぶことにする.この時基

なマイナーを含まないことである. 本サーキットのベクトルはすべて線形独立であって，ま

この場合にも上と同様に定理5.13を用いると，次のよ た 2 値マトロイド M の任意のサーキット C は基本サー

うに書くことができる. キットのベクトノレの線形結合の形で表わすことができ

系5.29 正則マトロイド M が双対グラフ的であるため る.したがって次の定理が成立する.

の必要十分条件は， M が M(K.， s} ， M(K5 ) に同型なマ 定理5.32 2 値マトロイド M のザーキット空間の次元

イナーを含まないことである. は n-p(M) (=p(M*) ， ただし p 川4')は M の階数)で

以上の議論から，マトロイド M がグラフ的であって あって，また M の任意の基底から得られる基本サーキ

かつ双対グラフ的であるための必要十分条件，つまりマ ットの集合の接続ベクトルはそのサーキット空間の基底

トロイド M がある平面グラフの閉路マトロイドである をなす.

ための必要十分条件は次の定理で、与えられる. 上の定理においてマトロイドMを双対マトロイド M*

定理5.30 マトロイド M がグラフ的であってかつ双対 と置きかえると，定理5.32の双対表現が次のように得ら

グラフ的であるための必要十分条件は， Mが正則マトロ れる.

イドであって同時に M(K...) ， M(K5} およびそれらの 系5.33 2 値マトロイド M の双対サーキット空間の次

双対マトロイド M*(K.，.)， M*(K5 ) に同型なマイナ一 元は ρ川!)(=n-p(M*))であって ， M の任意の双対基
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図 5.14 グラフ K~

底の基本双対サーキットの集合の接続ベグトルは双対サ

ーキット空間の基底をなす.

図5.14にあるようなグラフ K， を例としてとりあげて

みよう.

グラフ K， の弧の集合E={a， b， c， d， e， f} を対象とし

て定義された閉路マトロイド M(K，)が GF(2)上で表現

可能なマトロイド，つまり 2 値マトロイドであることは

前に述べたことからも明らかである.そこでマトロイド

M(K，) のサーキットと E の要素との接続行列を C日il)

とし， c山il) をサーキット行列 (circuit matrix) と呼ぶ

ことにする.また M(K.)の双対サーキットと E の要素

との接続行列を Cキ仰のとし， C*日il) を双対サーキット

行列 (cocircuit matrix) と呼ぶことにする.図5.14のグ

ラフ K. 上の閉路マトロイド M(K.) に対する C仰のお

よび c*日1)は図5.15および図5.16のように書くことが

できる.

なおここで一般にマトロイド M の双対サーキットが

M の双対マトロイド M* のサーキットであることから，

次の関係が成立することは明らかである.

C*(M)=C(M勺. (5.11) 

α d f 
一一一一一一一一一

C. 。 。 。

C2 。 。 。

C, 。 。 。

C(M) = C. 。 。 。

C, 。 。

C. 。 。

C, 。 。

一一一一一一一一ー

図 5.15 -lj-ーキット行列 C日il)

α d e f 

C: I 1 0 0 0 

C: I 1 0 0 0 

C,* '1 0 0 0 

C*(M) = C: I 0 0 0 

C: 0 0 

C: I 1 0 0 

q I 1 0 0 

図 5.18 双対サーキット行列 Cホ (M)

ーキット行列U Ca*(M) において ， Ca(M) の任意の行ベ

クトルと Ca*(M)の任意の行ベクトルとの内積は 0 とな

る.このように 2 値マトロイドのサーキット行列と双対

サーキット行列の任意の行ベクトルの内積が常に O にな

るように行列の非零要素に負の符号をつけることができ

る場合に，このような操作を方向づけ(orientation) と

図5.14のグラフ K‘の弧に対して，たとえば図 5.17に 呼び，その 2 値マトロイドは付向可能(orientable)であ

あるような方向づけを行なうとする. るという.

この時グラフ K， の任意の閉路，つまりマトロイドM 上に述べた符号化操作は，任意のグラフ的マトロイド

(K，) のサーキットにおいて，閉路を構成する要素に対 に対して適用可能であることが以下のようにしてわか

して時計方向の要素の係数を +1，逆方向の要素の係数 る.連結グラフ G の閉路を C，グラフ G を 2 つの連結

を -1 とするようなサーキット行列を作る.また双対開 成分 U および V に分離する双対閉路を Cホとする.こ

路，つまりカットセットに対しては，一定方向の要素の こで整数の集合 Z 上でグラフ G の弧の集合 E を対象

係数を +1 ， それらと異なる方向を有する要素の係数を として鎖fおよびfホを次のように設定する.

-1 とするような双対サーキット行列を作る.

上のような操作を行なうと，図 5.17 の有向グラフ K.

に対する閉路マトロイドのサー

キット行列 Ca(M) および双対

サーキット行列 Ca*(M) は図

5.18および図5.19のように書く

ことヵ:できる.

[マトロイドの付向可能性]

図5.18，図5.19にあるサーキ

ット行列 Ca(M) および双対サ

234 (56) 

図 5.17 有向グラフ K~

α d f 

C
1 
I 1 0 0ーゴーで
C2 I 0 ー o 0 -1 I 

c, 1 0 0 -1 -1 -1 0 
CJ (M) = C, I 1 -1 -1 0 0 0 

C5 

c・6

-1 0 0 

o -1 -1 0 -1 -1 

C, 1 1 0 -1 -1 0 L」
図 5.18 サーキット行列 Ca(M)
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α C d f 

。 。 --1 

C! 。 。 。 一 1州、

C,* � 0 1 -1 1 。 。

Cr (M) ロ C，* 告 。 。 1 -1 1 

C~ む 1 -1 G 1 -1 ｧ 

cr -1 -1 
C.* 。

す

図 5.19 双対サーキット行列 C♂(M)

e 珪 C，弧 e は C において時計方向

CEC， 弧 C f土 C において反持計方向

その他の場合 (5.12) 

CEC*， 弧 e は U から V への向き

eEC大弧 e は V から U への向き

その悠の場合 (5.13) 

とこの善寺 CnC療が偶数億の菰から成り，それらが
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L: f(e)f*(c) =0 
eeOnO* 

を満足ナることから次の関係が得られる.

L: f(c)f*(c)=o. 
eeE 

(5.14) 

したがってグラフ釣マトロイドの付向可能性が示され

るので，次のま経理が成立する.

定理事.34 グラブ的マトロイドは投降j可能である，

いまマト P イド M 7/"付向可能であるとすると，その

双対マトロイド M* もまた付向可能であることは定義

から切らかである.逆もまたましいじとは明らかである

ので M と M* の付向可能性は毒事鏑であることがわかる.

また一方，集合 E 上で定義されたマト口イド Mが付

向可能であるとすると M の方向づけは Tr;;;， E なる Eの

部分集会 T への M の|技定マト開イド M・T の方向づ

けとなる.したがって M.T iJ'付必Uil[総となるので，上

vc:.述べた双対マト担イドの付向可能伎と定遊4.11の潟係

(4‘ 20) を用いると ， M の任意のマイナーが付向可能と

なる.

21礎マトロイドの中でもグラフ約マト口イドが付l勾1íf

絡であることは主主理5.301';こ述べたとおりであるが，それ

ではすべての 2 鐙マトロイドが付向可能であろうか?

害事えは NOである.たとえば Fano マトロイド1I1(Fano)

がそのような例である.つまり 2 儀叩ト口イドの中で付

前j可能でない最小のマトロイドは M(Fano) および M本

(Fano)である.

[付!勾可能性と五潟性3

集会 Ej二のマトロイド.\1が付向可能であるとする

と ， Mi主 M(Fano)および M*(Fano} を寸イナーとし

て含まないことは上に述べたとおりである.したがって

ゆ82 年 4 月号

マトロイド 1111土付i匂可能であれば亙別であるというこ

とができる.

また遂に，マト口イド M は返別であるとしよう. こ

の時 M は， '鱒路弘 10 にあるように整数の集会jュの鎖鮮

N を用いて M=M(N) と議くことができる.したがっ

て任意の M のサーキット C に対して IIfll=Cなる原始

鎖fが存在する‘ M のサーやット行列において燦始室長

の係数の正負にしたがって会 1 な与えることによってM

の方向づけが得られる.双対サーキットに対する方向づ

けも問機にして得られる.つまり鎖、群 N r;;;，'if? (E， F) ( た

だし F は体とする)に対して，双線形写像戸 :'if? x 'if?→F

戸{え創出る f(山(e) (5.15) 

tこ関する夜交議員著撃を Nーとすると ， M=M(N) の'fJ..対

マトロイド M* は M*口M(Nつで表わされる.このこ

とは定理 5.9 の解説で述べたことからも理解される.こ

のよう?こしてマト口イド M のサーキット行列および双

対サーキット行列の方向づけが得られる.したがって叩

トロイド M がlE別であれば， Mは付I匂可能である.以

上の議論から次の定濯が得られる.

定理5.35 '"'fト回イドが正則であることと付向可能であ

ることとは等価である.

なおマト P イドの者向可総数に関しては，より務総な

議論さらにはその線形計超法におけるシンプレタス法へ

の応用等についてR. G‘ Bland による [5]， [6 エ

[7]などを参照されたい.
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