
最適制御理論の動向 (4)

坂本実

9. 生物個停群の最適捕機関陣

これをでに述べてきた最遼斜線i環論のいろいろの方法

の応潟例として，自然資源，特に，生物{魚)の最適制

御問題への応用について述べるととにしよう.この問題

に関しては，コーリン・クラ{グのすぐれた教科書 [4J

があることはすでに述べた.まずこ，同著者の解説ともい

えるもの [13J もある.ここでは，この解説の 1 つの目

的であるソビエトにおける研究紹介たも考慮して，文献

[14J, [l 5Jにもとづき，ソビエトにおける研究僚につい

て述べること tこする，

9.1 i援体重孝の成長モデル

ある…まさの環境条件のもとで増殺しているある種の生

物について，その個体数の時間にともなう変化を記述す

る方程式(個体群の成長モデル)としてよく知られたも

のに，いわゆるマルサス (Malthu針。〉法則 (1780)があ

る.それは，次のとおりである.

N出N(t) を時刻 t における個体数(個体水準ともい

う.実際は， 1麗体数筏度)とするときf

dlぜ/dt=αN (1) 

定数 <<>0 は成長率 (growth rate，正確には，単位時

間あたりの成長率)と呼ばれる.時刻 t=O のときの僧

体数を No とするとき，方程式 (1)の解は次で与えられ

る.このことは簡単な計算で求まる，

N(t) =Noe.t (2) 

個体数 N(t)は. a>O のとき指数関数的に増殖し， a<O 

のとき，指数関数的に減衰する{詩書 1 ). 

指数約機殖は，空間的にもその他の必要資源も十分に

豊富であって，成長の防げがないままに続〈潔線的環境

でだけおこりうることであろう.このような潔援はいつ

までも続くものではなしヘ健体数が機加するにしたがっ

て，環境条件は成長率セ減少させるように働くはずであ

さかもと みのる専修大学
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ま

題 1 t録数民数的増殖，減衰

る.こうして，方程式(1)の係 ai主，定数ではなく，鑓

体数Nの減小関数であろう.そのような関数の最も単純

なものは次塁塁数斑(N)=a-rNである.こうして安

次の方程式会得る.

dN/dt=N(a…rN ) (3) 

この方緩式は， ロジスティッ夕方程式(logistic

equation) と呼ばれるもので， 1838年にヴz ルハル^ト

(Verhulst, P. F.)によって見つけられたものである‘

この方程式 (3) の，初期条件N(o)=Noを満足する解

t主

_l¥J.lltt 

N(t) ワ手前長に百 (4) 

として求められる.この曲線はロジスチ ':1 グ路線とも呼

ばれる.

ロジスチック曲線のグラフについては，式 (4) 合グラ

フに描くことによらずとも，その方税またから，その概略

を知ることができる，そのためには，方程式のお辺のグ

ラフ{放物線，図 2) からもわかるように，変化察dNj

dt の符考書r調べる.

i く 0， 日/r< ; N(t)は減小ずる，
dN 1 吋 一口{=O， N=a/r ; N(t)は緩鐙をとる，dt -" 

\>0, O<Nくa/r; N(t) は増加する.

平衡点 (dN/dt=O となる N の億で， そのまま維

持される僚体数)は， N=O, N=εlr の 2 つであち，演

者は，その近傍から出発する解はそこから遠ざかる意味
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図 2 ロジスティッ夕方程式での変化率

で，不安定 (unstable) であるといい，後者は，その点、

の左右いずれの側の近くの点から出発する解もその点に

近づく意味で，安定 (stable) であるという(図 2 の矢

線参照).自然のままであれば，個体数は，安定点に対応

する K=a/r を維持する.この量Kを理境容量(carrying

capacity) とし、う.

解曲線，個体数の変化曲線の特性を方程式から直接知

るためには， 2 階導関数を計算し，その符号によって凹，

凸を知ることが役立つ.

d仰tz=7t仰/dt) =ゑ{N(a-r)N}
=N(a-2rN) (a-rN ), 

(>0 , O<N <a/2r, 
d2N¥ 
~ii-j <0, a/2rくN<日/r，

\>0, a/rくN.

このような，定性的な調べから，あるいは厳衝な式 (4)

から N(t) のグラフは，図 3 のように得られる.

9.2 最適捕獲問題，マルサス・モデルの場合

上に述べた最も基本的モデルで記述される個体群の最

適捕獲の問題の考察から始めることにする.最初に，方

程式(1)にしたがって変化する個体群から，そのときの

個体数の k 倍 (0妥k豆 1) を捕獲し，与えられた時間 T後

には個体群の水準が nNo (ただし ， n>I ， No は時刻 0 に

おける個体群水準)となり，しかも，この間の平均捕獲

量が最大になるように， k=k(t) ， O壬 t ::;;，. T を求める問題

を解こう.この問題は次のように記述される [14].

問題A 目的関数 J(k( ・ )， N( ・))=子(t)N(りの/T
→最大

制約条件 (i) dN/dt=N-kN , 

(ii) N(O) =No, N(T) =nNo, 
ここに，川主与えられ正整数.

(iii) 初期時刻=0，終端時刻=T

...固定，

(iv) 0話 k(t) 孟1.

1982 年 4 月号
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図 3 ロジスティッ夕方程式の解曲線

この問題は，特別の最適制御理論の方法によらず，初

等的に解くことができる.捕獲を行なわないとき ， k(t) 

三O のとき，個体数が nN。になるのに要する時聞は

To=ln n/a 

(ただし， ln x は， X の自然対数関数)であるから，問

題は T>To のときにのみ意味をもっ.

方程式(i)の初期条件(ii)のもとでの解は次となる.

N(t)=No叫{四t- ~:k(悦 (5)

ここで，関数 h(t) =N(t)/N，。を導入する. (5) 式か

ら

h(t)=叫{at- ~:k(材}，1z (O)=I ， h(T)=n 何)

となる.目的関数に (5) を代入し，部分積分を行なった

後，関数 h(t) を用いて表わす.

J=~~k(州位向一~:k(材)の/1
=-No~~c.孟 [exp(-~:k(柑Jdt/7
=叫仰) -h(O) -a~~ h(t)dtJ/T 

これに， (6) を代入し ， k(t) の代りに h(t) を制御と考

えることによって，次の等価な問題を得る.

J=叫[α~~h(t) ー (11ー 1) ]を h(れ最大にせよ

ただし

h(t) 主主 0 ， h(t) 豆 c.t

この問題の最大値を与える関数は t=T で(一般に)

不連続であって，

(e,t ; 0三五 t く T，
h(t) =~一
(n ; t=1" 

であり，対応として k(t)=d[et-In h(f)J/dt( (6) から)

(0, O~玉 t<T，
k(t) =1 : 

(sTー ln n,t=T 
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となり，このときの目的関数の値(最大平均捕獲量)は dN 

J=No(caT-n)/T. dt 

得られた最適制御は，個体群水準が No から ， nNo に

なる過渡過程中捕獲を行なわず，過程の終端時時刻Tに

“指定水準を超過した量を捕獲する"ことであることを

意味している.つまり，これは“太らせた後に獲る"の

が，途中で少しずつ獲るよりも有利であるということで

ある.

一定水準での捕獲から，別の一定水準での捕獲への移

行を最適にするここで考察した型の問題は，たとえば家

畜集団，人工養殖魚の捕獲や微生物の培養などで意味を

もつものである.

9.3 最適捕獲問題・ロジスティ .Y ク・モデルの場合

ロジスティッ夕方程式 (3) で記述される個体群に関す

る，上と類似の捕獲問題を考えることにする.それにさ

きだち，若干の一般的考察を行なっておこう.生産性が

最大になる， つまり， (3) で与えられる個体数の変化率

dN/みが最大になる個体群水準を求めよう.方程式(3)

の右辺をNで微分し，それをゼロとおいて(あるいは，

図 2 から)，最大生産性を与える個体群水準 Noは，次の

ように環境許容量の半分となる.

NO=a/2r. 

定常状態においての長期間の捕獲を考えるならば，この

個体群水準で捕獲を行なうべきであろう.ところが，前

の問題でのように，有限時間での捕獲量を最大にすると

きには問題は別である.さて，この水準を維持するよう

な単位時間当りの捕獲量はこの水準での単位時間当りの

増分，つまり方程式 (3) の右辺のN=Noの値で，それは

CO=a2/4r である(図 2 ).単位時間当りの捕獲量 C が

Co より小さいとき，個体数の変化は次で記述される.

dN/dt=N(r一日N)-C，

O<C <Co=a2/4r, 
このとき，個体群の成長過程は 2 つの平衡点N1*， N2*

をもち(図 4) ， N1*は不安定， N2*は安定である.捕獲

率 C が Co 以上であれば， dN/dt<O となり，この個体

群はやがて絶滅することになる.こうして ， CO=a2/々

は，生存が可能な最大の捕獲量であって，最大持続生産

(maximum sustainable yield，略して MSY) と呼ば

れている.また，このことは， パラメータ (N， C， a/r)

一空間で“折目形の力タスト口フ (catastrophes) "があ

らわれるとも言える.

ロジスティック成長モデルで、の最適捕獲問題を離散化

した形で設定し，それを解くことにしよう.離散化は微

分方程式 (3) を差分方程式に直すことによっても行なえ

る.このとき，いくつもの差分方程式が考えられ，その

224 (46) 
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図 4 捕獲量と個体数変化率

あるものには，カオス (chaos) と呼ばれる現象が生じる

ことが知られている(たとえば[16J参照}.

ここでは，微分方程式の解 (4) を離散化することにす

る(後にみるように，対応する微分方程式は (3) とは別

のものになる}.こうして， 以下の問題を考える.考え

ている時間区間 [0， TJ 内の，時刻ん=ih における個体

数Ni=N(ん)のうち量 kiNi ， O孟 ki~五 l を捕獲する.ここ

で， i=O, 1 ， … ， mーしただし ， h=T/m， m はある正整数

とする.時刻 ti に残された個体数 (l-kdN， は，次の捕

獲時刻 t'+1= (i+ I)h には， 次式で決定される Ni+1 に

増殖するものとする.

a(1 ーん) Nicah

N'+I= α+r(l-kdN， (cah工T)=f(Nùkd (7) 

これは，方程式 (3) の，初期条件N(td =(1 ーん}Nù
満足する解 N(t) のt= (i+ l} h における値である( (4)参

η'-1 

照).この聞の総捕獲量は L; k.Ni である.

こうして，次の問題を得る ([15J，若干の誤りを訂正

する).

問題B 目的関数 J(丸刈}=吉1hA→最大

制約条件付 Ni+ 1 =叫 (l-k.)Nif[a+r

(l-ki) (À -I}J ， À三 C<<h> 1, 
(ii) i=O のとき ， Ni=No, 

(iii) 初期時刻， to=O , tm=mh=T 

・・・固定，

(iv) O~玉ん豆 I ， Nよ 0， i=I ， 2， ・ 1
m-1. 

この問題は多段決定過程とも呼ばれる離散過程の最適

制御問題の典型的なー問題である.そのような問題を解

くための方法には，離散型最大値原理等があるが，最も

広く用いられているのはダイナミッグ・プログラミング

(動的計画法とも呼ばれ， DP と略される)である.連

続過程についてのその考え方と方法はすで寸こ 8.2 (第 3

回)で述べた.ここで，問題を一般的な形で(これまで

とあわせ，最小化問題として)記述し，そのダイミック

・プログラミングによる解法をまとめておこう.
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9.4 ある型の離散最適制御問題のDPによる解法

間短IV 目的関数

制御条件

J(u( ・ )， x( ・))=~ fO(x(t) , 
v(t) ， t)→最小 t吋O

(i) x(t+ 1) ::f(x(t) , v(t) , t) , 

(ii) x(to) =xo, x(ttl …自由，

(iii) t o, tl…固定，

(iv) u(t) ε V(t) ，t=toん十 1 ，… ，tl. 

ここに， x(t) は n 次元ベクトノレ， u(t) は T 次元ベクト

ル， f(x， u， t) は n 次元ベクトノレ関数， fO(x， u， t) はスカ

ラー(実数値)関数である.

過程(í)に対し ， x をさまざまに選んで定まる次の過程

の族を考える(時刻 T に z で始まるす以後の過程)

x{-r+ 1) =f(x(1:) , v( 1:)， τ ) ， x(t) =X ,1:=t, t+l , 

...， tl-1 ， to~玉 t~三九一 1

次に，ベルマンの関数 B(x， t) を次で定義する

B(x, t)= min ~ f<' (x(1:), u(1:), v) (8) 
u[t.f! -1) 戸t
xlt)=x 

ここ Iこ . v[t, tlー lJ は， v(t) ， u(t+I) ， … ， u(んー 1) の

略記号である . B(x， t) は，時刻 t に z で始まるとの仮

定の下での，それより後半の過程での目的関数の最小値

である.このとき，次が成立する.

B(x, t)= min くmin> [JO(x(t) , u(t) , t) 
uCtl 邑 CV t) t. 句 1

+‘~ f O(x( 't'), u(1:),'t' )J (9) 

右辺のくmin) は， u(t+I) ， u(t十 2) ， "'， u (tl-I) に関

し，条件 x(t+l) =f(x， u(t) ， t) のもので計算する最小

値を意味する. (9) は， (8) における和を 1:=t の項と

T孟 t十 i の項の部分和に分け，それに対応して ， t におけ

る u と， 1:逗 t十 l における u とに分けたものである. (9) 

の[ ]の第 i 項は u(t) だけに依存することから，

B(x , t) = min [/0 (x , u(t) , t) + 
u(+)ε V( t> tl-1 

くmin) ‘~ f O(x(1:), u( 't'), 1:)J 

くmin) は前と同じ意味である. [ ]の第 2 項は，定義

により ， B(f(x ， u，1:)， t+l) であることから ， B(x， t) に

関する次のいわゆるベルマンの方程式を得る.

B(x , t) =min [/O(x , u , t) +B(f(x , u , t) , t十 1)] 
UEU(t) (10) 

この方程式に対する境界条件は， (8) で τ=九一 l とお

いて

B(x， tlー 1)= min f叫ん叫んー 1) (11) 
ueVCtl-l) 

である. (11) から始めて方程式 (4) を逐次解いて，列

B(x, t1-1) , B(x, t l -2) , …, B(x, t o) 

と，対応する最小値を与える最適制御(条件付)の列

出(x， tl-I) ， u(x, t l -2) , …, u(x, to) 

とを得る.

値 B (to， xo) は， この問題の目的関数の最小(最適)

1982 年 4 月号

値である . uo (to)=u(xo， to ) は，最適制御 UO(t) の時刻 to

での値である.他の時刻での最適制御は，上の列を用い

た式

UO(t) =u(XO(t) , t) , to=to+ 1,… , t{ ー (12)

で定まる.ここに， XO(t) は(i)の最適トラジェクトリで

ある. (i) は繰り返し式であるから， (12) と (i) (同じく，

(1 0) とを用いて，最適制御と最適トラジェクトリとを決

定することができる.

問題を最小化の問題として記述したが，最大化の問題

も，上の解法での最小化をすべて最大化にかえて，まっ

たく同僚にして解くことができることは明らかであろ

う.

9.5 最適捕獲問題(ロジスティ '1 ク)のDPによる解

ロジスティックモデルでの 9.3 の問題Bを，上に述べ

たDPによる解法を用いて解こう.両者での変数関数の

対応は次のようになる.

x-N, u-k, t-i , fO(x , u , t)-ktNi , f(x , u , t) 

-f(Ni, kt ), (ん =m). 最後の時刻 tm_I=(mー 1) hでの捕

獲の最適化の結果は自明な

Bm_1(N)=max kN=N, km-tiN)=1 (13) 
。孟h孟 1

で与えられる.つまり，全部を捕獲することである.

(1 0) に対応して ， t ìこ mー2 をいれて，次を得る.

Bm_2(N)=max [kN+Bm_tif(N,k))J 
。孟k亘 1

=max {N-x+g(x)} 
0亘 x孟N

ただし，計算の便宜上次のようにおいた.

判l-k)N， 仰)三両足zuz (14) 

このとき ， f(N， k)=g((I-k)N)=g(x). 若干の変形

後に次を得る.

Bm_2(N)=N+ 叫 -minI x+-:::-,L V~ 1 
r(Àー 1) 0亘お孟~L~' a+KxJ 

ここに， K=r(Àー 1) ， L=a2À/r(Àー 1). この min を

計算して

a Ji-I 
N+7・瓦詞 N>訂刀両'

Bm-2(N) 寸 km- 2 (N)=1判子工副)
aﾀN 

=g(N); N ;i, 与ご
日+rN(Àー I)-Õ\~'" .'='r(J-Y+l)' 

km-2(N) =0 (15) 

このことは，個体群水準がほぼMSY(NO=a/2r， Jﾀ 

~I) より大きいときにのみに捕獲を行なうことになる.

Bm_2(N)=max {kN+Bm_2(f(N,k))} 
O~五 k'五 1

(店、II一 l
IN-x+g(x)+一一 -1" -~ -, 15 ¥ ~} -. r J-Y + 1 ' 

。臼Ji g(z)>zo(z>zF)(16) 

lN-x+g(g(x)); g(x) 豆 xO(x~玉ど)
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た?とし ， xo=a/r(';;' +1) ， x'=ar(占、IT+J), xo>x'. 

右辺の分岐は， (1 5) の分岐に対応している( (1 5) のNは，

N昨2， (1 6) の Nは Nm-a, N m-2=g(N m-a) であること

に注意) g(g(x))を具体的に z の式で表現し，前と同様

にして，次を得る.

2a JT-l 
N十一一一 ;N> ー
r JT+l' "/r(え +1)'

km-3 (N) =1 一一一一竺ーrN( JT+1)' 
JT-l 

Bm-3 (N) =~g(N) + 示 JTチ訂-:;-;千万<

N勺寸平1)' km_3(N) =0, (17) 

g(g(N)) =a).2N /[a十 rN ().2ー 1 )], 

N<a/r(). 、IT+ 1) ; km_a(N) =0 

どの時刻jにおいても，個体君半数がある程度大きく

Ntミ町!r(JT+ J)， i=O, I, …, m (18) 

であれば，対応する最適制御(最適捕獲率)は

ki (N)=I-a/rN ( 、/王+1) ， i=O, I,"', m. (19) 

このときの， 目的関数の最大値，最大捕獲量は

JTー l
Bo(No)=No十 (mー 1)ー (20)

r JT+l 

であることが証明される( i に関する逆向きの数学的帰

納法を用いる).

え=cah， h=T/m， m-l=(T-h)/h であることを思い

出して (8) 式にこれらを代入して

T-h a f-l 
Bo(No)=No+~T:: ~-~-'- (21) 

山 cT+1

を得る . hミ O であるから，捕獲間隔 h についてのこの

最大値は， a， r， No に無関係に， h→0 のとき，つまり連

続的捕獲によって最大の捕獲量が得られることになる.

このときの最大捕獲量は， (21)式より ， c宇一 l/h→a/2(h
→0) に注意して

~2 

lim Bo(No ) ニNo十竺 7' (n) h •'... -U¥.... U/ _. U I 4r 

となる.また，最適捕獲率は(19) (J J. =CahI2 ) で h→0

として

川)=1一命 (23) 

を得る.なお，条件(18)は，同織にして，次となる.

Nミ~a/2r. (24) 

次に，ある時刻 i(t=ih) に，不等式(1 8) にが成立して

いれば，すべての時刻 j>i (それ以後のすべての時刻)

に最適制御 (19)を用いていれば，それらの時刻に対し不

等式(1 8)が成立することを示そう.

(1 9) より， (1ーん)Ni=a/r( JT+I)であり， (7) (ま

たは (i) )と(1 4) とから ， Ni+1 =g(百!r( JT+ J))=目、r).

!r( イT+ I)を得る. 、/瓦 >1 であることから ， N朴，>

226 (48) 

日/r(JT +1)，すなわち ， i をi+ l とした(18)が成立す

る.さらに， くりかえして，上のことがr{正明される.

こうして， (18)が成立し得ないのははじめの，いくつ

かの時刻，たとえば i=O， 1, "'， k だけであって，その

後の i=k+l ， … ， mー 1 では(1 8) が成立することにな

る.このとき，最適捕獲率は次のようになる.

(0; i=I , 2,… , k, (25) 
kto(N)=~ 

(l-a/rN( J瓦 +l) ， i=k+l ， … ， m-I ，

ただし， Nk~五 a/r( JT + 1) <Nlc+l のとき.

ここでも，前のマルサスのモデルの場合と同様“太ら

せた後に獲る"政策が最適であることになる.

さて，ここで，上で行なった離散過程に対応する連続

過程を考えることにしよう.時刻o ti=ihにおける捕獲量

を q(ti) =kiNi とすると，捕獲直後の個体数 N+(ttlは捕

獲が時刻んに瞬間に行なわれるとして ， N+(ttl =N(ttl 

-qdt) となる.次の時刻， ti+l=(i+I)h=ti+h には，

h は十分小さいとして，この間 (3) にしたがう成長によ

り ， N (t i+ ,}=N+(tt}+N+(ttl [a-rN+ (tt)] となる.

N+(ti ) の上の式をこれに代入して

N (t t+ ,) =N(ttl ー q(ttJ +[N(ん)ーqi(t}]

{a-r[N(tt) 一仇 (t)} 

を得る . m::?l で， N(ti+l) -N(ti} が十分小さければ，

この方程式の解は，微分方程式

dN/dt=-q+ (N-q) [a-r(N-q)J (26) 

の解とほとんど一致することになる.

捕獲時点を時刻 ti+'の直前に行なうとして ， N(t削)=

N(ti)+N(ttl [a-rN(ttlJ N(ttl になったとき ， q(ti) 

だけ捕獲すれば，次が成立する.

N(ti+tl =N(tt) +N(ti) [a-rN(ti)J-q(t;l. 

これに対応する連続過程の微分方程式は

dN/dt=N(a-rN)-q(t). (27) 

ところで，方程式(26) のもとでは，対応する離散過程

で・前に考察した最適化問題で、の目的関数 ZんNàこ対し，

次を考えるべきである

J(q( ・ )， N( ・)) =~: q(t)dt+N(T) 

突は，こ二の問題はすでに， この解説の第 2 固に，ポン

トリャーギンの最大値原理を用いて解いた(問題ß，問

題 ß'). 上で得た離散化の結果を， h→O として連続化し

たものと，はじめから連続問題として解いたさきの結果

との比較をされることを読者にすすめる.

ところで，方程式 (27)に対する同様の問題では目的関

数を~~q(械にするべきである 実は，この問題の解は
q(t) が可能を最大値にとることであり，現実的な意義を

与えない.現実的意味のある問題を設定するには，さらに

なんらかの制約を課すべきである.そのいくつかは[15J
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に行なわれている.また，両問題 ((26)および(27)にも

とづく)の比較もそこになされている.そこでは， ロジ

スティック成長モデル (3) に対する捕獲モデル(捕獲を

考慮した成長モデル)は (26) と考えるのが，実用的にも

結果の意義からもより好ましいとしている.ここでもそ

の立場をとることにする.

乱 B 複数種の個体重草の最適捕獲問題

n 種の個体群があり，それぞれの個体数を Ni で表わ

す.成長過程が次の微分方程式系で記述されるものとす

る (V. A. Kostitzin. 1937). 

川の=N， (õ→川ん同2. ...• n (28) 

時刻 S における第 s 種の捕獲量(制御)を qi(t) とし

て，上の考察から

制川= (N,-qtl {õi一主戸川-qj)}-q;(t)

を得る.目的関数として総利益を用いるために，次の関

数を導入する.

Z， {t)=~:q，{柿+N;(t).
dZt/dt=q,(t)+dNt/dt. (29) 

第 i 穫の l 個体の価格をC，とする.このとき. [0. T] 

聞の総利益は土 CiZ;(T)である.問題を最小値問題と
して記述するAZに，関数仰)=ーさ(仏(t) を導入す
る . dG/みの式を. (汐)の後半， 42に(犯)を用いて
得ることができる.ここで，記述を簡単にするために，

ui=Ni-qi (q， =Ni-utl を導入し，これを制御とみな

す.自然な条件 0;玉 qi~Ni は， O~玉 U，;五N， にかわる.こ

うして，次の最適制御問題を得る(前回の問題B'の型).

問題C 目的関数 J(U( ・ ).N( ・ ))=G(T)→最小

制約条件 (i) fG/dt= 
n n 

l 子ut(et-EftiUI)
dNt/dt= 

n 
U;(�-L; riiu,.) +Ut-Ni 
J=l --

(ii) G(O) =0. N(O) =No• 

(iii) 初期時刻=0. 終端時刻=T.

)iv) 0語的話N" i=I.2. ….n. 

最大値原理を用いて解こう. 6.1 の定理 1 の 2 を用いる.

ステップ 1 H(IF.G.N.u)=L; {[(-CiW1+Wi+1) 

U;(ô，一五附j)]+ (u，-N川J

Hの Ui に関する最大条件による Ui の決定は後に行なう

(問題と関数Hの特殊性によって， リステップ 3 と同時

に行なえる).

ステップ 2 dWt/dt=-�/�=O. dWi+t/dt= 

-�/� t=W'+1 (定理 I の 2. 2)). W1 (T)=I. 型r'í+l

(T)=O , i=I.2. … ， n(同定理 5) )から W.(t) =1. W1(t) 

1982 年 4 月号

=W.(O)et• Wl+ .(t) 三0， i=l ，….n. このとき関数Hは
n n 

H= 一三 udes-E1MI)

となり ， ðH/ðu， を計算して
n 
L; (Cmj+Cjrtj)Uj-Ctεt 

を得る.

ステップ 3 (ステップ 1 で残したことでもある)最適

な的の決定を行なう . ðH/ðut=O の解，つまりこの線

形方程式の解を Uj= l;; とする

会jczrtj+CjM)ゐ =C;ô;， 同 2， "', n. (30) 

関数 Hの O~玉 U;壬N; における最大値は O~玉1;，孟NJ
のとき . u，=I;; で ; I;t<O のとき，的=0 で ; I;t>N; の

とき ， Ut=O で達せられる.これで qt=Ni一向(単位

時間当りの)捕獲量 qO(t) が次のように求まる.

(0 ; Nt<l;i 

q川t)=iN;(t) -I;i ; Nt孟 1;，孟 O (31) 

¥Nt(t) ; Uj本 <0

ここに. Uj* は方程式(3D) の解である.

この結果を，前の (28)で n=2 とする特殊な場合であ

るロトカ・ポルテラ方程式(Lotka-Volterra equation, 

V. Volterra が 1931に発表)と呼ばれる捕食者一被食者

(predator-prey) モデルに応用しよう.それは. 2 種の

うち一方の種が他方の種のえじき一被食者になる場合の

モデルである.

Nh N2 をそれぞれ，被食者，捕食者の個体数とする

とき ， ê r, ,s2, r山仰をパラメータとして，その方程式は

jdNt/dt=N1 ( εl-rI2N2) 

IdN2/dt=N2( -�.+r2lNtl (32) 

の形である.詳細な解析は，ここでは行なわない.この

方程式の (Nh N2 ) 一平面における解曲線のグラフは，

中心 (εl/rl2. ε2/r2l) の閉曲線を描く周期運動であり，そ

の周期は近似的に 2π/J長忌であることが導かれる(た

とえば[17J 参照).この方程式は，方程式 (28)で n=2 あ

って，パラメータが次の関係を満たす特別な場合である.

rU=r22=O. r12>O. r2l <0.Õl>0， ε2<0 

ここではさらに r12=-r21 とし. r21 を -rl2 で表わし，

匂を -02 とおくことにする.このとき方程式(30) の解は

←一瓦2t可，1;，=示Ibi) (33) 

である.

C1 >C.， つまり，被食者が高価であるとすると.1;，<

0. 1;.>0 となり，最適捕獲量 q10， q20 は (31) によりそれぞ

れ次のようになる.

q,o=N, ; q20= ~~: N 2< 1;2, 
(N，ーら N2注 1;2 ・ (34) 

これを，方程式(32) (仮定により . r21 =rl2とした)に
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代入して，個体数の変化規則を与える方程式系を得る.

dN. ( ー ε.N.， N.くら (35) 
dNt/dt=-Nh -.;三=i

at ーεゐ+ç.-N.， Nよら.

C，くC. であれば， ç,>O, çく0 となり

(0 ; N ,<ç, 
q，O=~ , q.o=N., 

lN，一色 ;N，ミ ç，
(36) 

dN, íeλ ; N , <ç, dN 
, ~~;~=-N. (37) 

dt -le,ç, +ç,-N,; Nよç，

を得る.被食者と捕食者の価格の大小によってわけて得

た上の結果の具体的意味は明らかであろう.解釈を試み

られたい.

9.1 クロトフの方法の適用例

最後に，この解説( 8 ，第 3 回)で述べたグロトフの

方法の応用例として， 1人工養殖をともなう漁業の最適

制御J ([18J , そこには， パイカル湖に関する具体的数

値例もある)のー問題について述べる.

考えている魚の個体数をNとし，そのうちえNが産卵

期にあるとする . À.Nのうち， wÀ.Nを養殖場で， (l-w) 

À.N を自然条件で産卵させることにする.ここに， O~五世

話 1 は制御とする.このとき，叩'À.N個の個体は捕獲され

るものとする.自然条件での単位時間(年間)当りの増

加個体数は， Pn=aÀ.N (I 一回)exp(三E旦1であることが

知られている (a， ß はのパラメータ). 養殖場での単位

時間当りの成育個体数は， Pα =rÀ.Nw (r は係数).死亡

率は，現存個体数Nに比例し ， dNである.単位時間の

捕獲量を q とする . q(t) 孟 O で， これも制御である. 捕

獲される個体数 λN切， q の単価をそれぞれ ρ， g とする.

こうして，次の最適制御問題に帰着する.

問題D 目的関数 J(u( ・ )， w( ・ )， N( ・))

=-~~{抑制 +g川(t)叩 (t) }dt→最小

制約条件 (i) dNjdt=Pn+Pa-dN 

一えNw-u，

(ii) N(tol =No, 
(iii) 初期時刻=0，終端時刻=T，

(iv) 0三五叩 (t) 三五 1 ， u(t);;;O. 

(Pη， Pα は上に定義してある ).8. 1(第 3 回)の (8) ， (9) 

によって関数 8， s を作りそこの定理2 を用いて解こう.

8(N， u， 叩， t) =KN{aÀ.N (I 一切)exp( -゚ N) +rÀN叩

-dN -ﾀ.Nw-u} +Kt一 (pu+以Nw)

=-[g-KN(aexp( -゚ N) + 1 -rJﾀ.Nw  
+KN[aﾀ.Nexp( -゚ N) -dNJー (P

+KN)U+Kt (38) 

ここに， KN， Kt はクロトフの関数K(N， t) の偏導関数

である.定理の要求は，関数 8(N， u， 叩， t) が N， u， w に

関し，最小(関数 8(N， t，)が N(t，) に関して，最小)に

228 (50) 

なることであった.ここで， 8 が制御 u に依存しないよ

う K(N， t) を選ぼう(このように， クロトフ関数を制御

に無関係に選ぶ方法を“ 2 重最大化法"と呼んでクロト

フは一般化している). KN=ρ ;K=pN. 関数 S の却の

係数を-M(N) とおこう.

M(N) =[g-p(aexp( - N゚)+ l-r) J (39) 

M(N)>O がすべてのNについて成立するとき， 8 の

却に関する最小値は w=1 で達せられ，定理 2 により個

体群の生産は人工的に行なうべきことになる.このとき

8f土

8= ー {[g+ (1 -r)pJﾀ.-pd}N=-mN 

となる.

m=[g+ (l-r)PJÀ-ρd 

(40) 

M(N(T))>O , m>O のとき 8 の N に関する最小

値には (40) ， (i)から， ltIJ御 u(t) =0 が対応する.関数

8(Nh T)=ρN(T) (8.1 ， (9)) は N(T)=O で最小とな

る.このことから，この条件のもとでは，最適政策は，

(0 , t) の間人工的再生産によって，個体数を「蓄積J し

ておき t=T にすべてを捕獲することであると結論で

きる.もっと実現的な制約 u(t) 這 uo， N (t) ミN， がある

場合にも，上の解の定性的特性は同じである.この結果

は， u(t) =uo に対応する N(t) が，領域 MυV)>O に始

まり，そこに t=T まで留まる川，f (N(t))>O， O孟t:;;;'T)

の場合にも成立する.

M(N) ， mの符号で定まる他のケースについては消略.

10. おわりに

4 固にわたって，最適制御理論の方法と適用例につい

て述べてきた.理論の動向と題しながら最近のものと

いうよりも，基本的な事項の解説になった.読者の方々

のお役に，少しでも立てたら幸である.
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