
最適制御理論の動向 (3)

坂本実

7. 最適性の十分条件.補助定理 J(x).L( ェ) J(x) , L(x) 

最大値原理に記されているような最適性

の必要条件を満足することだけでは，その

許容制御が実際に最適であるとは限らない.

その条件は，一般に，十分条件でもあると

は限らないからである.

最適性の十分条件を与える有力な方法に 。
は，ベルマン (R. Bellman) による，よく

知られたダイナミック・プログラミング

(dynamic programming , [!!J) がある.

特徴あるものに，ベルマンのこの方法，ポントリャギン

の最大値原理をも導き出せる，十分条件の形で、記述され

るタロトブの理論がある(たとえば，[ 3 ]ー第 1 回 1 月号

参照).今回は， この理論を中心に， 述べることにしよ

う.

極値の問題の一般的設定での記述を，目的関数を，汎

関数とよんで次のように書くことにしよう.

基杢堕璽 目的関数 J(x)→最小

制約条件 X E C; X E Rn 

補助定理 1 基本問題の制約条件の集合Cを含む集合

Dがあり，そこで，次の性質をもっ汎関数 L(x) が定義

されているとする(図 !-a).

L(x) 三J(x) ， すべての XEC

(その特別な場合， L(x) =J(x) ， 図 !-b).

L(x)は D 上で最小値 1 をもっ.すなわち

l=min L(x). 
xeD 

このとき

J(xo) =l, XoεC 
となる Xo E C が存在すれば

J(xo) =min J(x) =1, x。 εC
zεC 

である.つまり， r Xo は基本問題の最適解である J
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図 1 目的関数の変更
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柾明 (2) , (I)から， すべての XEC について ， l~五

L(x) 豆J(x) ， この両端を比較し， (3) からその簡に等式

を成立させる点 Xo E C が存在することから， (4) を得る.

この補助定理は，そこに述べた条件を満足する汎関数

L(x) が存在することが， Xo が基本問題の最適解である

ための十分条件であることを主張するものである.この

定理にもとづき，次の解法を考えることができる.つま

り， もとの極値の問題の制約条件をゆるくし (D コ C) ，

あるいはまったく条件なしに，もとの制約条件のもとで

はもとの目的関数の値よりも大きな値をとらない目的関

数((I )参照)をもっ新たな問題の解 (xoED を求め)，そ

れが，もとの制約条件をも満足すること (xoεC) を確か

める.

最適解の十分条件を与えるこの補助定理に対比できる

形に，必要条件を与える(補助)定理を記述しておこう.

rxo E C が望本堕堕の最適解であれば，集合 C に含ま

れるある集合 B(BcC， これは，制約条件をもとより厳

しくすることによって得られる)に対し

J(xo) =min J(x) 
xeB 

でなければならない」

最適性の必要条件を与える多くの定理は， J(x)の定義

域Cに対し ， xo の近傍を B としてとり，線形近似を用い

て証明されるものである.また，前回に述べた最適制御

問題では， B に相当するものとして，針状変分を用いた

(2) 

(3) 

(4) 
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ことを思い出そう(第 1 回， 5，図 1 参照).

上の 2 つの補助定理を比較して，いずれも，もとの問

題に対する，それぞれ，いわば I拡大原理J ， r縮小原理J

によって得られるもう 1 つの問題を解いているとも言え

よう.

補助定理の応用として，非線形計画法の問題(それを

再記しておこう.第 1 回参照)の適用を試み，数値例を

解くことにしよう.

堕堕1二三 目的関数 fO(x)→最小

制約条件 ft(x)=O， i=I ， 2 ， …， ρ， 

gl(x) 孟 0， j=I , 2, …, q 

xERn 

集合Cは， 1IilJ約条件の方程式，不等式系を満足するす

べての x=(x1， ….xπ)ε Rn の集合であることを思い出

そう.補助定理に述べられている集合D として.Cを含

む開集合，たとえば n 次元空間全体 X=Rπ とする.

ここで， D 上で定義された実数値関数，ん(x) ， i=I.... ，

p， 的 (x) ，j=l. … ， q を用いて，汎関数(関数) L(x)を次

のように定義する.
p q 

L(x)=fO(x)-~ん(x)ft(x)-~ μj(x)gj(x). (5) 

さらに，この関数のD上の最小値 t が存在するとする.

定理次の条件を満足する関数

えt(x) ， i=I ， 2 ， …， ρ;μ1(x) ， j=I ， 2 ， ・ .， q， と点ェ。 εC

とが存在するとする . L(x) は (5) で定義する.

μj(x) 話 0， j=I ， 2. … ， p; すべての xED (6) 

fO(xo)=I=minL(x). XoEC (7) 
XeD 

このとき ， Xo は問題 1-3 の最適解である.

証明補助定理の J(x)は，ここでは， JO(x) である.

補助定理の条件 (1) を L(x) が満足することは， L(x) の

定義式 (5) ，問題 1-3 の制約条件，定理の条件 (6) とか

ら明らかである.補助定理の条件 (3) (と (2) )は， この定

理の式(7)と同じである.以上から，補助定理により，

この定理の正しいことが証明される.

iJL(xo)/iJxk=O, k=I , 2, …, n 

である(左辺は，関数 L(x)の変数がによる偏導関数の

点 x=xo での値. 今後，同様の記法を用いる ). L(x) 

の定義式 (5) から，次を得る.
p 

iJfO(xo)/iJxk-~iJん (xo)/iJxkft(xo) 

q p 

-~iJμj(XO)/iJxkgJ(xo) -~Àt(xo) iJft(xo)/iJxk 
J=l t=l 

q 

-~μj (xo)iJgl (xo) /iJxk=O. 
j==1 

XOEC. 問題 I の制約条件を満たし ， Jt(xo)=Oだから，

上式の第 2 項はゼロである.

第 3 項を調べる . gj(xo) =0 または， gl(xo) <0 であ

る.前者が成立する j についての部分和はゼロである.

後者のような 1 については，定理の条件 (6) から μj(xo )

~O であるが，同じく式(7)から， μj(xo ) =0 でなければ

ならない.したがって ， gj(xo) <0 のとき， μj(xo) =0 

である.つまり，的 (x) 壬 O は x=xo で最大値をとる.

したがって ， iJμj(xo)/iJxk=O(gj(xo) <0) であり，第 3

項の対応する部分和もゼロとなり，結局第 3 項も第 2 項

同様ゼロとなる.ここで，数をん(xo)=九 i=I ， 2， … ， p;

μj(xo )=μj ， j=I ， 2 ， 一 ， q のように表わして， 次の定理

を得る.

定理 Xo が問題 1-3 の最適解であるための必要条

件は次を満足する ， p+q 個の数，li.μ}>i=I ， 2 ， … ， p， j=

1 ， 2，… ， q が存在することである.
p q 

iJfO(xo)/iJxk-~ÀiiJ.fi (Xo)/iJxk_~μjiJgJ(xo)/iJxk=O， 
i=l 1=1 

μj;豆 0， j=I , 2, …, q, 
p q 

~，ldî(XO)+~μjgJ(xo) =0. 
i=l 1=1 

最後の式は，定理 1 の条件 (7)， fO(xo)=L(xo) を，

L(x) の定義式 (5) に代入して得られる. この定理は，よ

く知られたラグランジュの乗数法であって，第 1 回に述

べたテント法によっても，当然，証明できる.

数値例をあげておこう.

問題 A 目的関数 fO(xt， X2) = (X1 )8+ (X2 )2→最小

制約条件ど(xt， X2) = 一 (x1 +1) 孟 0;

この定理では， L(x) の開集合 D 上での，いわば補助 (xらが)ε R2.

問題としての(制約条件付)最小化問題が解けていること

を仮定しているので，具体問題を解くのに直接的に適用 解 D を (x1 ， X2 )一平面 R2 にとる.μ.(x1 ， X2) = ー

することはできない.そこで，この補助問題の，解の最 (x1 )2+5x1/4-3/4= ー {{xl-5/8)2+23/64}<0. L(x1, 

適性の必要条件を用いることにする.それは，微積分で が)=(X1 )8+(X2)2+戸(が，が)(x1+1) =(X2)2+(x+l)2 

よく知られたものである(第 1 回フェルマの定理を参照 /4ー1. 関数 L は， (X1, X2 )一平面で，点 xo=( ー'1 ， 0)

つまり Xo が開集合 D(=X) 上での関数 L(x) の最小 において，大域最小値一 iをとる.この点は，ー (x1 +1)

値を与えるための必要条件は =一(ー 1 十 1)=0孟O を満足する (xo ε C). 求める最適解
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は X01= ー l ， x02 =0 目的関数の債はー I(=l). なお，数

μ，=ー 1-5/4-3/4=-3.

8. 最適制御問題における十分条件. クロトフ

の方法

8. 1 定理の導出

前回は，目的関数が F(叫ん))である， いわゆる終端

制御問題における，最適解(過程，制御)の最大値原理の

形式の必要条件の，テント法による証明を行なった.こ

の問題から，問題の構成要素目的関数，境界条件を変更

して得られる問題群について，対応する最大値原理の変

形を行なった.結局，次の形の目的関数をもっ問題に到

達した(ただし，定理の形式での， これに対応する最適

値原理は記述しないで，具体例の解析を行なうにとどめ

た.第 2 回，問題B参照).

問題血

目的関数J(to， xo， u( ・ )， x( ・ ))zj:;fo(Z(t) ， u仰)
+F(何x(υt九ω1ρ)υ)→最小

制約条件 (i) i:(t) =f(x(t) , u(t) , t) , 

x(t) ε G(t) c Rn, 

(ii) x(to) =xo E G(O) , X(t ,) =x, E G(t,), 

(iii) to ， t" …固定，

(iv) u(t) ε V(t) ， u(t) ; 区分的に連続.

この問題の制約条件を満足する対，過程， (u(t) , x(t)) 

の集合を C とし，制約条件 (i) を除くすべての条件を満

足する過程(u(t) ， x(t) }の集合(さらに，が(t) ， i=l , 2, 

…， n は t=to， t=んで，第 1:種の不連続性をもつことも

許す)を D で表わそう.明らかに， D コ C である.

次に，すべての t， to ;;;;， t;玉 th X ε G(t) ， to謡 t~玉 t" に対

して定義された， t , X に関する有界で，連続な偏導関数

をもっ関数 K(x， t)を導入し，これと， 問題 Eに含ま

れる関数とを用いて，次の関数を作る.

S(x， u， t)=Kx(x， t) ・ f(x， u， t)+Kt(x， t)+

fO(x , u , t) , (8) 

s(x, t ,) =F(x)-K(x, t ,), (9) 

S血凶作)= min S(x ,u , t) ; 
xeG<t> ,ueV( t)

Smln= min s(x, t ,), (10) 
.reG<tt' 

Ko mln= min K(x ,to). (II) 
xeG(t) 

ここで， Kx(x , t)=(òK(x, t)/òx' , …, òK(x, t)/�") 

であって， (8) の右辺第 1 項は，問題皿の制約条件(i) 

の微分方程式の右辺(n 次元ベクトル関数)との内積であ

る.また， (1 0) , (1 1) の左辺は，最大値が存在する場合

に限ったが下限 (inf)にかえることもできる.これには

160 (36) 

後に， 8.4 で触れる.これらを準備とし，て次の定理を

得る.

定理E 過程(x(t) ， u(t)) EC が存在するとする.こ

れが問題 Eの最適解であるための十分条件は，次を満

足する関数 K(x， t) が存在することである [(8)-(11)参

照].

S(主 (t) ， u(t) , t) =Smin(t) , (12) 

s(x(t,), t , )=Smin , K(xo , to)=Ko min (13) 

征明 集合D上で定義された，次の汎関数を定義する.

L(xo， u( ・ )， x( ・ ))=j:;s(Z(川(t人材十
s(x(t,), t ,) +K(xo, to) (14) 

ここで，補助定理の条件，式(1)，つまり ， J=L が C

上で成立することが証明される.実際， (u(t) ,.x (t)) EC 

を満たすx(t) ， u(t)は，問題 Eの制約条件( i) の微分方

程式を満足するので， (8)式で x=x(t) ， u=u(t) E C と

して，その最初の二項は dK(x(t) ， t)/dt に等しい.こ

のことを考慮して， (1 4)式の右辺を計算して次を得る.

J:に:;;(dK(何Z川)ν/ルみ)dt伽+jf:::fペ巾刷Z叫(川仰
F(x(t，ω1ρ)) 一 K(x(μt，ω1ρ) ， t，) +K(xo, t o) 

=K(x(t，)， ん)-K(Zhto)+j:;fO(Z(川(t) ，川+
F(x(ん))-K(x(九九九 )+K(xo， to )

=J(xo， u( ・ )， x( ・)).

また，補助定理の 2 番目の条件である式 (3) (に相当す

る式)が成立することは，定理Eの条件式(12) ， (13) から

明らかである.こうして，定理Eが補助定理によって証

明された(ここでの証明には， (1 0) , (1 1) , (1 3) での min

を求める範囲等について厳密でない点がある.また，こ

こでは， [幻でのグロトフのもとの形のままではなく，

後のベルマンの方程式との比較が明僚になるよう若干の

変形を行なっている).

定理Eに導カ通れている最適性の十分条件を用いて，問

題を解くためには，関数 (8) ー(1 1 )を作るための関数

K(x , t) を知る必要がある. そこで， このような関数

K(x， t) をどのようにして求めるか，また， この関数は

どんな条件を満足するが問題になる.

定理 1 の条件を満足するすべての関数 K(x， t) を，

問題 皿の，許容過程(u(t) ， x(t) )， to~五 t~五九に対応する

クロトフの関数の名でよぶことがある.ここでも，そう

することにする.さて，上の疑問に関する考察を行なお

う.

ある関数 K(x， t) がクロトフの関数であれば， [to, t ,J 
上の任意の区分的に連続な関数を a(t) とするとき，関

数 K(x， t)=K(x， t)+a(t) もまたクロトフの関数であ

る.このことは，最小化の操作が x， u にのみ関して行な

オベレーションズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



われることから明らかである ((8)ー (11) ， (1 2) , 

(!ゆ照)特に， ah-j;1S凶n(材-Smin
とおけば， K を K+α にかえて， (8) , (9) から

作られる関数 S(x， u , t) , s(x， t.) はそれぞれ， S(x, u , t) 

-Smln(t) , s(x, t.) =s(x， t.)-Smln となる (i<:，， =Kx， Kt

=Kt+a'=Kt-Smln (t), K(x , t ,) =K(x, t，) ーs皿ln だ

から).したがって ， Smln(X， U， t) 三O， to話 S孟 t1> Smln=O , 

ただし ， Ko mln=Ko mln+α (to ) ， a(to) =定数，となる.

この関数 K のおきかえを考慮して，問題 Eの (u(t) ，

x(t))に対応するクロトフの関数は， 定理直によって，

次の条件を満足する ((12) ， (13); (10) , (1 1) 参照).

S'(x , u , t) =Kr(x， t) ・f(x， u， t)+Kt(x， t)+

fO (x， u， t) ミ o (15) 

UEV(t) , x ε G(t) ， to~計三五 T

S(x ， t， )=F(x)-K(ふれ)孟 O， X ε G(t);

K(x， to) 主主 Ko mln, X E G(to) (16) 

しかも， (15) , (16)式は， u=認 (t) ， x=i(t) で等号が

成立する. (厳密には， U ， X の範囲は V(t) ， G(t) ではな

いことに注意しよう)

問題のクロトフの関数を決定するための条件が(15) ，

(1 6) であるが，これは，微分方程式ではなく，偏微分不

等式(( 15)) であり ， t=れでの境界値条件も不等式であ

る ((16) )ことが特徴的である.

定理Eの適用例をあげておこう.

哩E 目帥的関轍数 J(切川u

→最小

制約条件 (ωiり) 利t刈)=u(川t刈)， xER必1，

(ii) x(O)=x(!)=O, 
(iv) u(t) EV(t) 

={u εR'jjuj 孟 1 }， 0三t孟\.

解相座標制約条件 zε G(t) はこの問題では G(O)=

G(I)={O }, G (t)=R' ， O<t<1 である.過程， u(t)=O , 

i(t) 三O は制約条件を満足する ((0， 0)εC，許容過程であ

る).これが問題の最適解であることを， 定理E を用L 、

て示そう.クロトフ関数として ， K(x , t) 三Z を選んで

みる. (1 5) , (1 6) を計算してみる.

S(x , u , t) =x2>0=S(i(t) ， 有 (t) ， t)=Smln (t)

S(x , 1) =-x=O=s(i(I) , 1)= min s(x, 1) 
.xeG(1) 

K(x , O)=x=O=K(i(O) , O)= min K(x , O) 
xeG(O) 

したがって，定理 1 により ， u(t) 三 0， x(t) 三O は最適で

ある.

8.2 ベ lレマンの方法との比較

比較のために，ベルマンの方法を述べることにする.

1982 年 3 月号

10 

ト一一ー→
x 

t 十 ßt t , 
←一一一-ーーーーーーー一ー到

x+ムx=x+ムザ(鳥肌 t)

l←一-u一一一→l

u(.)-------l 

I--.�. fO( x, u, t)ーヲト-B(x+ね什.ðt)ー→l

ト一一-B( t,x) =m~nJ( t，:r， u( ・ )， x( ・))一一---+j

図 2 ベノレマンの方程式の導出

問題 Eの 時刻 t， to亘 t~五九に相点 zε G(t) を出発

する，制御 u(r) ε V(r) ， t謡 r~五九(制約条件， (iv) 参照)に

対応するトラジェタトリ x(r)=x(r， u) ， t話f孟むを考え

る(それは，初期条件 x(t)=x を満足する，制約条件(i)

の微分方程式の解である).このとき，目的関数の積分区

間を [t， t，J に変えた汎関数

J(t， x， u( ・ )， x( ・ ))=jffo(Z(T) ， u(巾)dr+
F(x(ん)) (17) 

を考える.いわば，問題 Eを，初期時刻，初期点をず

らせて考察することになる.必要な定義を行なってお

く . u(r) E V(r) ， t孟t'~五九(制約条件 (iv)参照)を満足し，

対応するトラジェクトリ x(r)=x(r， u) ， t孟 T孟んが区間

[t, t，J で定義され， x(r) EG(τ) ， t豆 r~五九(制約条件( i) の

後半参照)を満足する，制御 u(r) の集合を担三~で表

わす.さらに， X(t)={xjx E G(t) ，.d (x， t) キゆ}， to孟 t亘

t1> X(ん)=G(t，) とおく . X(t) は，そこから時刻 t に出

発して，制約条件を満足する制御を用いることによっ

て，時刻U t， までの制約条件を満足するトラジェクトリ

が定まりうる点 x(状態)の集合である. 次の関数は，

問題 Eに対するベルマンの関数とよばれるものである

[l1J. 

B(x, t)= min J(t， x， u( ・)) (18) 
4Cx ,t) 

これは，問題 Eの，いわば，部分最適値である. (問

題の目的関数と (18) の右辺 min 記号下の式(17)と比較

されたい.なお， (1 8) の左下の min は inf にかえるこ

とができる.以下同様)

時間区間 [t， t+ .dtJ に，制御 u を用いるとすれば，時

刻 t に z にある相点は，そこでの相速度が制約条件(i) 

により ， f(t , x , u) であることから， 時刻 t+ .dt には，

x+ .dt.f(t, x , u)に移動する.この間での目的関数の値の

変化は， r山 fO(x， u , t)dt~ .dt ・ fO(x， u， t) であるした
ヵ:って

B(x, t) = min {B(x+.dt. f(x , u , t) , t+ .dt) + 
ueDCx ,t> 

.dt.fO(x,u ,t) }, (19) 

X E X(t) ， to豆 t<t1>

B(x， t.)=F(x) ， x ε X (t.)=G(t.). (20) 
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制御対象
i; =j( x, u, t) 

制御機器
(シンセシス関数)
u=u(ぉ t)

図 3 最適制御のシンセシス

ニむ

ここで， D( .x， t) は， u(t) =u(t+O) =u である少なくと

も 1 つの制御 u( ・ )ε L1(.x， t) が存在するような点UEV(t)

(時刻 t における制御の値)の集合である.式(19) の導出

については，図 2 を参照.

t1t が十分小さいとき， (19) の min 記号下の第 1 項は，

近似的に次のように書ける.これを(19) に代入する.

B( .x+t1tf( .x, u , t) , t+L1t) キ B( .x， t) +B.r(.x, t). 

f( .x, u , t)t1t+Bt (.x, t) t1t 

さらに， B( .x， t) は u に無関係であるので， 代入され

た式で min 記号をこえて， 左辺に移項できることを

考慮してこの変形を行ない t1t で除して，次を得る.

min {B.r(.x, t) .f( .x, u , t) +Bd .x, t) + 
uεÐ(x ， t> 

fO(.x, u , t)}=O (21) 

.x E X(t) ， to孟 t<t"

B( .x, t ,) =F( .x),.x E X(ん )=G(t，). (20) 

((20) は，再記しておくれ

式 (21) は， B( .x， t) に関する偏微分方程式であり，しか

(20) を解いて，ベルマンの関数 B( .x， t) を求め，さらに，

(21) の min を達成する u=u( .x， t) を求めなければなら

ない. B( .x， t) を求めるための方法に，それを，変数以，

d，… ，.xn の，係数が t の関数である多項式の形に求め

る方法がある.

このとき，問題 (21) ， (20)に含まれている集合 X(t) ，

D( .x， t) を決定するのが困難であるのが普通である.こ

のときには， これらをそれぞれ， G(t) , V(t) に代えて，

この問題を解くことになる.

この方法によって，具体的な例を解こう.

問題C 目的関数 J川h州(仰川u刈)=~仁;?〉〉1込切'u2 (t州2刊巾(μωt
→最小 À=定数.

骨銅制計謝j約条件 (什i) :i;利(μ例tり)=u(例t刈)， .x E G(川tめ)三 R'

(ii) .x(0) =.xo •••固定

(iii) t，…固定

(iv) U E V(t) -=R' 

解問題(21) ， (20) はいまの場合(D( .x， t) を V(t) ， X(t)

を G(t) でおきかえて)次の形となる.

min {B,,(.x, t)u+Bt (.x, t) +u2} =O,.x E R' , O~五 t謡t"
ueR

1 

(22) 

B( .x, td =À .x2,.x E R'. (23) 

(22) は u に関する 2 次式の最小値を求めることであっ

て ， u=-B.r(.x， t)/2 で， 最小値が達せられる.したが

って (22) は，次のように書き改められる.
も左辺に min 記号をともなっている. (20) は， その境 Bt (.x, t) -B.r2(.x, t) /4=0，.x ξ R' ， O<tくれ (24)
界条件である. 関数 B( .x， t) を z の多項式の形に求める.

(21)式の min を達成する関数 u=u( .x， t) は，その構

成の仕方から，問題 Eのトラジェクトリが，時刻tl t に

z を通るとする，すなわち， .x(t) =.x とする条件のもと

で，この問題の最適制御の値を与えるものであることが

わかる(特に， (18)参照，厳密に証明できる).このよう

な関数は「シンセシス関数J (synthesis tunction) とよ

ばれている.

シンセシス関数を決定することは，最適制御の実際的

問題に対し，きわめて重要な意味をもっ.実際，シ γセシ

ス関数 u(x， t) がわかれば，過程を最適に進展されること

は次のいわゆるフィード・パマク方式 (feed back)によ

って実現可能となる.すなわち，各時刻 t t;こ，状態 .x(t) 

を計測し，それを電子計算機か何かの計算装置の入力と

して送り，制御 u(t) =u( .x (t) , t) の値を計算し，求めた

最適制御の値 u(t) を，制御過程の要求される進展を直接

実現させる制御機器に送ればよい(図 3 参照).

シンセシス関数を求めることによって，問題 国を解

くためのベルマンの方法は上で見たように，問題 (21) ，

182 (38) 

B( .x, t) = Ij!"o(t) + Ij!", (t).x+ 1j!"2 (t) .x2• (25) 

この式を (23) ， (24) に代入して，次を得る.

Ij!"o+ 事r，.x+ 1j!"2.x2ー (Ij!"，+21j!"2X) 2/4=0, .x ε R' ， 

O~玉 t~五九.

Ij!"o(む)+事r， (td .x+1j!"2(t，).x2 =À.x2，.x E R'. 

これらの式の ， x の同じ巾の係数を辺々で等しいとおき，

事ro- Ij!"，2/4=0， 1j!"，-1j!"，1j!".=0， 事r._ 1j!".2=0， 0孟t~五 t"
Ij!"o(ん )=0，事r， (t ,) =0, 1j!"2(t,) =ﾀ 

を得る.これから，次を得る.

Ij!"o(t) -=Ij!"dt) 三 0， Ij!".(t) =À/ (I ーÀ(t-td).

こうして，ベルマンの関数は， この場合，次である.

B(x， t)=えx2/ (I ーえ (t -td)

シンセシス関数は，次で与えられる.

u(x , t) = -B,,/2=Àx/( 1 ーえ (t-td )， x ε R' ， O 三五 t孟む.

ここで， タロトアの方法とベルマンの方法との(閏豊

田の解法を通しての)比較をしておこう.

タロトフの関数K(x， t) を決定するための式(15) ， (16) 
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(そこでの集合 V(t} ， G(t} は，すで

密には，その後に定義した集合 D(何x， t川s幻)， X(μ例t刈)とにそれ

ぞれおきかえるベきである)と，ベルマンの関数 B(x， t}

を決定するための式(21) ， (20) とを比較して，ベルマン

の関数はいつでもクロトフの関数であることになる.ク

ロトブの関数は，より一般的な条件から決定されるので

あるから，それは，ベルマンの関数が存在しない場合に

も，存在することがありうる.この意味で，タロトフの

方法が，ベルマンの方法よりも，一般的であると言える.

8.3 ポントリャーギンの最大値原理型の定理の導出

クロトフによる定理Eから，ポントリヤ}ギンの最大

値原理の形式の定理を導びこう. (クロトフの考えによる

が，符号等若干の変更がある)ここで，記述を簡単にす

るために，問題 Eに，さらに，若干の追加条件を課す

ことにする.つまり，集合 G(t) は開集合であり，点 XO， Xl

は固定されているものとする.このとき，関数 F(x (t.) } 

は定数となる.このようにして定まる問題を問題 m' 
として記述しておこう.

問題 m' 目的関数 J(u( ・}， x( ・}}

=j;fMt) ， u(t) ，ゆ→最小，
制約条件 (i) x(t} =f(x(t} , u(t} , t} , 

XEG(t} ; 開集合

(ii) x(to} =XO, x(九}=x，

・・・固定

(iii) to ， t，…固定

(iv) u(t) ε V(t) ， u(t) ; 

区分的に連続.

問題のこのような変形に対応して，対応する定理Eで

の式( 13) が不要になる.つまり， (8) に定義される関数

S(x， u， t) だけに関係することになる.

集合 G(t) がすべてのんら豆t;五九で開集合であること

から，条件 (12) が成立するための必要条件は， (8) , (10) 

を考慮して，次のようになる.そのひとつは，関数Sの

各 xk ， k=I ， 2 ， … ， n の偏導関数が X=x(t) ， 認=冠 (t) でゼ

ロになることである.これをベクトル表示で，次のよう

に表わそう.

Sx(X ， 混， t)=O (26) 

関数 S の項のうち， Kdx， t) は u ~こ依存しないことか

ら ((8)参照)

Kx(x， t) ・ f( 主，刃， tl+f" (x ， 面， t) 

== min (Kx(x ， t) ・ f(x ， u， t)+fO(x ， u， t}} (27) 
ueV<t> 

と書ける.これらの条件を，さらにわかりやすい形に書

き改めることにする.そのために次の関数を導入する.

1982 年 3 月号

事7' (t} =-Kx(x(t) , t) (28) 

ここに定義されたベクトル関数の成分をれ(t) ， i=l , 2, 

…, n とする.すなわち， W;(t) 三 -òK(x(t) ， t)/òx' で

ある.

次に，これを用いて， (27)の min 記号下の関数の符号

をかえたものに対応させて，関数 H(x， u， t) を導入する.

H(x , u , t} =W(t) ・f(x， u， t)-fO(x， u， t) (29) 

いずれの関数の独立変数も省略して，次の関係を得る.

S=Kx.f+Kt+fO=Kx.f+Kt+W・f-H，

Sx=Kxx.f+Kx ・fx+Ktx+W.fx-Hx.

問題盟'のトラジェクトリ上では， x=f であること

から

Sx= -dlfl(t)/dt-Hx 

を得る.また， (27)式での最小化はH関数の最大化にか

わる.これらのことを考慮して， (26) , (27)は，次のよ

うに書き改められる.

dWdt)/dt=-òH(ま ， ü， t)/òxt ， i=I , 2, …, n , (30) 

H(x(t) , ü , t)= ma:x: H(x(t) , u , t). (31) 
ueV(t> 

こうして，ポントリャーギンの最大徳原理の形での最

適性の必要条件を得た. (第 2 凹の問題 E およびそれに

対応する定理 E とを比較されたい.国璽-Æ'とでは，

トラジェクトリに対する境界条件などの点の違いがあ

る.なお，そこでの数民は定数， ここでは，一 1 とな

っている.このことは， (29) と第 2 回の (21) とを比較す

ることによってわかる. ) 

関数 K(x， t) は，上述の条件を満足するトラジェグト

リ上の t， x 以外ではまったく任意である.もし，石(t) , 

x(t) で，必要条件 (30) ， (3 1) を満足するだけでなく，各

固定時刻 t， to豆 t;&t， で，関数 S(x， u， t) の最小のための

十分条件をも満足する関数 K(x， t} が存在すれば，定理

2 によって， (石 (t) ， x(t)) は， 目的関数の大域的最小値

を与える.このことを定理の形に記述しておこう.

定理過程 (ü(t)， x (t)) が，問題 m' の大域最適解

(過程)であるための十分条件は， つぎを満足する関数

K(x， t) が存在することである.

1) 扇 (t)， x(t) ， W(t) は，制約条件 (i) の方程式および

方程式(30) ， (31) を満足する.

2) Kx(x ,t)=-W(t} , 
3) S(x， 刃， t)= min S(x， u， t) ， to ;計三五 t， ・

xeG(t>'ueV(t) 

この定理にもとづく，問題の解法は，常微分方程式系

(30) , (31) の境界値問題を解くことと，定理の条件を満

足する関数 K(x， t) を選ぶこと，より正確には，そのよ

うな関数が存在することを証明することである.後のこ

とは本質的なことであって，前に見たベルマンの形式で
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は関数 B(x， t) (K(x， t)) を具体的に求めなければならな 征明下限の定義から， 1豆みである.定理の主張に

かったが，ポントリャーギンのこの形式では，その存在 反して ， 1<品としよう.このとき ， J(xπ)→tくら (n→

を示すだけでよいことを意味している. ∞)だから，ある 0(0<0豆み-1) に対し， 十分大きな n

に対して ， J(品)孟J*-oくみとなるら εC が存在する

8.4 ある種の拡張 ことになる.これは，下限みの定義(条件1)) に反する.

クロトフの方法の基礎となる補助定理，それをある型 また，任意の最小列 {xn } ~こ対し ，J(xn )→み=l(n→∞)

の問題に適用して得られたそれぞれの定理では，関係す である.補助定理 1 に対応して，次が成立する.

る関数，汎関数の最小値を達成する要素(点，制御)の存 補助定理 S 集合 C を含む集合 D(CcD) があって，

在を仮定して，記述されていた.それらが存在しない場 そこに，次を満足する汎関数 L(x) が定義されていると

合にも，これらの定理を拡張できる.それを行なおう. する.

そのために必要な若干の復習を行なっておく.汎関数

についても同様にあてはまる関数についての必要な概念

を述べておく.

実数直線を Rl={ul 一∞くUく+∞}とし ， Rl のある

集合を V とし ， J(U)を集合 V 上で定義された関数とす

る.

すべての UEV に対して J(u*) 孟J(u) のとき ， u* を

関数 J(u) の集合 V 上の最小点といった. このような点

h が集合 V にない場合にはこの最小点の概念の自然な

拡張が，関数の下限である.

すべての， u εV に対して ， J(U) ミM となる数 M が

存在する，つまり定義として，関数 J(u) が V で下向に

有界であるとする.このとき，次を満足する数みを関

数 J(u) の V 上での下限(infimum) という. 1)すべて

の uεV に対し，J，本語J(u) ， 2) し、かに小さな ε>0 に対し

でも ， J(u,l <J*+ε となる U， EV が存在する.もし，

関数 J(u) が V 上で下方に有界でないならば V 上の

J(u) の下限として ，J*=ー∞をとる.この Jホを記号 inf
ueV 

J(u)=みで表わす.

lim J(Uk) =inf J(u) =J，ホとなる， 列 {ukl εV を
k→∞ ueV 

関数 J(u) の V 上の最小列 (minimizing sequence) と

し、う.

最小化列は下限の定義とその存在性から常に存在す

る.最小列を求めることは，最小点 h が存在するときに

は， ?UUk=U* ， k=I ， 2， …を求める結果となる.つまり，

最小値(点)を求める問題は，最小列を求める問題に含ま

れることになる.こうして，基本問題の拡張として，次

の問題と考えよう.

問題(最小列) 目的関数 J(有)→み=inf J(x) , {Xk}? 
xeO 

制約条件， Xk εC， Xk ε Rn， k=I ， 2 ， ・・.

補助定理 2 J(x)~l， すべての XEC とする. この

とき ， limJ(九)=1 となる列 {Xk} c C が存在すれば，
n→∞ 

1=J.本 =inf J(x) ， つまり，列{xd は最小列である.ま
zεC 

た，任意の最小列 {xn } C C についても ， J(xn )→t であ

る.

184 (40) 

L(x) 孟J(x) ， すべての XEC

このとき，不等式

J(x) ミh三 inf L(x) 
xeD 

)
 

-(
 

(32) 

が成立し，さらに列 {xπ}cC が存在して

J(xn )→k(n→∞ )， {xn}cC 

であれば，

k=J*三 inf J(x) 
xeD 

(33) 

が成立する.つまり，列 {xη} は，汎関数 J(x) の最小

列である.また，汎関数 J(x) の C での任意の最小列は，

汎関数 L の D での最小列である.

征明 Dコ C だから ， k三 inf L(x) 孟 inf L(x). (1) に
xeD xeG 

よって， inf L(x);豆 inf J(x) 三 J*・したがって， J(x) 註
xeG xεC 

ゐ~k であり， (32) を得る. (32)が成立するとき，補定

理 2 で l として，この h を選んで， k=J*, (33) を得る.

J(xη)→ゐ=k， n→∞ ({xn } が C での最小列)のとき，

(1) から ， k豆L(xη) 三五J(xn ) →J和 したがって ， L(xπ) 

→ J*(11→∞)， {xn} cCcD. 

補助定理 3 をもとにして，定理直に対応する次の定理

が証明される(証明は，ここでは行なわなし、).

定理IV 列 {(um (t)， x拙 (t)) }， to~t~t" Xm (to) =xom, 

m=I ， 2 ， …が問題 Eの制約条件を満足する(集合 C の

列)とする.この列が，問題 Eの最小列(最適解)であ

るための十分条件は，次を満足する関数 K(x ， t) が存在

することである.関数 (8) ー(I 1) に対し

日史 j:;sM川田(Mdt=j;smh(柿，
lim s(x叫ん)， td =Smin , lim K(xo 附 to)=Ko mln 
勿，4∞ m→∞

この定理の適用例をあげておこう.

問題D 目的関数 J(u( ・)， x( ・))

=):(仰)ーが (t) )dt→最小，
制約条件 (i) i: (t)=u(t) ， x ε G(t)=Rl ， 

(ii) x(O)=O, 

(iv) u(t) ε V(t) 

={u εRl， lul;孟 I }， O~五 t;五1.
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解 G(t)は， G(O)={O}， G(t) 三 R' ， O<t謡 I J::なる集

合.関数の対の列 (um ( ・ )， x肌(・))を次のように選ぶ.

1+1; p/m<t三五ρ/m十 1/2m
U慣 (t)=-{
山 l-I ; p/m+ 1/2m<t孟p/m+l/隅，

(t-ρ/m; p/m<t~五ρ/m+I/2m
Z咽 (t)= イ
山(ーt+(p+I)/m; ρ/m+I/2m<t亘p/m

十 I/m，

ただし， 1>=0, 1, 2, ...mー l ， m=I ， 2 ，・・・.

対 (um ( ・ )， xm ( ・))が，すべての m=I ， 2 ， …に対し， 問

題の許容対である(制約条件を満足すること)は容易に確

かめられる.これらの列が， 最小列であることを示そ

う.そのために，関数 K(x， t)=t-I を選ぼう.このと

き

S(x, u , t) =x2+I-u2孟 0= min min S(x, u , t) 
.xeR

1 lul孟 1

=lim S(xm (t), um (t), t) 
m-令∞

s( .x， I)=-K(x， l) 三 O=inf. K(x， l)
.xeR ‘ 

=lim s(xm (l), 1) , 
旬t→∞

K(x， O)= 一 1= inf K(x, O)= 1im K(xm(O) , O). 
zeG<O) m....∞ 

定理IVにしたがって，列 (u隅 (.)， x間(・))は最小列であ

る.このとき， lim J(um ( ・))=ー I=J.ホである.
概4∞

この例では， inf J(u)= 一 1 は，どんな許容対 (u(t) ，

x(t))上でも達成されない.実際， x2(t) =0 であれば，

方程式は i: =u(t) =0 となり ， J(O)=O> ーしである.

x2 (t) 引であれば J(u)> ーか(材ミー i である し
たがって，どんな許容制御，許容トラジェクトリに対し

ても ， J(u( ・))孟ー l である.このような場合は実際問題

に多く現われるが，これを制御理論では，スライディン

グ・レジーム (sliding regime) とよんで研究されてい

る(たとえば口J) . 

今回は，例等について [12J も参照した.
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