
マトロイド理論の基礎(7 ) 

大山達雄

有限個の要素から成る集合の任意の部分集合に実数を

対応づける関数が劣モデュラー性を有するということ

は，マトロイドの階数関数あるいは派生マトロイドを中

心として，マトロイド理論と密接な関連を有している.

4.3 節では，束とマトロイドの関連の紹介を含めて，劣モ

デュラ一関数とマトロイドとの関連についてのベる.ま

た 4.4節では 2 つ以上のマトロイドの合併あるいは交

叉といった操作によって得られるマトロイドについての

べる.

4.3 劣モデュラ一関数

有限集合 E の部分集合 AçE. BçE に対して，関数

μ: 2E→R が以下の関係を満足する時，関数 μ を劣モデ

ュラー関数 (submodular function) とよぶことは 2.2

節にのベた.

μ(A)+μ(B) 丞 μ(AU B)+μ(AnB). (4.24) 

マトロイドの階数関数が劣モデュラー性を有するとい

うことを中心として，マトロイド理論は劣モデュラ一関

数の理論とも密接に関連している.この節では，このよ

うな劣モデュラ一関数によって派生 (induce) されるマ

トロイドを紹介しよう.なおここで紹介するマトロイド

は，次節以降にのぺるマトロイドの合併と交叉あるいは

マトロイドの分割と被覆等に関する議論のところでも再

度現われる有用なものである.

[束構造とマトロイド]

まず束(lattice) という数学的構造について簡単に紹

介しよう.ある集合 L において順序 (order) 豆が定義

されている時.L は豆によって順序づけられていると言

う.集合Lと順序豆を合わせて順序集合 (ordered set) 

とよび，特にLの部分集合に対して 11原序が定義されてい

る時には部分順序集合 (partialI y ordered set) とよぶ

ことにする.なお11原序集合における順序壬は，集合Lの

任意の要素 X， y , z に対して以下のような反射律，推

移律，反対称律を満たすとする.

反射律 :任意の z に対して.X豆 X.

推移律 x主勾， y::玉 z ならば， X~五 Z.

反対称律 : X~勾，官三五z ならば. x=y. 

なお任意の要素 XEL. Y EL に対して z主却であって

かっ zキg の時. x<y と表わす.

!順序集合 L の各要素を平面上の点で表わし . x<y な

らば zを表わす点の上方に V を表わす点を置き，しかも

X<Z かっ zく智なる要素 ZEL が存在しない時には点

z と点百とを線分で結ぶことにする.このようにして順

序集合を図式化したものを Hasse の図式(Hasse diaｭ

gram) とよぶ. 6つの要素から成る集合 L={O. x. y. Z, 

V， 叩}上の11原序集合を Hasse の図式を用いて表わした

例が図 4.14 (A)に示してある.

11煩序集合 L の任意の 2 つの要素 X， Y に対して.L の

部分集合 {ZI X~玉 Z， y~五 z} が唯一の最小な要素を有す

る時， この要素を xVy と表わし X と g の最小上界

(least upper bound あるいは和(join) )とよぶ.また

同様に L の部分集合 {zlz孟 X， Z~五百}が唯一の最大な要

素を有する時， この要素を X^y と表わし . X と U の最

大下界 (greatest lower bound あるいは積(meet)) と
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図 4.15 3 要素から成る自由マトロ

イドに対応する束構造

よぶ.集合L がその任意の 2 つの要素 X， Y に対して最

小上界および最大下界を有する時， L を束(lattice) と

よ~.

たとえば図 4.14 の例 (B) は束であるが， (A) は束で

はない.このことは(A) ， (B)のそれぞれにおける 2 つ

の要素の最小上界の唯一性の差からただちに理解される

であろう.

マトロイド M と束 L の関連を示す例を掲げよう.い

まマトロイド M が与えられたとすると， マトロイドの

閉じた集合あるいはフラット (2.3 節参照)を要素とする

ような部分順序集合 L同f) が存在する.M のそれぞれ

の要素集合にそれに含まれない別の要素を加えると階数

が増加するような集合に対して，その包含関係によって

順序づけを定義すると，マトロイド M と束引M) との

対応関係が得られる.

たとえば図 4.15 は集合 E={I ， 2, 3} 上のすべての部

分集合を独立集合とする自由マトロイド(または離散マ

トロイド)に対応する束を表わしている.また図 4.16 は

集合E=={I ， 2, 3, 4}上の 3- 一様マトロイド Ua，. に対応

ずる束を表わしたものである.

図 4.15，図 4.16 のいずれの例からもわかるように，束

構造の最下段にあるゆが階数 0，その最小上界に対応す

る要素集合がマトロイドにおいて階数 l となっている.

7 トロイドMに対応する束L川f) の要素 X， Y に対し

て，その和 XVY と積 X^Y をとると，それぞれは

XvY=n{zjz;;;<XuY, zEL} 

X^Y=XnY 

で与えられることがわかる.

[劣モデュラー関数とマトロイド]

集合Eの部分集合に関して，包含関係によって順序づ

けられた束 L が定義されているとする.さらに束 L は，

1982 年 2 月号
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図 4.16 Ua， 4 に対応する束構造

要素としてゆ(空集合)， E を含みかつ積 (intersection)

演算に関して閉じているとする.したがって Eの部分集

合である要素 A EL, BEL に対して

A^B=AnB, AVB;;;<AUB 

が成立する.この時 L 上の関数 μ :L→R が劣モデュ

ラーであるとは，任意の要素 Aε L， BEL に対して次

の関係が成立することである.

μ(A)+μ (B) ミμ(AVB)+μ(A八 B). (4.25) 

来 L と劣モデュラ一関数 μ を用いて，集合 E の部分

集合族を次のように定義する.

，f (L; μ)={XjXçE， μ (C) 孟 jXnCI ， 'v'CEL}. 

(4.26) 

上のような集合族を独立集合族とするマトロイドが，

次の定理のようにして得られる.

定理 4.13 劣モデュラ一関数 μ は μ(ゆ)=0 を満たす非

負整数値関数とする.この時， (4.26) のように定義され

る ，f (L; μ) は E上のマトロイドの独立集合族となり，

そのマトロイドの階数関数 f は次式のように与えられ

る.

r(X)=inf {μ(C)+IX\CI}. (4.27) 
CeL 

定理 4.13 にあるような束 L と劣モデュラ一関数 μ と

によって派生 (induce) されるマトロイドを M(L， μ)

と表わす.定理 4.13 の証明は， (4.27)で与えられる関

数がマトロイドの階数関数の満たすべき公理系 (R1) ，

(R2) , (R3) を満足していることを示しさらには

r(X)==IXj を満たす部分集合 XçE が r を階数関数と

するマトロイドの独立集合であることを用いて，そのよ

うな独立集合族が(4.26)の形に表わされることを示すこ

とによって得られる.

証明 まず(4.27)で与えられる関数 r(X) がマトロイド
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の階数関数の公理系 (R1) ， (R2) , (R3) を満たすこ

とを示そう . r(X)壬μ(ゆ)+IXI=IXI などから (R1) ，

(R2 ) は明らかであろう.

(R3 ) は以下のようにして示すことができる.なおこ

こで A， B, CI> C2 はすべて集合 E の部分集合とする.

r(A)+r(B)= inf {μ(Cd+IA\C， I+μ(C2 ) 
Ch02eL 

+IB¥C21} 

主主 inf {μ(C1 VC2 )+μ (C1 ^C2 )+ 
C1,C2 EL 

I(AUB) \(C,vC2)1+IAnB)\(C1 nC2 ) I} 

ミ infμ(C1 VC2 )+μ(C， ^C.)+
VbG2EL 

I(AUB) \ (C, VC2) 1+1 (AnB) \ (C,^C2 ) I} 

=r(AUB)+r(AnB). 

このようにして関数 γ が劣モデュラーであることが示

される.

また (4.26) で与えられる集合族 .f(L; μ) を考える

と，この集合族がマトロイド M(L， μ) の独立集合族で

あることが以下のようにしてわかる.

XE .f (L; μ)<=>μ(C) 孟 IXnCI ， ';J C εL 

Oμ(C)+IX\CI 孟 IXI ， ';JCEL 

<=> r(X) 孟 IXI

骨 r(X)=IXI. ((R1) より

r(X) 孟 IXI であることを利用). 図

上の定理 4.13 から，束L の要素として E のすべての

部分集合が考えられる場合には，次の系が得られる.

系 4.14 非減少な劣モデュラ一関数 μ: 2E → z+ が

μ(ゆ)=0 を満たしているとする. この時， 集合 E 上の

マトロイド M(L， μ) の独立集合族 .f(L; μ)は次式で与

えられる. 

.f (L;μ)={XIXÇ二 E， μ (C) 三三 ICI ， ';JC�;;X} 

(4.28) 

また M(L， μ)の階数関数 r は次のようになる.

上のように定義されるマトロイドは， 3.4 節の最後に

のベた横断マトロイドのもうひとつの形と密接な関連を

有している.つまり部分集合族ダの添字集合 I に対し

て，部分集合 JçI に対応する部分集合族ダJ={S;，

i E J} が横断を有する場合に J を独立集合と定義するこ

とによって得られるマトロイドは，上に定義されたマト

ロイドのひとつの特殊な形であると言うことができる

(3.4 節の定理 3.6(Rado)参照).したがって (4.31)で定

義される独立集合族は， 1 の部分集合 Jç;; I のうちで部

分集合族 {St， i E J} がマトロイド M において独立で、あ

るような横断を有するものの集合族となる.以上の議論

は次のようにまとめられる.

定理 4.15 有限の添字集合を I として，集合 E の部分

集合族ダ={Si， i ε I} と E 上のマトロイド Mが与えら

れている.この時，集合 I の部分集合 JçI のうちで，

部分集合族ダ'J= {St , i E J} がMにおいて独立であるよ

うな横断を有するものの集合族を独立集合族とするマト

ロイドが集合 I 上に存在する.

なお 3.4 節の最後にのベた横断マトロイドのもうひと

つの形は，定理 4.15 においてMが自由マトロイド(集

合Eのすべての部分集合が独立集合であるようなマトロ

イド， 3.1 節参照)に相当するという意味で特殊である

ことをつけ加えておく. また上の定理 4.15 から， 集合

E の部分集合族Y の部分横断がE上のマトロイドの独

立集合となることも定理の特殊な場合として容易に理解

されるであろう.なおこのことは，マトロイド理論的な

見地からは Edmonds and Fulkerson [ 1 ]，あるいは

組合せ理論的な見地からは Mirsky[ 2] 等にも紹介され

ている.

さて頂点の集合を V， W とする 2 部グラフ G(V， W) 

を考える.弧 eij は頂点列 εV と頂点 WjEW を結ぶも

のとする.頂点の集合 V， W の部分集合 XçV， y躙  

r(X)= inf {μ(C)+IX\CI J， X三E. (4.29) に対して X から Yへの完全マッチングが存在するとい
cs::x うことは X に含まれる各頂点と Y の部分集合に含ま

定理化 13 および系 4.14 を用いて定義されるマトロイ れる各頂点との i 対 l 対応が存在して，さらにそれぞれ

ドを考えてみよう.有限の添字集合を I として，集合E の対応する頂点聞に弧が存在する場合を言う (3.4 節参
の部分集合族 .9' ={S;， ε 1}が与えられているとす 照).換言すれば， X から Yへの完全マッチングとは頂
る .E 上のマトロイドMの階数関数を f とし，関数 μ: 点の集合 XuY から成る G(V， W)の部分グラフにおい

21 → z+ を次のように定義する. て X のすべての頂点を含むマッチングであると言うこ
μ(J)=r(S(J)) ， J�;;I. (4.30) とができる.

上の関数 μ が μ(ゆ)=0 であるような非減少劣モデュ いま頂点の集合W上で独立集合族、/を有するマトロ

ラー関数であること，つまり系 4.14 における関数 μ の イド M が定義されているとする. ここで上述の 2 部グ

条件を満足することは容易に確かめられる.したがって ラフ G(V， W) の完全マッチングを用いて次のような集

次式で与えられる集合族は，集合 I上で定義されたマト 合族 .fa を定義する.

ロイドの独立集合族であることがわかる. 

.f ={Jlr(S(K)) ミ IKI ， ';JK蹕}. (4.31) 

114 (62) 

、fa={XIXÇV， 2 部グラフ G(V， W)において

Xから .fの要素である Wの部分集合への
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完全マッチングが存在する. } 

上の定義を用いると，これまでの議論から定理

4.15 を次のように言い換えることができる.

定理 4.18 集合族 Jo は，集合 V 上のマトロイ

ドの独立集合族である.

上の定理 4.16 にあるマトロイドは，集合W上

α 

J 
>

V w 

α 

のマトロイド M から 2 部グラフ G(V， W) を周 囲 4.17 グラフ Ka
3 

いて派生された，集合V上のマトロイドである.

このマトロイドを Mo と表わすことにすると ， Mo の階

数関数 ro は， M の階数関数 f を用いて次式のように書

くことができる.

町(A)=min{r(âX)+ JA\XJ }, A�;V. (4.32) 
X三A

なお上式における âX は，任意の Xç二V に対して， W

の部分集合のうちでそれに含まれるすべての頂点がXに

含まれるいずれかの頂点との聞に 2 部グラフ G(V， W) 

の弧を有するような最大の集合を表わす.

この節に紹介した 2 部グラフを用いた派生マトロイド

の例を掲げよう.図 4.17 にあるグラフ Ka 上の閉路マト

ロイド M を考える.

集合 W={a， b， c} に対して ， W上のマトロイド M の

独立集合族 J は

.f= {.p, {a} , {b} , {c} , {ab} , {bc }, {ca}} 

で与えられる. そこでこのマトロイド M に対して，図

4. 18 にあるような 2 部グラフ G(V， W)を用いて集合 V

上に派生させたマトロイド Mo を考える.

Mo の独立集合族、fo が， Vに含まれる要素数 2 個以

下の部分集合として

.fo={ .p, {I} , {2}, {3}, {4}, {12} , {13}, 

{14} , {23} , {24} , {34}} 

と与えられることは容易にわかる.つまりグラフ Ka 上

に定義された閉路マトロイド M( このマトロイドは 3.1

節に紹介した一様マトロイド U2， a と同型である)から，

2 部グラフ G(V， W) を用いて集合 V={I ， 2, 3, 4} 上

にもうひとつのマトロイド U.，. が派生されたことにな

る.なお， もとのマトロイド M がグラフ上の閉路マト

ロイドであったのに対して 2 部グラフ G(V， W) を用

いて派生させたマトロイド Moがいかなるグラフ上の閉

路マトロイドとも同型とはならないということを注意し

ておこう.

4.4 マトロイドの合併と交叉

この節では，複数個のマトロイドの合併(union) ある

いは交叉(intersection) によって派生される 7 トロイド

についてのべよう.

fマトロイドの合併]

まず最初に次のような質問Qについて考えてみよう.

1982 年 2 月号

4 

図 4.18 2 部グラフ G(V， W)

Q : r 2 つのマトロイド Mt=(EhJt ) ， M 2=(E2, J 2) 

(集合 E1> E2 は必ずしも排反 (disjoint) であるとは

限らなし、)が与えられている.集合 E=Et UE2 の部

分集合 Iç; E のうちで It EJ1> 1戸、f2 に対して

I=It UI2 の形に表わされる集合を独立集合とするよ

うなマトロイドが集合 E 上に構成されるであろうか

?J 

上の質問 Qに対する答えは YES である. Qに対する

厳密な解答を与える定理を紹介する前に，その準備とな

る，前節の定理 4.15 から容易に得られる補題を掲げよ

う.

補題 4.17 集合 Et 上で独立集合族をj とするマトロ

イド M=(E1> J) が定義されている.関数 h を集合

Et から集合 E. の上への (onto) 写像 h: Et→E2 とし，

A の任意の部分集合に関して E. の部分集合が対応する

ものとする.この時，次式で与えられるような集合 E2上

の部分集合族

J ,,={h(X) IXε J， Xﾇ;Ed (4.33) 

を独立集合族とするマトロイド M，， =(E.， J，，) が集合

E. 上に存在する.なおこのマトロイド M" の階数関数町

は M の階数関数 f を用いて次のように書くことがで

きる.

1',, (A) =min (1'(h-t(X)) + IA\XI} , A ，二 E.・
XSA 

(4.34) 

上の補題 4.17 は， 集合 E1> E. に対応する頂点集合

を有する 2 部グラフを作成し， h(v)=即 vEE，. 加 G

E. なる v. 叩聞に弧を設定した上で，定理 4.16 を適用

することによって容易に得られる.補題 4.17 を用いる

と，市J述の質問 Qに対する解答を与える次の定理が得ら

れる.

定理 4.18 (Nash-Williams [3 J)集合 E1> E. 上で 2

つのマトロイドが M， =(E，. Jtl , M2=(E.， 、f2) の

ように定義されている.この時，集合 E=Et UE• 上で

J={III=[tUI.. 1〆、J九 I〆 J.} (4.35) 

(63) 115 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



で与えられる集合族を独立集合族とするようなマトロイ

ド M=(乳、f)が存在する.なおMの階数関数 r は，

MI> M. の階数関数 rh r2 を用いて次式のように書く

ことができる.

r(A) =min {η (X)+η(X)+IA\XI }， A蹙. 
X豆A

(4.36) 

証明集合 E.= {C'1, C.. , ……, C加2 }， I E21 =n.， に対し

て， E. の各要素 C'i> 1;壬 i語的，に e' 2i, 1;豆 t壬 n. を対

応づけた集合 E'z=={e' 21 , e' 22, .…・ ， e' 2n2} を考え， マト

ロイド M'2=(E'2' J'.)は M. とまったく l司じ構造を有

するものとする.集合 E1 と E'. は互いに排反であるか

ら，集合 E'12=E1 UE'2 上で

J'12= {I 11=11 U 人， 11 E J 1, 1'. E J'2} 

を独立集合族とするようなマトロイド M'12=(E'12'

J'12) ができる.ただし E1= {Cl1' C12 , …… , C1nlL I Ell 

=引とする.

次のような関数 h: E'12→E を定義しよう.

h(Cli)=C1i, CliEEI> 1;亘 i豆町

h( C'2i) = c.i> C"i ε E'2' 1 ;;;;i~五 n2 ・

以上の議論から，マトロイド M'12 と関数 h に対して

補題 4.17 を適用すると，定理にあるマトロイドMが得

られる.またMの階数関数は，マトロイド M'12 の階数

関数がη，らによってη+η と表わすことができること

から，補題 4.17 の階数関数の式 (4.34) を用いれば明ら

かとなる. 図

上の定理 4.18 のようにして得られたマトロイドは，

M1 と M2 の合併 (union) あるいは和 (sum) とよばれ

る.定理において特に集合 E1， E2 が等しく E1 =E2=E

となる場合は実用的にも応用範囲の広いものであること

をつけ加えておこう.

これまでは 2 つのマトロイド M1， M2 の合併によって

得られるマトロイドについてのべてきたが，定理4. 18か

らもわかるように，一般に k 個のマトロイド Mi=(Ei，

Jd , I;;;;i;;;;k に対しては，その合併に関して以下のよ

うな同様の定理が成り立つ.

定理 4.19 k 個の集合 Ei， I~玉 i~五 k， のそれぞれに対して

マトロイド Mi=(Ei， Jil ， l;;;;i計，が定義されている.

この時，次のような集合族

J={111=11 UI2 U. 叫ん， 1i 己 Ji> l~i討}

(4.37) 

を独立集合族とする集合 E=E1 UE.U …・ UEk 上のマ
トロイド M=(E， J) が存在する.またマトロイド M

の階数関数川土，それぞれのマトロイドMi> I~玉 i~訪の

階数関数を ri， 1;;五 i~誌とすると，次式のように与えら

れる.
k 

r(A) =xnin {1:; ri(X) 十 IA\XI }， A蹙. (4.38) 
XCA 1=1 

116 (64) 

なお上の定理 4.19 は， 後にのぺるマトロイドの分割

あるいは被覆などにおいても有用となる結果である.

以下では，マトロイドの合併によって得られるマトロ

イドを M1VM.， VM， などのように表わすことにしよ

う.

3.4節に紹介した横断マトロイドについて考えてみよ

う.有限集合 E に対してその部分集合族ダ={Sh S2' 

…， Sm} が与えられた時，ダの部分横断を独立集合とす

るような横断マトロイドMが集合 E 上で定義される.

いま I!五 t孟m なる各 t に対して，集合 Si 上で階数関

数 η(Si)=1 を有するマトロイド Mt を考える. この

時，横断マトロイド M が上のようにして定義されたマ

トロイド Mt， I~五 i孟m の合併として

M=M,VM.V......VMm (4.39) 

と表わされることが以下のようにしてわかる.

ρz三m なる p 個の要素から成るマトロイド M の独立

集合 1M={CjICjEE， 1 壬 j ，壬討は Y の部分横断である

から 1 ~五 í~三m なるマトロイド Mi の独立集合 1i の和

として

1M ={CtI Ct εS叩 1 ~五 l~五 ρ}

={Ii, U1'2 U …… U1imll 豆 j 豆P に対して 1ij は
Mij の独立集合}

(lij, 1 話 j;孟m は空集合でもよし、)

と表わすことができる.

マトロイド M， Mt , I~玉 t話m， の階数関数についての

べよう.まず M の階数関数 γ は式(3.24) (3.4 節参照)

にあるように，ダの添字集合を 1={1 ， 2，… ， m} とする

と

f(X)=72?{|S(J)nXト IJI+11IL X蹙  

(4.4D) 
で与えられる.

一方， 1 三i~五m なる各 i に対してマトロイド Mt の階

数関数をr，とすると，合併マトロイト~M，VM2V…VMm
の階数関数〆は (4.38) を用いて以下のように表わすこ

とヵ:で?きる.
m 

r'(X) =min {1:; η(Y)+IX\ YI} 
Yc::X t=1 

=min! IS-l( Y) I + IX¥YI} 
ycX 

=min !11\ JI 十 IS(J)nXI}' (4.41) 
]Cj 

ただし S-I(Y) ={i ISin Yキゆ 1 ~五 i~三 m}. したがっ

て (4.40) ， (4.41) より (4.39) の両辺のマトロイド6階数

関数が等しくなり

ァ(X)=〆 (X) ， ,</ XçE 

となることが確認される.

〔マトロイドの交叉]

(4.42) 

さて次にマトロイドの交叉(intersection) について考
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えてみよう.

たとえば，集合 E 上で定義された 2 つのマトロイド

M ,=(E, JT , ), M2=(E , JT2) に対して， {III ç;; E , I E 

JT， かっ 1 E JT2} (なおこのような集合 I を以下では IE

J川JT2 と書くことにする.)によって表わされる集合

族はマトロイドの“独立集合族"となるであろうか?

上の聞いに対する答えは NOである.以下のような例

を考えれば，それが明らかとなろう.

頂点の集合 V， W， 弧の集合Eを有する 2 部グラフ G

(V， W， E) において，弧の集合 E 上のマトロイド M"

M2 を次のように定義する . E の 2 種類の分割d E , UE2 

U…… UEm, E1UE2U …… uEn, ただし m= lV l ，

n=IWI を考える.ここで Ei' EJ はそれぞれ E の要素

のうちで頂点 Vi E V， 叩jE W に接続している弧から成

る集合を表わすものとする. この時，マトロイド M，=

(E, JT , ), M2=(尻、f2 ) の独立集合を次のように定義

する.

JT,={XI IXnEil 孟 1 ， 1;玉 i孟m， X�;;E} 

JT2={XI IXnEJI;玉 1 ， 1 壬j出， X�;;E}. 

つまりマトロイド M"M2 は 3.4 節で紹介した分割マ

トロイドである.したがって IEJ・， nJT.， I ç;;E によ

って定義される集合は 2 部グラフ G(V， W， E)のマッ

チングの集合となるのでマトロイドの独立集合とはなり

得ない(マッチングの集合がマトロイドの独立性の公理

を満たしていない例は容易に示すことができる)ことが

理解されるであろう.

マトロイド M"M. の交叉は以下のように定義するこ

とができる.マトロイド M"M2 の完全集合(spanning

set，マトロイドの基底を含む集合を完全集合とよぷ)の

族をそれぞれ.9'"ダ2 とし，それらを用いて次のよう

な集合族を定義する.

ダ，^ダ2={X， nX2 IX， E.9'" x. E.9'2}. (4.43) 
岨上式で与えられる集合族を完全集合族とするようなマ

トロイドをM"M2の交叉とよび， M， ^M2 と表わすこ

とにする.このようにして定義されたM， と M2 の交叉

マトロイド M， ^M. がマトロイドとなることは，以下

のようにして理解されるであろう.

まず前に定義した合併マトロイド M，VM2 の基底は，

M"M2 の基底の集合族をそれぞれ a"a. とすると，

B , Ea" B2 Ea2 に対して， B， UB2 の形の集合の中で

最大個数の要素を有するものである.したがって M"
M2 の合併マトロイドの双対マトロイド(M，VM2けは，

B， nBdただし B，Ea" B2 Ea2 に対して B，=E\B"

B2=E\B2 ) なる形の集合の中の要素数最小のものを基

底とするマトロイドとなる.つまり B， E aλ B2Ea2* 
(ただし a，*， a2* はそれぞれM"M. の双対マトロイ

1982 年 2 月号

ド M九 M2* の基底の集合族)であるから， (4.43)で与

えられる集合族を完全集合族とするマトロイドが得られ

たことになる.

以上の議論において ， M"M2 をそれぞれの双対マト

ロイド M，*， M.* と置き換えることによって次の定理が

ただちに得られる.

定理 4.20 2 つのマトロイドの交叉マトロイド M，^

M2 は次の関係を満足する.

(M,^M2)*=M,*VM.*. (4.44) 

f合併マトロイド，交叉マトロイドの限定と締約]

マトロイドの合成，交叉に関する操作と限定，縮約に

関する操作との組合せに際して得られる結果をいくつか

掲げよう.

集合 E 上のマトロイド M" M. に対して， E の部分

集合 Tç;;E をとると，限定マトロイドに関して次の関係

が成立することは容易にわかる.

(M， VM.) ・ T= 日ム・ T)V日1[2 ・ T). (4.45) 

またマトロイドの締約に関しては，以下のような関係

が双対マトロイドと定理 4.20 の関係 (4.44) とを用いて

得られる.

同ム IT) 八日12 IT)=( リム IT) 本 V(M2 IT)専門

(定理 4.20 より)

=(川I[，*.T)V (M.*.T))* 

(双対性の式(4.20) より)

= ((M,*V M2*) ・ T) 本 ((4.45) より)

=(M，*VM2*)*IT 双対性(4.20) より)

= (M ,̂ M.) I T. 定理 4.20 より)

したヵ:って

(MdT)^(M.IT)=(M ,̂ M2)IT. (4.46) 

なおこれまでは 2 個のマトロイドから派生された交叉

マトロイドについてのベてきたが，集合 E上で定義され

た 3 個以上のマトロイドに関しても，マトロイドの完全

集合族を用いることによって 2 個の場合と同様の議論が

できることは明らかであろう.
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