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最適制御理論の動向 (2)

坂本

5. 最適制御問題におけるテント法

終端制御問題 (terminal control problem) ともよば

れる次の問題を考えよう. (前回の問題 3-3 ，若干の記

号の変更がある. ) 

問題 I 目的関数 J(to， thxo ， u( ・ )， x( ・))=

F(叫ん))→最小

制約条件 (i) :i:(t) =f(x(t) , u(t)) , 

to話 t~王 t1

(ii) x(to) E Mo , X(t1) E M1 

(iii) tO ， t1 自由
(iv) u(t) ι U. 

ここに， x=(x1 ， … ， xn)は n 次元ユークリッド空間の

点(ベクトル)であって，システムの状態(出力)を特性づ

ける . u=(u1， … ， ur ) は ， r次元ユーグリッド空間の点で

あって，制御(入力)を特性づけるものである . u=u(t) 

は，区分的に連続であって，与えられた集合U 内の値を

とるものに限定する. (いわゆる許容グラスー許容制御の

指定).

F(x(ら))は Rη で定義された連続微分可能な関数

F(x1， …， xn) の，終端時刻 t=t1 でのシステムの状態で

の値である . Mo , M1 はなめらかな多様体とよばれるも

のであって，連続微分可能な関数を用いて与えられた連

立方程式，あるいは不等式の解の集合として与えられる.

最適制御問題の目的関数の最小値を達成する組 (to 0 , 

t1 0 , Xo 0 , UO ( ・ )， X O ( ・))を最適制御問題の解といし、 ， UO ( ・)

(u(t) ， to ;五 tくん)を最適制御 (optimal control) , XO ( ・)

(x(t) ， to;三 t;五九)を最通量トラジェクトリ (optimal trajeｭ

ctory) ，対 (UO ( ・)， XO ( ・ ))((u(t) ， x(t)) , to孟 t~五九)を最

適過程(optimal process) という.過程が最適であるた

めの必要条件を，前回その考えに重点、をおいて解説し，

いくつかの間題への適用を行なったテント法(前回のロ

シア語を MeTO且山aTpOB に訂正)を用いて導こう.

さかもと みのる 専修大学
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実

その方法は，集合 f}i (i =O， … ， n) とそれらのテント

Ki(i=O， … ， n) を構成し，定理 1 ， 2 を用いることであ

った.

点 x1 =x(九)(\，、まのところ固定しているとする)を通

る ， F(x) の等高曲商 P={xjF(x)=F(X1)} が分離す

る半空間のうち， F(x) の値が小さいほう，すなわち，

(xjF(x) くF(x1 )} に点引をつけ足した集合を仇とす

る.つまり ， !�o={xjF(x) <F(引)} u (xd とする.

トラジェクトリの端点を制約する多様体 M1 (集合)を

!ì1 とする.

集合仇は， 多様体 Mo 上のある初期点 Xo から出発

する，問題に指定されたトラジェクトリの可能なすべて

の端点からなる集合，いわゆる到達可能領域とする.つ

まり，点 x*ERη は，点 XOEMO から，問題に記述した

規則 :i: =f(x， u) ， UEU にしたがって運動して， この点

x* に達しうるとき，またそのときに限り，集合!ìz の点

となる.

このとき， 前回でと同様の， 次の定理が成立する.

I過程(u( ・ )， x( ・))が，問題 I の最適過程であるための

必要十分条件は， f}o nf}1 nf}2 =  (xd ， ただし，この過程

のトラジェクトリの端点 X1 =X(t1 ) 左する. J これを証明

しよう.この過程が最適であるとする . x* E!�o n!�1 n f}z, 

x*キ引が存在するとすれば， F何事 ) <F(xtl ， 目的関数

により小さい値をとらせる，終端の条件を満足する，許

容制御で到達させうる端点をもっ，過程(u*( ・)， x*( ・))

が存在することになり，過程 (u( ・ )， x( ・))が最適である

ことに矛盾する(必要性の証明終り).上の共通集合が i

点 x1 だけであれば，これより小さい値を目的関数にと

らせる，制約条件を満たす過程は他にはない . (十分性の

註明終り)

集合。0， f}h f}2 のテント(凸錐)Ko， Kh  Kz を作ろう.

いままでと同様 Ko ={xj iJfO(X1)jiJX ・ (x-x1 ) 孟 O} とな

り K1 は， f}1=M1 の点引での接平面にとればよい.

集合 !ìz のテント Kz を構成するためには，かなりの

手続きが必要である.そのために，まず， 制御 u(t) ， to 
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の教科書参照).ここに， ç=(九…， çn) , ðf/ðx は，要

素ðfi/ðxJ をもっn次の正方行列である. (2) と (3) とを

比較して

ðx(r)=h (f(x( τ) ，り) -f(x(r) , u( r))). 

t三主土空では， h' は小さい正または，負の数

量(む +h') 与ま (t1 )+h'f(x(t1 ) ， u(t1 )) キX {t1)+ 
δx(九 )+h'f(x {t1) ， u(ん)) (6) 

(第 l 式は，テーラー展開，第 3 式は，第 2 式第 1 項に，

式(3)を用いる).

終端時間 t1 が固定されていないことに対応して，時刻

t1 +h' で終る場合もありうるので， 主(tt+h') ε(}2 であ

る. (6)式は

x(tt+h') ヰ x1 +即，叩=δx(ttl +h'f(x(t1)' U{t1)) 

と書ける.この却を変位ベクトルとよぷ.

出発点 Xo は多様体 Mo 上に選べるので， 考えている

点 x(to ) の Mo の接線ベクトルをおとし ， x{to) +れか

ら出発する，制御 u(t) ， to~t三三んに対応するトヲジェク

トリ x(t) の端点王(t1) を考えよう.方程式 (4) の，初期条

件 Ç{to) =れをもっ解を ç(t) ， to<t~五むとするとき ， X(t1) 

=x(ttl +ç(ttlが成立する.つまり ， ç(ん)も変位ベクト

ルである.すなわち

叩=Ç(ttl (8) 

点列十回そのものは，集合仏の点ではないが，集合

。2 から ， h ， h' に関し 2 位の無限小内の距離にある.

ベクトノレ却はり， h , h', Ço に依存する， これらの可能

なあらゆる選択に応じてできる即の正の係数での線形

結合を作る.ベクトノレ却とそれらのこのような線形結

合を点引から描くことによって，集合 {}2 のテント K2，

すなわち，この集合を近似する，頂点引をもっ凸錐が

得られる.

こうして得られた Ko， Kh K2 を用いて， 過程 (u( ・)，

x( ・))の最適性の必要条件が，テント法により得られる.

つまり，その条件は， Ko , Kh K2 が分離されているこ

(5) 

(7) 

)
 

1
 

(
 

制御の針状変分
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図 1

u 

主 (t) キx(t)+δx(t) (3) 

であることが証明される.ただし， ç=ðx(t)は変分方程

式(variational equation) 

ç=司f(x(t) ， u(t) )/ðx ・ ç (4) 

の解である(たとえば， [9 J , [10J，その他の微分方程式 到着可能領域のテント

オベレーショ γズ・リサーチ

=玉 t~五むから，その連続点 r， to<r<t1> で集合 U の任意

の点、 u をとり，新たな制御召(t) を次のように作ろう.

(針状変分という，図 1 ) 

(v: r-h<t<r 

刃 (t) =-{u(tいその他の九九三三t~t1

¥U(t1) : t>九

ただし， h>O は， r-h>to を満たす小さい数である

とし，点らでは制御召(t)は連続であるとする.こうして作

られた，冨(t) が許容制御であることは明らかであろう.

この制御召(t) ， to~t~t1 に対応する，時刻 to に点 Xo

を出発する，考えている対象 x=f(x， u) のトラジェク

トリ x(t) ， to孟t孟t1 と ， (もとの制御 u(t) ， to~五 t三五h に対

応する)トラジェクトリ x(t) ， to孟 t~五九とを， 時間区間

をわけて比較することにしよう.

to~玉t~r-h では，両者は， 初期点， 制御とも同じで

あるから，同じ微分方程式の解であって ， x(t) =x(t). 

特に，主(τ-h)=x(r-h)でもある.

f(x， u) は，相空間での相点 z の運動速度であること

を考えて

孟 (r) 与 x(r-h)+hf(x(τ ) ， v) ，

x(τ) 与x(r-h) +hf(x(r) , u(r)) 
である.ここで，上に得た， 主(r-h)=x(τ-h) を用い

ると ， t=r では

主 (r) =x(r)+h(f(x(τ ) ， v)-f(x(τ ) ， u( r))) (2) 

ここで，近似記号与は (h， 後の h' 等に関する) 2 位の

無限小の精度内で等号が成立することを表わす.

1';;五 t主五九では，蕊(t)=u(t) であり，主 (t) ， x(t) は初期

条件が， (2)で結ぼれる同じ微分方程式の解であること

から

国 2
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と(前回，定理 1 )である.さらに，そのため必要条件は h>O であることから，この不等式は

次の条件(前回，定理 2 )である 1jr(r) .f(x(r) , v) 壬 1jf( r) ・f(x( r), u( τ)) ， 

「次のような少なくとも 1 個はゼロでないベクトル ao，

ah a2 が存在すること.

ai'(x-x1 ) 孟 0，すべての xeKi， i=0， 1 ， 2 (9) 

aO+al十a.=1 (10) 

条件 (9) から考える . i=O では， K。の作り方 (Qo の

接平面)から ， ao=-lJfo(ôF(xd/ôx)を選ぶことになり，

ただし，数lJfo 11, lJfo ;玉 0， ;=1 では. K， ={xl 亙・ (x

x， )=O} の形で与えられることになり， ベクトル a， は

M1 に点、引で直交するように選ぶことになる.

i=2 では K. の作り方から，すべての変位ベクトル

却に対し a.・w孟O になるよう選ぶことになる. このた

めに，変分方程式 (4)に対する共役な方程式

lJf=-lJf 'ôf(x(t) , u(t))/ôx (11) 

を考える . ç(t) , lJf (t) が，それぞれ，方程式(4). (10) 

の，区間 t'孟 t三五 t" の解とする，内積 lJf (t) ・ ç(t) の微分を

計算して

d(lJf (t) ・ ç(t) )/dt= lJf (t) ・ ç(t)+ lJf (t) ・ Ç(t)=0

となり ， lJf (t) ・ ç(t) =const, t'孟 t;玉 t" を得る.したがって

lJf (t') ・ ç(が ) =lJf (t") ・ ç(t") (12) 

初期条件 lJf(t，) =向 ((9) ， (10)を満足する a.) をもっ，方

程式(11) の解を lJf (t) ， to ;;i， t;至 t， で表わそう.このとき，

(1 0)から，内=-ao一向であって ， ao= lJfoôF(x， )/ôx で、

あったから

lJfoôF(x)/ôx- lJf (t，) ムM，: 点引において (13) 

を得る.

前に得た ((8)参照)変位ベクトル回=ç(t.) に対して

は， a.・叩壬 O は a. ・ ç(九)孟0 となる. -Ço も接線ベクト

ルであり，方程式(4)が線形であることから，叩=-ç(ん)

も変位ベクトルで、あり ， a. ・ (-W，)) 豆0 でなければな

らない.このことから ， a.'ç.=O となり， (12)から

lJf(to) 'ço=lJf(to) ・ ç (to) =lJf(tl) ・ ç(t， )=-a. ・ ç(t， )=O

となる.こうして，ベクトル lJf (to ) は ， Mo の点 x (to)に

おける任意の接線ベクトルれと直交すること，すなわち

lJf (to ) 上Mo. 点 x (to) で (14) 

となる.

次に. $IJ御 u(t) の連続点、である時刻U r と点 veU と

を選ぼう.初期条件を(ラ)とする ， ç(r)=öx(r)である，

方程式 (4)の区間 [r， t， J 上の解を ç=ö(t) と表わそう.

このとき，考えている条件 a.・即孟O での， 加として，

叩=öx(引をとることになる( (7)で， h'=O とした).つ

まり ， lJf(t，) ・ 8叫ん)豆O(a. の前の選び方から)， (12) で，

t'=r, t"=t" �(t) =öx(t) として，ザ(r) ・ δx( r)=lJf(ん)・

öx (t，) 豆 0，さらに (5) から

h( lJf (r) ・f(x(r) ， v)- lJf (r) ・f(x( r)， u(r))) 壬 0

1982 年 2 月号

veU のとき (15) 

となる.

最後に，制御蕊(t)が，時間区間[to， t1 J から ， [to, t ,+ 

hっとかわり . u(t)=u(ん)， [t" t1 +h'J のとき (h'>O と

して)， (7)で öx (t，) =0 となり，変位ベクトル w=hγ

(X (tl)'U(む))を得る. これに対しでも a.・叩謡 0，

h'a. ・f(x(ん)， u (t，)) 三五 O が成立しなければならない . h' 

は正にも負にもなりうるので， a. ・f(x(ん )， u(t， ))=O， す

なわち

lJf(t，) ・f(x (t，)， u (t，)) =0. (16) 

以上の結果，つまり最適性の必要条件を記述するのに

都合のよい次の記号を導入する.

H(V, z , u)=V-f(z, u)=2vtF(z, u) ( 17) 

このとき. (11) は

lJf=-ôH( lJf, x(t) , u(t) )/� 

のように書け，問題の微分方程式は

土=ôH(1F， x(t) , u(t) )/�lJf 

と書くこともできる.式(15) ， (16) は

(18) 

H( lJf (r) , x(r) , u(r)) =max H( lJf (r) , x(τ ) ， v) (19) 
veU 

H(lJf (t，)， x(九)，U(tl)) =0 (20) 

のように書ける.

最後に， lJfo=O (ao=O) のときに a.=O だと ， al=O 

となり ， ao=a1 =向=0 となるので，lJfo=O のとき ， a.キO

でなければならない.したがって，初期条件lJf(九)=a.

をもっ，方程式(11)( 18) の解は，ゼロではない非自明解

である.このことを. IlJfol + I lJf l キ O のように， ベグト

ルの長さ I lJf l を用いて表わそう.

結局次の定理を得た.

定理 1 (最大値原理). (u(t) ， x(t)) ， to亘 t;三九が問題 I

の最適過程であるためには， 次の条件を満足する数民

と連続なベクトル関数型r (t) , to話 t;玉んが存在しなければ

ならない.

1) lJfo ;玉 0 ， IlJfol + IlJf(t) I キ O， to孟 t孟 t1 ・
2) lJf (t)=(夙 (t) ， …，lJf旬 (t) ) は， (u(t) ， x(t)) に対応

する共役方程式(11) (1 8) の ， to謡t話内上の解である.

3) u(t) の連続点 T， to孟 T歪んで. (1 7)で定義される

変数 u の関数 H(lJf(r) , x(r) , u) は，集合 U 上で

は. u=u(r)で最大となる (19).

4) 終端時刻 t=t， における関数H の値がゼロである

(20) , (16). 

5) トラジェグトリの左端点および右端点、における，

いわゆる横断性の条件 (transversality condiｭ

tions)(13) ， (14)を満足する.
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6. いろいろな問題と最大値原理

8. 1 種々の境界条件

問題 I で

ジエグトリの丙端が，それぞれ時間的に変化しない与え

られた領域 Mo， Ml に属するよう要求されていて，この

問題を固定域問題という t=to における左端点 Xo が与

えられている場合には，初期点、の変動による変位ベクト

ル (8)に対して得られた条件は，取り除かれる(条件 x(to )

=xo が代りとなるにこのことを， 問題と定理での変更

個所だけを書いて，次のようにまとめておこう.

問題 I の 1 : (ii) Ç::l叫ん)=xo， 固定左端点，叫ん)εMj ・
定理 I の 1 : 5)や条件 (14)を除く.

次に， x{to) =xo(左端点固定)で x(む ) ER"(右端点

自由)の場合を考えよう.このとき，定理 I の条件 5) ，

横断性の条件(1 3)は，事roòF(叫ん ) )/òx=1Jf(九)となる.

そこで，定数 1Jfo( 孟 0)が，ゼロであるとすれば，1Jf(九 )=0

となる . 1Jf (t) が満足すべき(定理 I の条件 2) の)方程式

(11 )(同じく (18)) は，線形同次方程式であるので，境界条

件 1Jf{tl) =0 では， 1Jf (t) は自明解(1Jf( t) 三 0) となる. この

ことは，定理 I の条件1) に反する. したがって，れ<0

でなければならない.さらに， 1Jfo= ー l としてもさしっ

かえない.こうして，今の問題と，それに対する最大値

原理とを次のように記述できる.

問題 I の 2 目的関数 J(u( ・ )， x( ・ ))=F(叫ん))

→最小

制約条件 (i) .i:(t) =f(x(t) , u(t)) 

(ii) x(ら)=xo， x(九) ER"( 自由)

(iii) to ， t1…固定

(iv) u(t) εU 

定理 I の 2 (u(t) ， x(t)) ， to~玉 t豆んが，問題 I の 2 の

最適過程であるためには，次を満足する連続なベクトノレ

関数 1Jf (t)= (帆 (t) ， …，1Jf鈍 (t) ) が存在しなければならな

し、.

1) 11Jf(t) I キ 0， to~t~五九

2) 1Jf(t) = -òH(1Jf (t) , x(t) , u(t) )/� 

3) u(t) の各連続点 1:， to謡T三五九で，最大値条件

H(x(τ ) ，1Jf(1:)， u(τ))=maxH( 1Jf('C')， x(τ ) ， v) 
VEU 

を満足する.

5) 町内)=-òF(x(九 ))/òx

ただし，関数 H は (17) で定義する.条件番号は定理

I にあわせた.

この問題について， 最大値原理を用いて，最適過程

(の候補)が，その存在を仮定して，どのような手順で求

められるかをみておこう.

ステップ 1Jf を導入し， H関数を作り， 3) の max

108 (56) 

H( 1Jf, x , u) を達成するが=u*( 1Jf， x) を求める.多くの

例では， u*=日 (1Jf) のように求まる.

ステップ 2 u*=u*(1Jf， x)を，問題の制約条件(i) ，定

理 I の 2 の条件2) の方程式に代入し，それぞれ，制約条

件 ii) ，定理 I の 2 の条件 5) を，初期条件，境界条件と

する次の境界値問題

土=f(x， u*( 1Jf， x)) ， x(九)=xo，

型r=òH( 1Jf， u*( 1Jf， x)) , 1Jf(tl) =òF(叫ん))/òx，

を解く(前者は，形をそろえて，関数 Hを用いて表わす

こともできるにこうして，1Jf本 =1Jfペ t) ， x*=x市 (t) を得

る (u*=日 (1Jf) の場合には，後者の方程式だけから ， 1Jf* 

=1Jf*(t) を求める.つづいて1 U*=U本 (1f (t)) =U*(t) を

前者の方程式に代入して.ポ=x(t)を求める).

ステップ 3 形式的には， U*=U*( 1Jf本 (t) ， X*(t)) = 

u*(t) として，最適制御 u=u(t) が得られるが， その具

体的な式を求めるよりは，認=u(x) の形に求めるのが容

易であり，実用的にもそれで十分である(たとえば最適制

御のシンセシス，次回と， [10J参照).

具体な例を考えよう.

問題 A 目的関数 F(x(川 )=(X2 {tl))2

制約条件 (i) が=が，勾=u

(ii) x(ら ) =Xo. x(九 ) ERn・..自由

(iii) 九=0， t1 =1

(iv) ー 1;豆u孟 i

ステップ H( 1Jf， x， u) =1Jf1X2十 1Jf.u，

u に関する最大値条件から

(1 ,… 1Jf.>0 のとき，

u本 =1 ー 1 ，… 1f.<0 のとき，

lu， l u l<l ，…1Jf.=0 のとき

ステップ 2 u*=日 ( 1Jf) の形式である.

( 夙作い日=0叫O久刊，
習1Jf2= 一型1Jf" 軍1Jf2以(1り) =�(x( 1) )/�'=O 

これを解いて， 1Jf1*(t) 三C三一2x1 (1) ， 民*(t) =2x1*(t-

1) ， 0孟 t謡 1.1Jf2*(t) は， 0孟t孟 1 で一定符号で， x1市 (1) の

符号で定まる.制御ポ(t) はが*(1)に依存して，次のよ

うに定まる.

a) が引1) >0→1Jf2*(t) <0→u引t)=-I ， O~芸t豆 1

b) x1*(I) くO→1Jf2*(t) >0→u*(t)=I ， O孟t孟 1

c) x帥 (1)=0→1Jf2 (t) =0→u本 =u(t) ， lu(t) I 豆 1 ， 0話

t::.玉1.

x 1*(t) , x"*(t) , 0謡t謡 l を， (i)の方程式を，初期条件を

が*(0) =X01, x2*(0) =X02 として解いて決定する.上の

ケースと対応させて，次を得る.

a) u=-I , x'*(t)=-t十 xo"， Xl*(t) = ー 1/2t"+xo"t

+xo1， x 1 (1)>0 だから X01+XO'> 1/2 

b) u=l , x2*(t)=t+xo', xl(t)=1/2t2+xo1t+ .xo1, 
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図 3 問題Aの解

x1 (1)<0 だから X01+X02< ー 1/2

c) 日=u川u( 't") I 孟 1 ， x'*(t)=xペ;u(T)dc

x1 (市z州~:d t ~:u(付+xμ1(1)=0だから，

x1 (1)=xo1 +xペ;(1 ー巾(付=0

I~: (1一例付 1<1/2 であるので，一 1/2孟 XOl十
xo'孟 1/2.

三九三三宅7' 3 時間の関数としての制御日 (t) の式を得

ることは，初期点にも依存して困難である.ステップ 2

の結果から，初期点の範囲に応じて，次を得る.

(ー 1 ， 0孟 t~玉 1 ， X01+x02> 1/2 のとき

u*(t)=11 , O~五 t~五 1 ， X01+X02< ー 1/2 のとき

lu(t) ， O~玉 t壬 1 ， -1/2亘 X01+XO'孟 1/2

ただし， ~: (1ー巾(τ)d't" =一 (X01+XO')
(図 3 参照，そこでは日(t) の値ごとの初期点の領域を点

線で区分してある).

(X1 ， X2 )一平面上のトラジェクトリの曲線は，ステップ

2 で求めた，時間 t を消去して求めることもできるが，

方程式(i)から ， dx2/dが=u/がを作り， これを初期条

件を与えて解くことによっても求まる.図 3 にその例を

描いてある.なお，中央の u* が任意である領域では，

u=l ， u= ー l ， u=I/2， u=ー 1/2 とを揃いである.

6.2 種々の目的関数

閉重工の， トラジェクトリの境界条件が変わった場合

に，対応する定理 I の変更を見てきた.今度は，目的関

数の変更がある場合にも，基本的定理である定理 I から，
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対応する定理(最大値原理)が容易に導かれる

ことを示そう.

問題耳 目的関数 J(to ， t"xo， u( ・ )， x( ・)=

jyo(Z(川(川→最小

制約条件 (i) :i: (t)=j(x(t) , u(t)) , 

t。孟 t~玉 t1

(ii) x(to) E Qo， x(t， ) ε Q， 

(iii) to ， t，: 自由

1 
x' 

(iv) u(t) E U 

次の微分方程式にしたがう，座標がを導

入しよう.

土o=jO(x， u) , XO(to) =0 (21) 

制約条件として (i) に，これを追加する.

xO=O, (x1 ， … ， xη)ε Qo である点(XO， x1 ，
.. xn) の集合を Mo， XO が任意で， (x 1 ， ・ 1
xn) EQl である点、 (XO， x 1 ， ・" xn) の集合を

M1 とする . F(xO, x' ， … ， xn )=がとする.

こうして，得られる n+l 次元の問題 I に，

問題Hが同等であることは，容易にわかるで

あろう.それを示しておこう . (u(t) , x(t) )， to;;;;t~玉んが，

問題 1 (11) の制約 (i) を満足するある過程であって，

x(to) ε Qo， X(tl) E Q， であれば，

訓吋:。fO(Z(Mt))dt

とおくことによって，哩重工の( i) および，方程式(21)を

満足する過程 (u(t) ， (XO(t) , x 2(t) , "', xn(t))) ， to孟 t;玉ん

をうる.このとき，この，初期状態および，終端状態は

Mo， Ml に属し ， J=XO (ん)である.上のことを逆にたど

って，座標 XO(t) を消去で、き，もとの問題Eが得られる.

この問題に対する最適性の条件を導こう .H 関数( 17) 

t主

H=  (IF, x , u) = f://fdi(x, u) (21) 

であり ， xo には依存しない.したがって， If! (t)=(叫(t) ，
If!I (t) ， … ，If!π (t) )に関する共役方程式(18) は

If!o(t) =const, If!j(t) = -òH( If! (t) , x(t) , u(t) )/òxj , 

j=l ,…, n (22) 

さらに，横断性の条件(14) ， (13) は ， M。の点の第 l 成

分がゼロ M， の第 1 成分は自由であること， また，

òF/òx= (1， O， ・'， 0) であることを考えて，次のようにな

る.

(If!dto) ，… ，If!η (to) )上 Qo， 点 x(to) で・ (23) 

(If!dttl ， … ，If!η (t，)) .L Q" 点 x (t，) で (24)

If!o- If!o(t,) =0. 

定理 I のけから， 事ToZ玉 0 であるから，最後の式は，
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れ(t) 三事ro壬O を意味することになる.こうして，定理 I

とまったく同じ形式の次の定理が得られる.

定理E 過程(u(t) ， x(t) ), to豆 t-;.誌が問題Eの最適過

程であるためには，次の条件を満足する数民と連続な

ベクトル関数 'fJf (t)=(民 (t) ， 'fJf1 (t) , … ,'fJfn (t) )， to孟 t~玉ん

が存在しなければならない.

1) 'fJfo謡 0， l'fJfol + 1'fJf(t) I キ 0， tO;5, t ;5, t 1 

2) 民(t) ， …， 'fJfn (t) は (u(t) ， X(t)) に対応する方程

式(22) の解である.

3) u(t) の各連続点 'l"， to~ 'Z";;五九で， (21)式で定義され

u の関数 HI工，集合 U において，点 u=u( 'Z') で最

大になる.

4) 終端時刻 t=んでの関数 H の値はゼロである.

5) トラジェクトリの左端点および右端点での横断性

の条件(23) ， (24)を満足する.

さらに， 目的関数が，問題 I と問題E のそれらの和で

与えられる，いわゆるボルッアの問題では

J (to, t10 x o, u( ・ )， x( ・))=じ fO(x川(t))dt+
F(x(ん))

であって，問題E のときと同様の XO ( (21) 参照)を導入

して

J=XO(t1) +F(x(ttl) 三F(X (t1)) x=(XO, x 1, …, xn) 

のように定まる新しい目的関数をもっ問題 I を得る.あ

るいは， XO を， 止。 =fO(x， u)+Fx.f(x, u) , XO(to)=xo 

として導入すれば， J=XO(tけとなり，この問題は問題E

と類似の，問題 I の特殊ケースとなる.

また，制約条件 i) の方程式の右辺が， f(x， u， t) ， 目的

関数が F(X (t1) ， ttl ， さらにその被積分関数が fO(x， u，

t) のように， t に陽表的に依存するものがある場合には，

新しい座標

」士η+1 =1 ， X1
n+1(tO)=to 

を導入して(時聞をつの状態変数とみなして)，対応

する定理(最大値原理)を修正することによって，それぞ

れの問題に応ずる最適性の必要条件を与える定理(最大

値原理)を得ることができる，ここでは，それは行なわ

ない.しかし，実際の具体的問題が与えられたときには，

その問題を，上述の問題 1 (あるいは，問題n)に変形し

た後に，定理 1 (あるいは，定理n)を適用しでもよい.

このような問題の解き方の例を次の具体的意味をもっ問

題でみてみよう.

問題B 目的関数 J(q( ・ )， N( ・))=一(仁川dt+
N(ん))→最小

制約条件 (i) dN/dt=-q+(N-q)[a-r(N-q)J 

(ii) N(to) =N。

110 (58) 

(iii) to =0 ， t 1 =T: 岡定

(iv) 0孟 q(t) 豆 N(t).

この問題は，一種類の魚類の最適収獲政策を決定する

単純な問題である . N(t)は時刻 tにおける魚の個体群数

であり ， q(t)は時刻 t における漁獲量(率)であって， (iv) 

の範囲内でコントロールで、きる区分的に連続な関数であ

るとする.パラメータ ， a , r はそれぞれ，この個体群の

成長係数，個体群内での競合の度合を特性づけるもので

ある . N(t) の時間的変化が (i) の方程式で記述されるも

のとする(詳細な検討は略す).

[0 , TJ 問の総漁獲量と終端時刻jでの個体群数との和

(後者は，その時刻に瞬間的に全部収獲すると考えても

よし、)を最大にするような，漁獲方式を決定するのが問

題である.問題の記述は，最小化問題になるように，目

的関数の符号を定めた.これを解こう.

新しい変数 G を次を満足するものとして導入する.

dG/dt= ーq(t) -dN /dt= 一 (N-q)[a-r(N-q)J ，

G(O)=No (第 2 式では， (i) を用いた).このとき， 目的

関数は， G(ttl(=G(T)) となる.こうして ， (X1 ， X2 ) 三

(G， N) である問題 I の 2 の型の問題に変形できる (to=

O, t 1=T). 

問題B' 目的関数 G(T)→最小

制約条件 (i) dG/dt=一 (N-q)臼-r(N-q)J ，

dN/dt=-q+(N-q)[α-r(N-q)J 

(ii) G(O)=N(O)=N。

(iv) 0孟 q(t) ;5， N(t)

定理 I の 2 と前にのぺたそれによる手I1原に準じて， こ

の問題を解こう.

ステップ 1 H( 'fJf, G, N , q)=( 一民+民) (N-q) 

[a-r(N-q)J-q 民，関数 Hは q の 2 次関数である.

Hに最大値をもたらす q の値は， [O， NJ の内点にある

として ， òH/δq=O を満足する q としておく.

ステップ 2 'fJf1 =-òH/òG=0,'fJf1 (T) =1 , 

'fJf2= -�/� =òH/òq+民=民，

理r2 (T)=0.

後者の方程式は，ステップ 1 での式と ， Hの特殊性とに

よって得られる. これを解いて ， 'fJf1*(t) 三 1 ，1J九*(t) 三O

を得る. このとき ， òH/òq= 一 [a-2r(N-q)J=0 より

ザ(t) =N(t) -a/2r を得る . O ;5， q~玉N であるから，最適

制御は(ステップ 3 ) 

(N(t) -a/2r : N(t) 孟α/2r のとき
q*(t) = 1 

lO : N(t) <a/2r のとき

対応するトラジェクトリは

". (α2/4r+a/2r-N， N(t) ìi;， a/2r のとき
dN/dt=~ 

(N(a-rN) , N(t) <a/r のとき

を解いて，次のようになる.

N(O) 註 a/2r のとき ， N(t) = (a2/4r+a/2r) (I -e-t) 
+N(0)e-!(fi;a/2r). 
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図 4 問題C のトラジェクトリの可能方向

N(O) <a/2r のとき ， N(t) =aN(O)eat/[a+rN(O) 

(eat ー 1 )J…ロジスチック曲線.

最後に，最大値原理は，最適性の必要条件であること

を注意しておこう.つまり，最適制御の存在が確認され

ていて，最大値原理を満足する許容制御が唯ーであると

きに限り，それが最適であると言える.ところが，最大

値原理を満足する許容制御が複数個，ときに無限個ある

場合さえ多々ある(たとえば，問題A，図 3 の初期状態の

中央の領域の場合， 以下の例参照). この場合には，得

られたどの制御が最適であるかを別の方法で判定しなけ

ればならない.

最大値原理を満足する許容制御， トラジェクトリのあ

る問題の例で，問題Eの型(ただし，固定端点，固定時

刻U) の問題をあげよう.

問題C 目的関数 J(u( ・)， x( ・ ))=-j:t(Z)ゆ
→最小

制約条件 ( i) 云=u

(ii) x( ー 1)=x(I)=O

(iii) ー 1 妥u亘 l

この問題は，被積分関数が t に依存する積分形式の目

的関数をもつもので，定理E の後にのベた変形を要する.

ここでは，それらを省略して，解の概略をのベる.

H =  -1Jfot(X)2+ 1Jf, u , 1Jf, =2 1Jfotx , 1Jfo=const , 1Jfo<O 

ステップ uホ=1 ，1Jf， (t)>O; 日=一 1 ， 1Jf, (t) <0; 

さらにJ u*=O, このとき x(t) 三 O. ステップ 2 ， 3 

m に関する方程式から，第 1-象限では，上記の方程式

から，民<0，したがって，符号変化があるとすれば，

1Jf,*(t) >0• 1Jf,*(t) <0 したがって ， u*(t)=1• u*(t)= 

ーしに高々 1 回切り換わる.切り換えがあるとすれば，

トラジェクトリは，制約条件の方程式から ， x*(t) =t+c, 
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x 

+1 

ー +1 

ー

図 5 問題C の最適トラジェクトリ候補例

→z本 (t)=-t+C2 と変わる. このことを図 4 の第 1 象限

のように記号八で表現する.他の象限についても同様に

する.第 2 象限と第 3 象限との点線は，もし，型r， の符号

からは考えられる，そのような折線があるとすれば，初

期条件の関係で，逆向きの折線が生じることになるが，

それは許されないことから，実線で示す一方向のトラジ

ェクトリしかあり得ないことを意味している.

最大値原理を満足するトラジェクトリの例を図告に描

いである.それらは，それぞれ次のようにして定まる.

1. x(t) 三 u(t) 三 O，1Jfd t ) 三 O のとき， 2. x(t) =u(t) = 

1Jf, (t) 三 0， -1 壬t<t，山 <0; u(t)=I ，1Jf， (t)>O， t，<2>孟 t<

t2('); u=-I ，1Jf， <0， t2<2> ~t壬1.点 t，ω <0， t2ω は，条

件 1Jf， (t2(刈 =0， x (l )=O から， 一意的に定まる. 以下

3, 4も同様.図 5 に描かれているものの他にも最大値原

郊ーを満足する無数に多くのトラジェグトリがある(どれ

が，実際に最適であろうか? ). 

次回は，このような難点の克服を目ざした，最適性の

十分条件にもとづく，最適制御の決定方法についてのべ

ることにする.
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