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マトロイド理論の基礎 (5)

大山達雄

マトロイド理論においては，各種のマトロイドから一

般的に定義されて得られる別のマトロイドが数多く存在

し，それらが非常に重要かっ有用な概念となることがし

ばしば見られる.このように他のマトロイトeから一般的

に得られるマトロイドを派生マトロイド(induced matｭ

roid) と総称する.今回と次回にわたって， これらの派

生マトロイドに関する紹介を行なう.

4. 派生マトロイド

4.1 基本的な派生マトロイド

[打ち切りマトロイド]

独立集合族、F を用いて，有限集合E上にマトロイド

M=(E， J) が定義されている.M の階数関数 p に対

して k~玉 p(E)を満たす非負整数 k を用いて ， M の独立

集合族 J に対して

Jk={XIX E J , IXI計 (4. 1)

とする.式(4.1)で定義される集合族‘fk が集合 E上の

もうひとつのマトロイドの独立集合となることは，集合

族 Jk がマトロイドの独立性の公理を満足することか

ら容易にわかる.このようにして定義されたマトロイド

を M の k における打ち切りマトロイド (truncated

matroid) とよび， Mk と表わす.

打ち切りマトロイド Mk の階数関数 Pk は，マトロイ

ド M の階数関数 p を用いて以下の式で表わされる.

Pk(A) =min{k, p(A) }, AçE. (4.2) 

したがってマトロイド Mk の基底は， M における独

立集合のうちで要素数が k 個からなる集合であると言う

ことができる. 3 章にのべた h一一様マトロイドを考えて

みよう.集合 E の要素数を n とすると ， k-一様マトロ

イ仇ド Uk η はE の部分集合がすべて独立集合である自由

マトロイド(あるいは離散マトロイド)の k における打ち

切りマトロイド，すなわち (U匁川h，に相当することが

わかる.

おおやま たつお埼玉大学
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[限定マトロイド]

マトロイド M=(E， J) の限定( restriction，あるい

は簡約 (reduction) ともいう)を定義しよう.集合 E の

部分集合 TÇE が与えられた時に E 上のマトロイド

M の独立集合族、F に対して

、fM・T={XIXEJ， XçT} (4.3) 

とすると集合族 JM・T がマトロイドの独立性の公理を

満たしていることは容易に確かめられる . JM・T を独立

集合族とするマトロイドを M の T 上への限定マトロ

イド (restriction of M to T , あるいは簡約マトロイ

ド (reduction of M to T)) とよび， M・ T と表わす.

例をとりあげよう.弧の集合 E を有するグラフ G が

与えられた時に，集合 E 上の閉路マトロイド M(G) を

考える.グラフ G の弧の集合 E の部分集合を AçE と

して ， A に含まれる弧から成る G の部分グラフを G の

限定グラフとよぴ， GA と表わす. この時グラフ GA の

弧の集合 A 上に定義される閉路マトロイド M(GA ) は，

グラフ G の弧の集合 E 上に定義された閉路マトロイド

M(G) の A 上への限定マトロイドと同一であることが

容易に証明される.つまり閉路マトロイド M(GA ) の独

立集合は，弧の集合 AçE の部分集合のうちで閉路を含

まないようなものである.すなわちこれは閉路マトロイ

ド M(G) の A の上への限定マトロイドの独立集合に相

当する.したがってこれらの閉路マトロイド M(G) お

よび M(GA ) の間には次の関係が成立する.

M(GA)=M(G) ・ A. (4.4) 

たとえば図 4.1 のグラフ G における弧の集合 E= {1，

2,……, 11} 上の閉路マトロイド M(G) と ， E の部分集

合 A={1 ， 3 ， 5 ， 8 ， 10, 11} に対応する図 4.2 の部分グラブ

GA におし、て定義された閉路マトロイド M(GA ) を考え

てみよう.

図 4.1 のグラフにおける弧の集合のうちでAに含まれ

ていてかつ閉路を含まない集合である {1 ， 3 ， 8} ， {8, 10}, 

{3, 10, 11} などはし、ずれも弧の集合 A上で定義された閉

路マトロイド M(GA ) の独立集合である.また Aに含ま
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図 4.1 グラフ G

れる閉路 {1 ， 3, 5} は図 4.1 ， 図 4.2 のいずれのグラフに

対応する閉路マトロイドにおいてもサーキットを構成し

ている.

一般的には，集合 E 上のマトロイド M の集合 Tç;， E

上への限定マトロイド M・T は T に含まれない要素，

つまり T=E\T に含まれる要素の集合を集合 E から除

去することによって得られるマトロイドであると言うこ

とができる.上の図 4.1 ， 図 4.2 のグラフ上の閉路マト

ロイドにおいてこのことを確認されたい.

マトロイド M の T上への限定マトロイド M・T の

定義は，サーキ':/トを用いて次のようにのべることもで

きる.マトロイド M の T上への限定マトロイド M・T

は ， M・ T のサーキットが M のサーキットのうちで T

に含まれるもののみであるようなマトロイドである.

限定マトロイド M・T の階数は M の階数関数を p

とすると p(T) で与えられることもこれまでの議論から

明らかである.さらにこれらのマトロイドの閉包につい

ては，マトロイド M， M・ T の閉包演算子をそれぞれ σ，

σT とすると，これらの聞には次の関係がある.

σT(A)=o(A) nT, Aç二 T. (4.5) 

つまり上の式(4.5) は A ç;， T に対して， σ(A) ç;， T で

あれば σT(A)=σ (A) となり， また σ(A)~T であれば

σT(A)=σ (A)\(σ (A) \T) となることから明らかであろ

う.

たとえば図 4.1 ， 図 4.2 のそれぞれのグラフに対応す

る閉路マトロイドを M(G) ， M(GA)(=且，f (G) ・A) とす

ると A の部分集合 Al= {I， 3} ， A.={8，1O} に対する閉

包はそれぞれ以下のように与えられる.

σA(Atl={1 ， 3 ， 5}=σ (Atl ç;，A 

σA(A.)={8， 10}={8， 丸 10} nA 

=σ (A.) nA. 

[締約マトロイド]

マトロイド M=(E， J)の締約(contraction) につい

てのべよう.集合 E の部分集合 Tç;，E が与えられてい

るとする.T の部分集合 Xç;， T のうちで， T の E に関

する補集合 T(=E\T)に含まれる，マトロイド M にお

けるある極大な独立集合 Y に対して XUYEJ となる

730 (42) 
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図 4.2 グラフ GA

ような集合 X の族は，マトロイドの独立性の公理を満

たすことが以下のようにして示される.マトロイドの独

立性の公理のうちの (11) ， (12)が満たされることは明ら

かであるので，もうひとつの公理 (13') が満たされるこ

とのみをここで示そう.

T の部分集合 Xç二 T に対して， X に含まれる上述の

ような独立集合のうちの極大なものが同ーの要素数を有

することは，以下のようにして明らかとなる.Xに含ま

れる上述の意味での極大な独立集合を X" X. とする.

この時， T(=E\T)に含まれる Mの極大な独立集合 Y"

Y. が X， U Y, E J , X.u Y. εJ となるように存在す

る.いま To=TuX とすると， 集合 X， uY， および

X.u Y. はいずれも M の To への限定マトロイドM・T。

における基底となる.したがって IX， u Y, I = IX.u Y.I 

となり， I Yd=1 Y.I および X， n Y,=X. n Y.=ゆ(空集

合)であることから， IXd=IX.1が得られる.これで独

立性の公理 (13') が満たされることが示された. このよ

うにして定義されるマトロイドを， M の T 上への締約

マトロイド (contraction of M to T) とよび， MIT と

表わす.

マトロイド M=(尻、f) の部分集合 Tç;， E 上への縮

約マトロイド MIT の独立集合族 JMIT は次のように

与えられる.

、fMIT={XIX E J , T に含まれる M の極大な独立

集合 Y に対して ， XuY ε J}. (4.6) 

なお締約マトロイド MIT のサーキットには，マトロ

イド M のサーキットを C とした時に CnT で表わさ

れる極小の集合族が相当する.

グラフにおける締約(contraction) は，次のような操

作を意味するものとする.

(1) ループを取り除く.

(2) ループでない弧は，その両端点を“短絡"する.

たとえば図 4.3 のグラフ G における弧の集合 E= {t，

2,……, 7} の部分集合 {5，7}を縮約して得られるグラ

フは図 4.4 に示されている.つまり図 4.3 のグラフの弧

の集合 E の部分集合 A= {t， 2 ， 3 ， 4， 6} に対して A=

E\A={ラ， 7} に含まれる弧を締約すると，図 4.4のグラ
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図 4.3 グラフ G 図 4.4 グラフ GA

フ GA が得られる.

一般に弧の集合 E を有するグラフ G の弧の部分集合

AçE に対して ， A=E\A に含まれる弧を締約するこ

とによって G から得られるグラフを G のA上への縮約

グラフとよび， GA と書くことにする.そこでグラフ G 上

の閉路マトロイド M(G) を考えるとと ， M(G) と弧の

部分集合 AçE に対して得られる縮約グラフ GA 上の閉

路マトロイド M(GA) との聞には次の関係が成立する.

M同A)=M(G)IA. (4.7) 

上の (4. 7)の関係を，前述のグラフ G の弧の集合A上

への限定グラフ GA 上における閉路マトロイド M(GA )

とグラフ G 上の閉路マトロイド M(G) との関係を与え

る式(4.4) と比較されたい.式 (4. 7)より，グラフ G の

A 上への縮約によって得られるグラフ上の閉路マトロイ

ドは，グラフ G上の閉路マトロイドの A 上への締約マ

トロイドに等しいということができる.

縮約グラフ GA における初等閉路，すなわち閉路マト

ロイド M(GA) のサーキットは，グラフ G 上の閉路 C に

対して CnA で与えられる極小な集合，つまり閉路マト

ロイド M(G)のサーキット C に対して CnA で与えら

れる極小な集合に相当する.

閉路マトロイド M(G) ， M(GA) の例をあげよう. 図

4.5 にあるように E={I ， 2 ， ……， 15} を弧の集合とする

グラフ G 上の閉路マトロイドを M(G) とする.

E の部分集合 A={I ， 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11 , 14， 15} に対

して ， M(G) の A 上への縮約マトロイドを M(G)IA と

表わすと， (4. 7)より M(G)IA は図 4.6 のグラフ GA上

の閉路マトロイド M(GA) に等しい.したがってグラフ

GA の弧の集合のうちで GA の閉路を含まないものはす

べて締約マトロイド M(G)IA の独立集合となる.

たとえばい， 2， 3 }， {2, 7, 15}, {5 ， 6 ， 8 ， 10} などはい

ずれも M(G)IA の独立集合である. またこれらの弧の

集合が A の E に関する補集合 A に含まれる極大な独

立集合とあわせて，グラフG の閉路を含まない集合，つ

まり閉路マトロイド M(G) の独立集合となることもた

だちに確かめられる.

1981 年 12 月号
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図 4.5 グラフ G

閉路マトロイド M(G)IA のサーキットはグラフ GA

の初等閉路に対応する.したがってグラフ GA における

弧の集合 {I ， 6 }， {2, 3, 8} , {II , 15 }, {14} などは M(G)IA

のサーキットである.なお {I ， 3, 5 ， 6} は M(G) におけ

るサーキットではあるが， M(GA)あるいは M(G)IA に

おいてはサーキットではない. 一般のマトロイド M の

部分集合 TçE 上への締約マトロイド MIT のサーキ

ットは， M のサーキット C に対して CnT で表わされ

る“極小の"集合族であるということに注意されたい.

弧の集合 E を有するグラフ G と部分集合 AçE とが

与えられた時に， G の A 上への締約として得られる縮

約グラフ GA に関しては，次の定理が成立する.

定理 4.1 弧の集合 E を有するグラフ G が与えられて

いる .G の弧の集合 AçE 上への締約グラフ GA にお

いて，弧の集合 BçA が GA の完全森であるための必要

十分条件は， G の A 上への限定グラフ GÃ の完全森 x

çA が存在して，弧の集合 XuB がグラフ G の完全森

となることである.

定理 4.1 は，縮約マトロイドの定義のところでのベた

独立集合の定義をグラフGに対する閉路マトロイドの用

語を用いて言い換えたものである.マトロイドM=(E，

.f) の集合 AçE 上への縮約マトロイド MIA の独立集

図 4.6 グラフ GA
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合が， A の E に関する補集合 A における M のある極 ーの線上にあることはない.いまん ε B"B2 = {b2" b22, 

大な独立集合 Y に対して， Xu YE..)"" となるような A b2S } とし ， B1¥{btlu {b2tl が i=I ， 2 ， 3 なるいずれに対

の部分集合 XçA の族であることを用いると上の定理 しても Mの基底ではないとすると，任意の 2 本の線が

は容易に理解されるであろう.なお定理 4.1 自体の証明 最大 1 個の点で交わるとし寸前提に矛盾する.したがっ

は，弧の集合 A に含まれる弧の数に関して数学的帰納 て B1¥ {btl u (b2tl がある人 1 孟 i~日，に対して M の基

法を用いることによっても得られることをつけ加えてお 底となり ， B" B2 はマトロイドの基底に関する公理を満

< . 足する.このようにして上述の条件を満たす平面上の点

マトロイド M の階数関数 p を用いると ， M の集合 集合を対象としてひとつのマトロイドが定義される.

T三E 上への締約マトロイド MIT の階数関数PMIT は， 例をあげよう.図4.7 にあるグラフ G の弧の集合E=

T の E に関する補集合 T(=E\T) を用いて次式のよう {I , 2, 3，久丸 6} 上の閉路マトロイド M(G) を考える.

に与えられる M(G) に対して ， E の各要素に対応する点を平商上にと

PMIT(X)=p(XuT)-p(T) , XçT. (4.8) った上で上述のように表現したものが図 4.8 のマトロイ

上の関係は，縮約マトロイド MIT の定義(特に独立 ド対応図である.

集合の定義)からも明らかであろう.したがって (4.8)か M(G)のサーキット {1 ， 2 ， 3 }， {1 , 4, 5}, {2， 5 ， 6} 等が

ら，締約マトロイド MIT の階数が p(E)-p(T)で与え マトロイド対応図においてそれぞれ同ーの線上にあり，

られることは明白である. また M(G)の基底としての {1 ， 5 ， 6 }， {2, 3, 4}, {4，丸 6}

有限集合 E 上のマトロイド M に関して ， E の部分 等がマトロイド対応図においてそれぞれ同ーの線上にな

集合の上への限定あるいは縮約の操作の組合せによって いということが容易に確認されるであろう.

得られるマトロイドは M のマイナー (minor) とよばれ きて図 4.8 に示されたマトロイドの幾何的表現におい

る.これらについては次節で〈わしくのべることにす て，たとえば T，=E\れ={2} あるいは T2=E\T.={6}

る. として，これらから得られる締約マトロイド M(G)IT1
[マトロイドの幾何的表現] あるいは M(G)IT2 を考えてみよう. これらのマトロ

縮約マトロイドの概念をより明確にするために，単純 イド M(G)IT" M(G)IT2 の幾何的表現はそれぞれ図
な構造を有するマトロイドを紹介しよう n個の要素か 4.9 あるいは図4.10 のようになる.

ら成る有限集合 E= {I， 2 ， …・・ ， n}上のマトロイド M の マトロイド M(G) の T1 あるいは T2 上への締約マト
階数関数を f とし ， M の階数は 3 以下であるとする. ロイドの幾何的対応図は，各要素の対応点が向ーの線上

平面上に E の要素に対応して n 個の点 1 ， 2,…… , n を にある. また対応図における 2 つの要素人 j， ただし

定め， E の部分集合 AçE のうちで iキj， に対応する点は， {i , j , 2} あるいは {i ， j , 6} が

IAI;:;;3 かっ r(A)=2 (4.9) 同一直線上にある場合に限ってそれぞれ図 4.9，図4.10

なる閉じた集合に属する要素に対応する点を 1 ;本の線で において同ーの点となる.

結ぶことにすると，マトロイドMの非常に有用な幾何 上述の幾何的表現方法を用いると 4 個の要素から成

的表現が得られる. る集合 E""{1 ， 2 ， 3 ， 4} 上の 2-一様マトロイド U2 ， 4 は図

なおこの時， M の基底は E の部分集合のうちで要素 4.11 のように表わすことができる.

数 3 個から成り，かつ1:本の線上にないようなものであ 要素数が 2 倍以下から成る集合のみが U.， 4 の独立集

る.またこのようにして平面上に表現したマトロイドの 合であって，それら以外は従属集合であること，すなわ

対応図において，任意の 2 本の線が最大 1 個の点で交わ ち 3 個の要素から成るE の部分集合はいずれも図4.11 に

る場合にはマトロイドが唯一に

定義される.このことはマトロ

イドの基底に関する公理を用い

ると，以下のように説明するこ

とができる.

たとえば Bh B. はそれぞれ

IBt! = IB.I =3を満たすような

M の基底であるとする.上の

議論から ， B" B. に含まれる要

素は，いずれも 3 つの要素が同

732 (44) 
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図 4.7 グラフ G 図 4.8 マトロイド対応図
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図 4.9 M(G)IT, 

おいて同一線上にあることから U..< の独立集合とはな

り得ないことを確認されたい.

4.2 双対マトロイド

この節ではマトロイド理論における双対性(duality)

についてのベる.以下に示すように，マトロイドの双対

性にもとづく双対マトロイドを定義することによって，

数多くの新しい結果が得られたり，あるいはすでに得ら

れている結果がこれまでよりもはるかに容易に理解され

たりする場合がある.たとえば，後にのべるように，平

面グラフの双対性の概念がマトロイドの双対性から容易

に得られることなどはそのいい例である.

まず最初に，任意のマトロイドMに対する双対マト

ロイド (dual matroid)M* を定義しよう. Whitney�'�ll 

は 1935年に次の定理を与えた，

定理 4.2 有限集合 E 上のマトロイドM の基底の集合

族を {Bt. i E 1} (lは添字の集合)とすると . {E¥Bi. 

i El}で与えられる集合族はマトロイド M* の基底の集

合族である.

証明 {E¥Bi' i E 1} で与えられる集合族が 2 章に与えた

マトロイドの基底に関する公理 (B1) を満足することを

示そか

B"B. をマトロイド M の異なる 2 つの基底とし . B ,* 

=E¥B" B.*=E\B. とする. いま E の要素 z が zε

B，ペB.* ， つまり X E B.\軌を満足すると仮定する.この

時，基底 B， には含まれているが基底 B. には含まれて

いない要素 gε B，\B. が存在して ， (B,\{y})u {x }tJ,M 

の基底となることがし、える.

なぜならば， 集合 B， u {x} が σ (B.u {x})=E を満

たしかっ {x} は独立集合であることから，要素 z を

含みかっ B.u {x} に含まれるようなマトロイドMの基

底 B。が存在する( 2 章の定理 2.1 参照). したがって

B.\Bo={Y} とすることによって要素 Y E B.\B. が得ら

れるからである. 

. 
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vε B.\B. より vεB♂\BF となり

E¥{(B.¥{y})u {x}}=Bグ u {y}¥{x} 

=(B.*¥{x})u {y} 

が成立する.すなわち (B.\{官}) u {x} はM の基底であ

るから E\ {(B.\{y})u {x}} は M* の基底となり，

(B，ペ{x}) u {y} が M* の基底であることが示された.

このようにして M の基底の集合族 {Bj ， i ε1} に対し

て，集合族 {E\Bi' i E 1} はマトロイドの基底の公理を

満たすので，マトロイド M* の基底をなすことが得られ

る.図

上の定理のようにして任意のマトロイドM の双対マ

トロイド M* が定義されるが， M と M* の聞の対称性

から次の関係は明らかであろう.

同f本)*=M. (4.10) 

双対マトロイド M* の階数は. M* の基底が M の基

底 B に対して E\B と表わされることから p を M の

階数関数とすると IEI-p(E) となることがただちにわ

かる.またマトロイドの基底の部分集合はすべて独立集

合であることから ， M の双対マトロイド M* における

独立集合は，その E に関する補集合がマトロイドMに

おける基底を含む集合であると言うことができる.した

がって M* の独立集合族を JT* と表わすと E の部分

集合 lç; E に対して次のように書くことができる.ただ

し次式において I=E\I とする.

I ε JT*。σ (1)=E. (4.11) 

さて双対マトロイド M* の階数関数はどのように表わ

されるであろうか.マトロイド M， M* の階数関数をそ

れぞれ p， p* とすると，これらの聞には次の関係が成立

する.

p*(A) = IAI-p(E)+p(A) ,A ç; E. (4.12) 

式(4.12)は M* の階数関数を与える式でもあるが，

それは以下のようにして理解されるであろう.

E の任意の部分集合 Aç二E に対して， A に含まれる

M* の独立集合を 1 E JT* とした時， 1 が式(4.12) で与

えられる要素数〆(A)を有する M* の独立集合I旬、/本

に拡張可能であることを示す.

E に関する A の補集合 A(=E\A) に含まれる M の

極大な独立集合を 10 とする.すなわち

I。 ε JT ， lo ç;A かつ 110 1 =p(A). (4.13) 

この時 I。を M における独立集合として拡張し， lo�; 

1. ç; I(=E\1) なる集合 1. が次の条件を満たすようにす
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ることが(4.11) によって可能である.

I戸、f，I，\10çA かっ

11.1 =p(l) =p(E). (4.14) 

上の中央の式は(4.13) より叫ん)=A および 1，巴 J

であることから明らかである.また第 3 式は 1EJ* よ

りただちに得られる.そこで

1'=A\(1,\10 ) (4.15) 

とすると， 1ç1'~二A かっ l， çÏ'(=E\1')であるから

(4.14)を用いると次の関係が得られる.

p( 1')=p(E) すなわちl' εJ本 (4.16)

したがって 1ç1' なる集合l'も M* の独立集合とな

り，その要素数は次式で与えられるので， (4.12) の関係

が得られる.

11'1=IAI ー( 11.1一|ん 1)

= IAI-p(E) +p(A). 

なお上述の 10， 1"I， A ， E 等の集合聞の相互の包含関

係は図4. 12のように模式化できる.

一方， M* の定義として定理 4.2 で与えたようにマト

ロイドの基底を用いるかわりに， (4.12) のような階数関

数の定義を用いることも可能である.この場合 p* が階

数関数の公理系のうちの (R1) ， (R2) を満足することは

明白である . p* が (R3) を満足することは以下のように

して示すことができる.

集合 E の任意の部分集合 A， BçE に対して以下の関

係が成立する.

pネ(A)+p*(B)= IAI-p(E)+p(A)+ IBI-p(E) 

+p(B) 

主主 IAI + IBI-2p(E)+p(Au B)+p(A nB) 

孟 IAuBI+IAnBI ー2p(E)+p(E\ (AuB))

+p(E¥(AnB)) 

量~p本 (Au B)+p*(A nB). (4.17) 

このようにして (4.12)で与えられる ρ が M* の階数

関数であることがわかる.
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マトロイド M*における独立集合は

p本 (A) = IAI-p(E)+p(A) 孟 IAI

を満たす集合として定義されることから ， p(A) 孟p(E)

となり ， A の E に関する補集合 A が，前述のようにマ

トロイド M の基底を含む集合であることがわかる.

たとえば集合 E の要素 e が M においてループをな

す場合には，いかなることが言えるであろうか.要素 6

は， M におけるループである場合には，し、かなる M の

基底にも含まれない.つまり M* のすべての基底に含ま

れる.逆も言えるので，要素 e がマトロイド M のルー

プであることは e がM*のすべての基底に含まれるのと

等価である.

マトロイド M が与えられた時， M の双対マトロイド

M* における基底，独立集合，サーキット，階数関数，

ループなどはそれぞれもとのマトロイド M における基

底，独立集合，サーキット，階数関数，ループに対応し

て双対基底 (cobase) ，双対独立集合(coindependent 

set) ，双対サーキット (cocircuit) ，双対階数関数(corank

function)，双対ループ(coloop) とよばれる.

マトロイド M が与えられた時にその双対マトロイド

M* は唯一に定義されるので， M における基底，独立集

合，サーキット，階数関数等を考えれば，それらの“双

対概念"はすべて一意的に得られると L、う特徴を有して

いる.したがってマトロイド M において成立する命題

をその“双対概念"を用いて別の表現をすることが可能

となり，それによって興味ある結果が得られることが数

多く見られる.

たとえば上述のように， ある要素 eEE が E 上のマ

トロイド M のノレープであるということは，要素 eがM

のし、かなる基底にも属さないということと等価である.

この命題を“双対概念"を用いて表わすと，“要素 e が

M の双対ノレープであるということは，要素 e がMのい

かなる双対基底にも属さないということと等価である九

となる.

このようなマトロイドの“双対概念"およびその具体

例等については次回にもひきつづいて紹介を行なう.
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