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マトロイド理論の基礎 (4)

大山達雄

マトロイドの中には，組合せ数学あるいは組合せ理論

とよばれる学問分野でとり扱われるトピックと密接に関

連しているものも数多く提起されている.今回はそのよ

うなものの中から代表的なものをいくつか紹介してみよ

う.

3.4 組合せ的マトロイド

〔横断マトロイド〕

組合せ理論の一分野として横断理論(transversal 

theory) とよばれるものがある.横断理論と深い関連を

有する横断マトロイド (transversal matroid) につい

てのべよう.

有限集合 E に対して E の部分集合族ダ= {S ), S. , • 

・， S明}を考える.添字集合を 1={1 ， 2 ， … ...， m} とした

時， E の部分集合 SçE が大きさ ISI の部分横断(partial

transversal) であるとは，集合 S から集合 I への 1 対 l

対応の写像 v が存在して，すべての要素 CES に対して

eεS仰〉を満足することである . ISI=m=lll の時に部

分横断 S は，特に横断(transversal，あるいは SDR=

system of distinct representatives) とよばれる.

たとえば有限集合 E={1 ， 2 ， 3 ， 4 ， 5 }， 部分集合族ダ=

{S1> S. , S" S. }， 添字集合 1= {1， 2 ， 3 ， 4} に対して

S,={1 , 2, 3}, S2=S, ={2, 3} 

S.= {3, 4, 5} 
が与えられたとする.この時 S={I ， 2, 3, 4} あるいは

{1 , 2, 3, 5} とすると，それぞれに対して集合 S から集合

I への 1 対 l 写像 v が表 3.1あるいは表3.2のように得ら

れる.

したがって S={1 ， 2 ， 3 ， 4} あるいは {1 ， 2 ， 3, 5} はいす'

れもダの横断である.また S={2， 4} あるいは {3 ， 5} な

どはいずれもグの横断の部分集合であるから，ダの部分

横断である.
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ダの部分横断を独立集合と定義すると，有限集合E上

にマトロイドが構成される.このようにして得られるマ

トロイドが横断マトロイドである.このことは，たとえ

ば以下に掲げるような方法によって理解されるであろ

う.

(a) ダの部分横断の集合族がマトロイドの独立性の公

理を満足することを示す.

(b)E の任意の部分集合 AÇE に対して ， Aに含まれ

る最大の部分横断の要素数をp(A)とした時に，関数p(A)

がマトロイドの階数関数の公理を満足することを示す.

(c) ダの横断の集合族をgとした時に，，Ç.6の要素が基

底に関するマトロイドの公理を満足することを示す.

上の (a) ， (b)パ c) のすべてについて詳細な説明を加え

る必要はないであろう.ここでは特に (a) のみについて，

その証明の概要をのベる.

有限集合 E={1 ， 2 ， …・・ ， n} および E の部分集合族ダ

={S!)S2J ……， Sm}に対して次のような mxn行列JW=

(叫j) ， 1 三玉i話m， 1 三五 j;;;;'n ， を定義する.

Wil ' j E Si の時
Wu= , 
l 0 , j ,* Si の時

(ただし叩i/ は O でない不確定実数)

(3.5) 

(3 .5) で与えられる行列Wとダの部分横断との関連を

考えてみよう .E のある部分集合 SçE がダの部分横断

であるということは，行列 Wの列の集合 S に対応する

mxlSI の部分小行列の階数 (rank) が ISI であるという

ことと等価である.つまり列の集合 S に対応して，行列

Wの行の集合 R， ただし IRI =jS/，が存在して ， S お

よび R に対応して得られる Wの部分小行列が正則とな

ることが， S がグの部分横断であるための必要十分条件
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である.この時，列の集合 S に対応して得られる行の集

合Rに含まれる行はすべて 1 次独立であることはもちろ

んである.そこで、いま E の部分集合 U， V が JUI=IVI 

+1 を満たすようなダの部分横断であるとすると ， U, 

V のそれぞれに対応して上述のように得られる行の集合

Ru, Rv は IRul=JUI ， IRvl=' 1V 1 を満たす.さらにまた

Ru, Rv に含まれる行はそれぞれすべて 1 次独立となる.

したがってベクトノレ空間における理論から ， Ru\R旬に

含まれる行(Vr と表記する)を Rv に加えることによって

Rvu {vγ} がすべて 1 次独立とすることが可能となる.行

の集合 RいJ {vrl に対応して，列の要素 Vc εU\V を加

えた列の集合 Vu {vcl ヵ， 1 次独立となるように得られる

ので， Vu {vcl f~ý"の部分横断となる.以上でマトロイ

ドの独立性の公理の (I3 )が満たされることが示された.

なお(II) ， (I2) に関しては自明であるので省略する.

このようにして E の部分集合族rが与えられた時に，グ

の部分横断の集合を独立集合とするような横断マトロイ

ドが生成される.

〔分割マトロイド〕

横断マトロイドと同様の方法で構成されるマトロイド

を紹介しよう，有限集合 E の m個の分割 (partition) 

{Ph P2 ， ・ ， Pml を考える.つまりも Pi =，E であって

かっすべての tキj に対して Pi nPj= <þ( 空集合)とする.

さらに m個の非負整数 p" P2 ， … "， Pm が与えられてい

る .E の部分集合 IçE は， 1孟 i 三玉m なるすべての i に

対して IInPil 三五Pi を満たす場合に独立集合であるとす

ると，この独立集合族は独立性に関するマトロイドの公

理を満足することがわかる.このようにして生成される

マトロイドが分割マトロイド (partition matroid) であ

る.

分割マトロイドヵ:一種の横断マトロイドであることは

次のようにしてわかる. 集合 E の m個の分割 {Ph P 2, 

一 ， Pm} が与えられた時 1~壬 i 三五市なるそれぞれの t

に対して部分集合 Pi を九回ずっくり返した部分集合族

タを考える つまりタはき p;f闘の部分集合から成って

いる.この時グの部分横断が上述の分割マトロイドの独

立集合と等価であることは， {Ph P2, ......, P m} が E の

分割であることからただちに得られる.以上から ， E の

分割にもとづく上述の定義による独立集合が分割マトロ

イドの独立集合となり，さらに分割マトロイドが横断マ

トロイドの一種であることが明らかとなろう.

〔結婚問題〕

横断理論注) の中で最もよく用いられる中心的な定理

注)横断理論に関する解説書左して Mirsky [IJ がある.

884 (44) 

は， 1935年に P. Hal1 [2J によって与えられた Hal1の定

理であろう.もともと Hal1の定理は，以下のような“結

婚問題"に対してその解答を与えたものである.

「情人の男性と n 人の女性と彼ら男女聞の知り合い

の関係が与えられている .m人の男性が知り合いの女

性と結婚できるためには，彼ら男女聞の知り合い関係

はどのような条件を満たさねばならないか ?J

“結婚問題"をグラフ理論の用語を用いて表わすため

に準備をしておこう.頂点の集合 V と弧の集合Aから成

るグラフ G=(V， A)が与えられた時， V を 2 つの部分集

合 V" V2 に分割し，同じ部分集合に属する頂点の問には

弧が存在しないようなグラフを 2 部グラフ (bipartite

graph) という.このような 2 部グラフを G=(Vh V 2, 

A) と表わすこともある.なお 2 部グラフ G=(V" V 2, A) 

において ， V， に含まれる任意の頂点、と V2 に含まれる任

意の頂点の聞に弧が存在する時， G を完全 2 部グラフ

(complete bipartite graph) と L 火、， IV, I =m , 1V21 = 

n に対して Km， n と表わす.

グラフ G=(V， A) におけるマッチングを定義しよう.

G の弧の集合のうちで，それに含まれるどの 2 本の弧も

同じ頂点を共有しない( 2 本の弧は隣接しない)ものをマ

ッチ γ グ (matching) という.グラフ G=(V， A)のマッ

チングの中で要素数が最大のものをG の最大マッチング

(maximum matching) とし、う.また G に含まれるすべ

ての頂点に対してマッチングに含まれるいずれかの弧が

接続している時，そのマッチングを G の完全マッチング

(perfect matching) とし、う. ある頂点 PζV がマッチ

ングM に含まれる弧と接続している時， その頂点りは

マッチング Mに関して飽和 (saturate) しているとよぶ

ことにすると， G の完全マッチングとはグラフ G=(V，

A)のすべての頂点が飽和しているようなマッチングで

あるということができる.

頂点の集合 Vl> V2 と弧の集合 A から成る 2 部グラフ

G= (V" V 2, A)が与えられた時 G のマッチング M の

姐がV， に含まれるすべての頂点と接続しているならば，

つまり V， に含まれるすべての頂点がマッチングM に関

して飽和しているならば， M を 2 部グラフ G=(V" V2, 

A)における V， から V2 への完全マッチングとよぶ.

例を掲げよう.図3.16にあるグラフの弧の集合{!， 2, 

…一，7}において， M={3， 5} は最大マッチングではあ

るが，ひとつの頂点が Mに関して飽和していないので

完全マッチングではない.また図3.17のグラフの弧の集

合{l， 2 ， 3 ， 4 ， 5} において， M= {l， 5} は最大マッチング

であってかっ完全マッチングである . V , = {x" X2 }, V2 

= {Yl> Y2 , Ys} を頂点集合， A={! ， 2， 3 ， 4} を弧の集合と

する図3.18の 2 部グラフ G=(Vh V2， A)において ， M=
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図 3.16 図 3.17

X, 4 

{2 ， 4} は j良点集合 V1 から V， への完全マッチングであ

る.

“結婚問題"に話をもどそう.“結婚問題"が与えられ

た時に次のような 2 部グラフ G=(V" V"A)を対応させ

る.Gにおける頂点の集合 V[;V， はそれぞれ男性，女性

の集合に対応するものとし，またそれぞれの男女の組が

知り合いの関係にある場合にのみ対応する頂点聞に弧を

与えることにする.

たとえば IVd=4 ， 1V， 1=5 としたひとつの例を示そ

う.男性および女性の聞の知り合いの関係がJ，(3 .3 のよ

うに与えられている.このような前提の下における“結

婚問題"に対応する 2 部グラフ G= (V" V.， A)は図3.19

のようになる.

上の議論から，各男性が知り合い関係にある女性と“結

婚"できるということは，対応する 2 部グラブ G=(V" 

V"A)において V1 から V， への完全マッチングが存在す

ることであるということができる. したがって Hall に

よって提起された“結婚問題"をマッチングの用語を用

いて表現すると， r 2 部グラフ G= (V" V"A) において

V1 から V2 への完全マッチングが存在するための必要十

分条件を求めよ」ということになる.

[Hall の定理〕

Hall の定理を横断の用語を用いて表わしてみよう • n 

(問の要素から成る有限集合 E= {e" c" …・・ ， Cn } と E の

刈闘の部分集合の族グ=(Si ， i ε l)， ここで I={1 ， 2 ， ・・

， m} は添字集合，が与えられた時に，S/'が横断つまり

SDRを有するための必要十a分条件を与えるのが Hall の

定FJ!.である.この Hall の定理に関しては， Hall 白身以

表 3.3

性用
刀

知り合いの女性

l
 
z
 

p
 'e 

W 1) Wa 

m2 W h W 3, W 5 

m3 W , 
押ら W 2) 1('4 
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Y3 

図 3.18 2 剖i グラフ G= (V" V"A) 

外によってもいろいろな形の説明が与えられ，そのより

一般的な形も Rado [3J, Ore [4J，あるいは Perfect[5J 

らによって得られている.注)また一方，マトロイドの分

割等における Hall の定理の一般化もなされているが，

これについては後にのベる.

定理 3.2 (Hall) 有限集合Eの部分集合族グ=(Si， i ε 

l)が横断 (SDR) を有するための必要十分条件は，添字

集合 I の任意の部分集合 Jç二I に対して

IS(J)I ミ IJI (3.6) 

が成立することである.ただし上式における S(J)は

S(J)=u Si 
id 

(3.7) 

を表わすものとする.

Hall の定理の説明は定理の一般化とともに多くの形

で与えられている. ここでは Hall 自身によって与えら

れた最も簡明な帰納法を用いた説明を紹介する.

証明 条件(3 .6) がグに対する横断が存在するための必

注) Hall の定理の一般化の経緯は， Mirsky[!] , Welsh 

[6J などにものべられている.

Vl V, 

n!l 

w, 

出2

tn, 
W3 

作h

W. 

m. 
山5

図 3.19 2 部グラフ G= (V" V 2, A) 
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要条件であることは明らかである.そこで以下では，

(3.6) の条件の十分性を添字集合 I の要素数に関する帰

納法を用いて証明する.

m=III= 1 の時に式(3.6)が成り立つならば，グが横

断を有することは自明である.いま m>1 として m-l

個以下の部分集合の族に対して条件 (3.6) が成り立つな

らば， yは横断を有すると仮定する.条件 (3.6) に対し

て以下の 2 つのケースを考える.

ケースすべての IJI<m に対して IS(J)Iミ IJI+1. 
部分集合ふに属する要素 e1 E SI に対して，各部分集

合 Si， 2 壬 a 壬m， から要素引を除いた集合を考える.

Ti=Si\{ed , 2 三五 i 話m (3.8) 

とすると，部分集合の和 T(J) に関しては以下の関係が

成り立つ.

IT(J)I=IS(J)¥{edl 

与 IS(J)I 一 l

迄 IJI+ 1-1 

注 IJI. (3.9) 

ケース 2 : IJI<m なるある J に対して IS(J)I=IJI.

帰納法の仮定から部分集合族 {Si， i EI} は横断を有す

る.この横断を V( ここで明らかにiV l= IJI = IS(J) I = 
k かっ V=S(J) である)として，次のような新しい部分

集合を考える.

Ti=Si¥V 

=Si\S(J) ， 己 I\J. (3.10) 

この時 I\J の任意の部分集合として J'çI\J をとると，

添字集合 J' に対する (3.10) のれの和集合 T(J')は以

下の関係を満足する.

11'(J') I = IT(J') I + IS(J) I-IJI 
= 11'(J') u S(J) I-k 

=IS(JuJ')I-k 

与 I J' I+IJI-k

与 IJ'I. (3.11) 

(J' 門J=似空集合)と Hall の条件(3 .6) を利用)

したがって部分集合族 {Ti ，i εI\J} は帰納法の仮定と

Hall の条件とによって横断 Wを有する . VnW=ゆ(空

集合)であるから ， VuWは部分集合族グの横断となる.

以上から， (3 .9) , (3 .11) よりいずれのケースにおい

てもグの横断が存在し， Hall の条件(3.6)が部分集合族

ダの横断が存在するための必要十分条件であることが

示された. 図

上の証明を“結婚問題"の用語と前提を用いて解釈す

ると，以下のようになる.なお定理 3.2 の前提と“結婚

問題"とのひとつの対応として，有限集合 E={wb 即b

-…田・，叫，}を女性の集合とし，部分集合族ダ={S;， iE 

I} ( ただし I={1 ， 2 ， ・・一 .， m}) の各要素 Si を男性 mi と

666 (46) 

知り合いの関係にある女性の集合とみなすことが可能で、

あるので，それにしたがって議論を進める.

まずケース i においては， 1 ~玉 k<m なるどの k 人の男

性の集合に対しても全部で k+ 1 人以上の知り合いの女

性がいると仮定する.このとき 1 組の知り合い関係にあ

る男女を“結婚"させると，残りの m-} 人の男性に対

しても (3.6) の条件が成立する.したがって前提よりこれ

らの mー l 人の男性は知り合いの女性と“結婚"するこ

とができ ， m人すべての男性が知り合いの女性と“結婚"

できることが示される.

ケース 2 においては壬k<m なるちょうどk 人の女

性と知り合いであるh人の男性の集合があると仮定する.

これら h 人の男性は，帰納法の仮定により h 人の女性と

知り合い同志で“結婚"できる.そこで残りの m-k 人

の男性と n-k 人の女性から成る集合を考える.いま 1 ;五

h<m-k なる h 人の男性の集合を考えると，彼らは少な

くとも h 人の女性と知り合いでなければならない.なぜ

ならば，そうでないとすると，これらの h 人と前述の

“結婚"した h 人とから成る h+k 人の男性の集合は h+

h 人未満の女性と知り合いということになり前提に反す

る.したがって残りの m-k 人の男性も同数の知り合い

の女性とそれぞれ“結婚"できることになる.このよう

にしてケース 2 においても，すべての男性は知り合いの

女性と“結婚"できる.

定理 3.2 を 2 部グラフのマッチングの用語を用いて表

現すると次の系が得られる.

系3.3 頂点の集合 Vb V2 を有する 2 部グラフが与えら

れている • V1 の任意の部分集合 XçV1 に対して， V2 の

部分集合であって X に含まれる少なくともひとつの頂

点と連結している頂点の集合を伊(X) と表わす.頂点の

集合 V1 から V2 への完全マッチングが存在するための

必要十分条件は， V1 の任意の部分集合 X早川に対して

Iso(x)1 註 IXI (3.12) 

が成立することである.

(Hall の定理の一般化〕

Rado [3 J, Ore [4J あるし、は Perfect [日らによって

Hall の定理の一般化がなされたことを前にのべたが，彼

らによって得られた結果を与える前にそれらを特別j形と

して与える結果をひとつ証明とともに紹介しよう.

次の定理における SR (system of representatives) 

とは，前述の SDR あるいは横断において同一要素の反

復をも許谷したものである. SR , SDR を数学的に定義

すると，次のようにのべることができる.有限集合 E，

添字集合 1， そして E の部分集合族グ= {S i, i ι I} が与

えられている .E の要素の族 {ei ， i El}がグの SR であ
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るとは， 1 対 1 ~デ像 π: 1→I が存在して任意のれ I に対 、有する部分集合に対しては，条件(3.14)をこわさないよ

して Ci ε 孔〈υ となることである. またグの SDR で、は， うな要素の除去が常に可能でなければならない.こうし

上の SR において i キj に対して常に向キ Cj でなければ て“除去手続"の正当性が得られる. 図

ならない. 前述のように定理 3.4 において μ (A)=IAI ， A C;;; E , 

定理3.4 有限集合 E， 添字集合 1，そして E の部分集合 とすると Hall の定理が得られるので，定理 3.4 はそれ

族ダ={S;， i E 1} が与えられている.関数 μ 2 E→z+ 自体 Hall の定理の一般化であるが， それ以外にも定理

(Jド負整数の集合)が E の任意の部分集合 A， B に対して 3.4 から特殊なケースとして得られ， 同時に Hall の定

以下の (a) ， (b) を満足する. 理の一般形となっているものがし、くつかある.それらを

(a) Aç二B ならば， μ (A)壬 μ (B) 以下に約介しよう.

(b)μ(Au B)+μ(AnB)話μ(A)+μ (B). 定理3.4の関数μが任意の整数dを用いて μ (A)=IAI

このときYが SR{c; ， i E 1} を有しかっ任意の h二I に対 +d (この関数が定理 3.4 の中の μ に関する条件を満た

して していることは明らかであろう)の形で与えられると，

μ({C; ， i ε J} ) 註 IJI (3.13) 次の定理(Ore の定理)が得られる.なお定理にある部分

となるための必要十分条件は，任意の J c;;; I に対して 横断の不完全度(defect) とは，有限集合 E の部分集合族

μ(S(J))孟 IJI (3.14) グ={Si ， i El}が与えられた時にグの部分横断Tに対し

が成り立つことである. て 111 ー ITI によって定義される.したがってグの部分

横断 Tの不完全度が 0 ならば， Tはダの横断となる.

上の定理における関数 μ は劣モデュラ一関数であって 定理3.5 (Ore) 有限集合 E の部分集合族グが不完全度

条件 (a) ， (b)はそれぞれマトロイドの階数関数の満たす d を有する部分横断をもつための必要十分条件は，すベ

ベき公理 (R2) ， (R3) に相当している.また関数 μ が ての部分集合 J c;;; 1 に対して

μ(A)=IAI ， A C;;; E， を満たす場合には，定理3.4が前述 IS(J)I孟 IJI-d (3.17) 

の Hall の定理(定理 3.2) となることも容易に理解され が成立することである.

ょう.定理3.4における条件(3.14) の必要性は関数 μ が

非減少関数であることから明らかであるので，十分性の 上の定理を言い換えると，次のように表わすこともで

みについて証明を与える. きる .E の部分集合族グが大きさ t の部分横断をもった

証明(十分性)ダの部分集合のうちで 2 個以上の要素を めの必要十分条件は， 1 孟 k 壬 111=m なる任意の k 個の

含むものがあるので(なければ終了)，それをふとする. 部分集合 Si の和集合がすべて少なくとも k+t-m個の

そこで部分集合ぶから前提条件を変えることなく l 個 要素を含むことである.また“結婚問題"の用語を用い

の要素を除去することができることを示す.この“除去 ると，上の定理は男性の集合のうちで d 人を除くすべて

手続"をくり返すことによって，最終的には各部分集合 の男性が知り合いの女性と“結婚"できるための必要十

Si.1 三五 i 孟 m. が 1 個ずつの要素を有する集合となり， 分条件を与えていることに相当する.

しかも(3.14)が満たされるのでグの SR が得られたこと 定理3.4における関数 μ がマトロイド M の階数関数 f

になる. に相当する，つまり任意の A C;;; E に対して μ(A)=r(A)

“除去手続"の正当性を示そう.部分集合的が 2 つの の場合に相当するのが Rado の定理である，

民なる要素 X.Y を含み，いずれも除去すると条件(3.14) 定理3.6(Rado) 有限集合 E上で定義されたマトロイド

を満たさなくなると仮定する. このとき集合 {2 ， 3. … M の階数関数を f とする.部分集合族グ={Si. i El}が

m} の部分集合 A. B が存在して， それらは以下の関係 Mにおいて独立であるようなグの横断を有するための

を満たすはずで、ある. 必要十分条件は. 1 の任怠の部分集合 J c;;; 1 に対して

Il((SI¥{x}) u S(A))三 IAI

μ ((SI\ {y})uS(B))手 IBI.

(3.15) 

(3.16) 

したがって(3.15) ， (3.16)および関数 μ の劣モデュラ

r(S(J))ミ IJI

が成立することである.

(3.18) 

一性を用いると マトロイド M における独立集合であるようなダの横

IAI+IBI孟μ ((SI\ {x})u S(A)) 十 P. ((SI\ {y})u S(B)) 断を特に独立横断(independent transversal) という.

与さμ(S(AuB) υ Sd+μ(S(AnB)) 定理3.6が Hall の定理となるのは，任意の部分集合 Ac

註 IAuBI 十 1 +IAuBI Eìこ対して μ(A)=r(A)= IAI. つまりマトロイドMが

となるので矛盾が生ずる.したがって 2 個以上の要素を 自由マトロイド(あるいは離散マトロイド)の場合である
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ことも明らかであろう.

Hall の定理の一般化であって，

同時に Ore の定理(定理3.5)の一

般形でもある Perfect の定理を紹

介しよう.なおこの定理は，定理

3.4 における関数 μ がマトロイド

の階数関数 r と非負整数 dを用い

て， μ(A)=r(A)+d， AçE， と

部分横断，不完全!立

した場合に相当する.このように 図 3.20 Hall の定理の一般化プロセス

して定義された関数 μ が定理 3.4 における前提(a) ， (b) トロイドにおいて ， E の部分集合 XçE が階数 k を有す

を満たしていることは容易にわかる. るということは，式(3.20) で定義される部分集合族.9"

定理3.7(Perfect) 有限集合 E の部分集合族をグ={S; が少なくとも大きさ止の部分横断を有することと等価で

i ε1}，さらに E 上のマトロイド M の階数関数を f とす ある.このための必要十分条件は，式(3.21 )あるいは式

る .d壬 111 なる非負整数 d が与えられた時に，.9'が不完 (3.22) より I のすべての部分集合 Jç1 に対して

全度 d の部分横断 Tを有しかっ TがMにおいて独立 IS(J) nXI 注iJ l+ 晶一 111 (3.23) 

集合となるための必要十分条件は， 1 のすべての部分集 が成り立つことである.以上の議論から.横断マトロイ

合 Jr;.二 I に対して ， r(S(J))注iJI-cl 

が成立することである.

(3.19) 

上の定理において d= 0 とすると Rado の定理(定理

3.6) が得られる.これまでとりあげた Hall の定理の一

般化のプロセスを図3.20に示す.矢印の方向が一般化の

方向を表わし，記入した項目が一般化の内容を表わして

いる.

横断マトロイドの階数関数について考えてみよう.有

限集合 E の部分集合 XçE が与えられた時に， E の部分

集合族グ={Si ， iE1} に対して次式で与えられる新しい

部分集合族を考える. 

.9" ={SinX, id}. (3.20) 

部分集合 XçE が不完全度 d のグの部分績断を含むこ

とと (3.20) で与えられる部分集合族.9"が不完全度 d の

部分横断を有することは等価である.したがって定理3.

5を用いると次の定理がただちに得られる.

定理3.8 集合 E の部分集合を X，二E とする .X が非負

整数 d に対して不完全度 d のグの部分横断を含むため

の必要十分条件は，添字集合 I のすべての部分集合 Jç

I に対して ， IS(J) nXIミ IJI-cl

が成立することである.

(3.21 ) 

定理 3.8 は次のように言い換えることもできる.集合

E の部分集合 Xç二E が大きさのグの部分横断を含むた

めの必要十分条件は，添字集合 I のすべての部分集合J

ç1 に対して

IS(J) nXI註 IJI+ t ー 111 (3.22) 

が成り立つことである.

集合 E上で部分集合族ダに対して定義された横断マ

668 (48) 

ドの階数関数 r(A) ， A ，二 E， は次式のように与えられる.

r(A)=min{ IS(J) nAI 一 IJI+111}' A蹙.  
J�1 

(3.24) 
〔もうひとつの横断マトロイド]

これまでにのベた横断マトロイドにおいては，有限集

合 E上の部分集合族ダ={Si ， i ε1} の部分横断をマトロ

イドの独立集合として定義した.それに対して部分集合

族Yの添字集合 I に対しても，部分集合 Jç二I に対応す

る部分集合族グJ={Si ， れ J} が横断を有する場合に J

を独立集合と定義することによってもうひとつのマトロ

イドが構成される.

このようにして定義されたマトロイドも横断マトロイ

ドであるが，集合 E上で定義された前述の横断マトロイ

ドを M(ふっと表わすのに対して，このマトロイドを M'

(グ)と表わすことにする .M'(グ)の階数関数r'(J) ， J� 

1，は A引グ)の階数関数を求めたのと同様の議論を進め

ることによって，次式のように得られる.

r'(J)=min{IS(K) 1 ー IKI+IJI }， Jç1. (3.25) 
K蹕  

有限集合 E の上の部分集合族グ={S;， i ε1} に対して

定義されたこれらの 2 種類の横断マトロイド M(グ)，

M'(ダ)は 2 部グラブを用いて以下のように説明する

ことができる.図3.21 の 2 部グラフ G= (E ,.9', A) は，

E = {Ch C2, C3, C40 Cs} 

.9'={ShS2, S3'S,}, 1={! , 2, 3, 4} 

SI = {C2' c.} , S2= {Ch C3} 

S3= {c 2, C ,}, 

に対して

S ,={Clo C3' CS} 

Ci ξSj ならば，弧(Ci ， Sj) E A 

として得られたものである.

集合 E上の横断マトロイド M( .9') においては，部分
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図 3.21 2 部グラフ G=(E，~ぺ A)

集合 AçE に対する階数 r(A) は ， A に接続する弧の集

合に含まれる最大マッチングの弧の数に相当する.たと

えば A={九九九}とすると，弧の集合 {(c2 ， S8 ), (cs, 

S.) , (c. ， S，)} が A に接続する弧の集合に含まれる最大

マッチングとなるので， r(A)=3 が得られる.

一方，集合 I= {I， 2 ， 3 ， 4} 上の横断マトロイド M'(グ)

においては，部分集合JçI に対する階数〆(J)は，頂点

の集合グJ={Si ， ε J} çyに接続する弧の集合に含ま

れる最大マッチングの弧の数に等しい.たとえば J= {J，

2 ， 3} とすると，頂点の集合ダJ={S" S2 , S8} に接続する

弧の集合に含まれる最大マッチングは {(e.， S ,), (es , S2) 

(e5, S3)} で与えられるので， r'(J)= 3 となる.

これらの 2 つの横断マトロイド M(ダ)， M'(Y)の階

数はいずれも対応する 2 部グラフの最大マッチングに含

まれる弧の数に等しい. 図 3.21 の 2 部グラフ G=(E，

ダ， A)の場合には，これらのマトロイドの階数は 4 (た

とえば {(e"S. )， (C2'S ,), (Ca , S2)' (内 ， S3)} が 2 部グ

ラフ G=(E， Y， A) の最大マッチングに対応する)とな

ることが容易に確かめられる.
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