
マトロイド理論の基礎(3 ) 

大山

マトロイドの概念およびその数学的定義を前回までに

紹介した.今回はマトロイド構造を有する具体的な例を

いくつか紹介しよう.

3. マトロイドの例

マトロイドの構造を有するものは，非常に単純なもの

から線形代数，グラフ理論に関連するもの，組合せ理論

等に関連するものまで非常に多くのものが提起されてい

る.本講座の 1 章でもマトロイド構造を有する具体例を

紹介したが，ここではそれらを含めて良〈知られている

身近なものをいくつかとりあげ，説明を加えてみよう.

3.1 単純なマトロイド

マトロイドの概念の具体的なイメージをより明確にす

るために，し、くつかの単純な構造を有するマトロイドを

紹介しよう.まず最も単純な構造を有するマトロイドと

して，有限な集合 Eが与えられた時に空集合のみが独立

な集合であるようなマトロイドが存在する.つまり空集

合以外のE のすべての部分集合は従属集合であるとする

わけである.このマトロイドが 2.1 節のマトロイドの独

立性の公理(11) ， (12) , (13) (あるいは(13') )を満たし

ていることは明らかであろう.このマトロイドにおいて

は， E のすべての要素がそれ自身でサーキットをなすの

で，任意の部分集合 A ç;;E に対して常に階数は r(A)=O

となる.このようなマトロイドは退化マトロイド (trivial

matroid) と呼ばれる.

上の例と同様に単純な構造を有するマトロイドとして

離散マトロイド (discrete matroid，あるいは自由マト

ロイ F(free matroid) とも呼ばれる)がある.離散マト

ロイドでは集合E のすべての部分集合が独立な集合であ

ると定義される.したがってE の任意の部分集合の部分

集合はやはり E の部分集合であるので (12) が満たされ

る.また E の部分集合 U， V がiUl=IVI+1 を満たす
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とすると ， U の中に V に含まれない要素が存在するの

で，その要素を e とすると Vu {e} は E の部分集合と

なる.このようにして離散マトロイドが独立性の公理を

満たしていることがわかる.またこの離散マトロイドに

おいては， E の部分集合 A の階数が A に含まれる要素

の数，つまり r(A)=IAI であって，かつマトロイドの

基底がただひとつ存在し，集合E 自身がそれに相当する

ことも明らかであろう.

上に述べた 2 つのマトロイドを一般化したものとし

て ， k-一様マトロイド (k-unHorm matroid) がある.

k-一様マトロイドは， 有限集合 E に含まれる要素の数

を n とすると Uk ，n と表記され， Uk ， n の基底は E の部

分集合のうちで k 個の要素から成るものである.このマ

トロイドが 2.1 節で紹介したマドロイドの基底の公理を

満たしていることは明らかであろう.したがってマトロ

イド Uk川の独立な集合は E の部分集合のうちで要素

の数が h 個以下のものとなり，このマトロイドの階数関

数 r あるいは閉包演算子 σ が以下のように与えられる

ことも明らかとなるであろう.

部分集合 A ç;; E に対して，

rlAI , IAI<k の時
r(A)=~ 

l止 IAI~k の時

IAI<k の時

IAI ミ;k の時

以上から，本節で紹介した退化マトロイドと離散マトロ

イドは，それぞれ b一様マトロイドによって Uo，肘

Un ，n と表わすことができる.

3.2 ベクトル的マトロイド

マトロイドに関する理論がベクトル空間における i 次

独立性の概念を一般化したものとして発展してきたこと

は 1 章に述べた.いまベクトル空間VのベクトルX.， X2，

, Xn の集合 E に対して， それらのベクトルの部分

集合 {Xi 1 ， Xt2 ， …… ， Xik} がベクトル空間 V において 1

次独立である場合に集合 {Xil' Xt 2, …… , Xik} は独立な集
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合であるとすると，これはマトロイドの独立性の公理を

満たす.このようにして定義されたマトロイドはベクト

ルマトロイド (vectorial matroid) と呼ばれる.このベ

クトルマトロイドの階数関数は，ベグトル空間 V の階数

(rank)あるいは次元(dimension) を部分空間 E におい

て与える関数に等しくなる.したがってこのベクトルマ

トロイドの基底は，ベクトル空間 V において E が張る

部分空間と同じ空聞を張るすべての 1 次独立なベクトル

の集合であるということができる.

次のようなベクトルの集合 E={Xt. X2 ， …・・， XS} ({O, 

I} を用いて，それらの作る体(field) GF(2)上のベクト

ル空間におけるベクトルとみなす)を考えてみよう.

X, X2 Xs X. Xs X6 X1 Xa 

(。 1000111
00101011)  

o 0 0 0 

ベクトノレの集合 E={Xh X2， …… ， Xa} 

このマトロイドにおいては， {X2, X3} , {X2， X6 ， X小 {X. ，

Xs, Xa} などはそれぞれ 1 次独立なベクトノレの集合であ

るので， ベクトルマトロイドの独立集合となる.また

{X., X s, X1}, {X3, X6 , xs} などはそれぞれ X.+Xs=的，

Xs+X6=Xa が成り立つので l 次従属となり，ベクトルマ

トロイドの従属集合となる.ベクトノレの集合Eにおいて

1 次独立なベクトルの組は最大 3 個のベクトルを有する

ことから，このベクトルマトロイドの階数は 3 となる.

なおベクトルマトロイドは，マトロイドの分類上でも重

要な特性を有している.このことについては，後に 5 章

でより詳細に述べられるであろう.

2 つのマトロイド Mh Jl.んが同一あるいは異なる有限

集合 Et. E2 上で M，=(E" 、.)'"，)， M2=(E2， 、.)'".)とし

て与えられているとする. ここで集合 E， と集合 E2 の

要素聞におのおのの独立性を維持するような l 対 1 対応

が存在する時，換言すれば E， の要素の集合が M， にお

いて独立集合であることとそれに対応する E2 の要素の

集合が M2 において独立集合であることとが常に等価で

あるような要素聞の 1 対 1 対応が E" E2 聞に存在する

時 2 つのマトロイド M" lIんは同型 (isomorphic) で

あると言われる.任意のマトロイド M が何らかのベク

トルマトロイドと同型である時，マトロイド M はベク

トル的(vectorial)であると呼ばれる.

3.3 グラフ的マトロイド

1 章でマトロイドの 171J として掲げた閉路マトロイド

(cycle matroid , circuit matroid あるし、は polygon

matroid と呼ばれることもある)を紹介しよう.頂点の

集合 V， 弧の集合 E を有するグラフ G=(V， E) が与え

られた時，弧の集合 E を対象としてそれらの部分集合の
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うちで閉路(cycle)を含まないものを独立集合とすると，

これはマトロイドを構成することがわかる.つまりグラ

フ G の初等的な閉路(グラブの閉路のうちで，始点と終

点以外には同じ頂点を 2 度通らないものを特に初等閉路

という)をマトロイドのサーキットとすると，これらの初

等閉路の集合はマトロイドのサーキットの公理系 (CI) ，

(C2) を満たすことが証明される. このようにしてグラ

フ G上に定義されたマトロイドを閉路マトロイドと呼び

M(G) と表記すると，次の定理が得られる.

定理 3.1 グラフ G に対して G の初等閉路は G の弧

の集合 E上で定義された閉路マトロイド M(G) のサー

キットである.

閉路マトロイド M(G) について， その基底，階数関

数，閉包演算子等を考えてみよう. まず M(G) の基底

は章にも述べられているように，グラフGの完全木

(より厳密には，連結グラフ G に対しては完全木が閉路

マトロイド M(G) の基底であるが，グラフ Gが非連結

の場合には完全森(spannìng forest)が M(G)の基底と

なる)である.つまり閉路を含まない G の最大の部分グ

ラフは完全木(あるいは完全森)だからである.したがっ

てマトロイド M(G) の独立集合は G の弧の集合のう

ちで M(G) のサーキットに対応する閉路を含まないも

のとなることも明らかである.

例を掲げよう. 図 3.1 のような連結グラフ G。の弧の

集合 E={1 ， 2， 3 ， ……， 7} 上で定義された閉路マトロイ

ド M(Go } を考える.

たとえば図 3.2 にある G。の完全木 H" H2 なと'はマ

トロイド M(Go } の基底に対応している.なおグラフ G。

の完全木，つまり M(Go } の基底が全部で 16種類存在す

ることは各自確認されたい.また閉路を含まない弧の集

合は M(Go } の独立集合であるので，G，。のいずれかの完

全木に含まれる弧の集合の任意の部分集合は M(Go } の

独立集合となる.

グラフG の頂点、の個数を n， 連結成分の数を h とする

と， G の完全木(あるいは完全森)に含まれる弧の数が

n-k となることはグラフ理論においてよく知られてい

る.そこでグラフ G の弧の集合 E の部分集合A に対し

て ， A に含まれる弧から成る部分グラフ HA= (VA ， A} 

の頂点、の個数 JVAI から HA の連結成分の数んを差し

引いた数を HA の階数 κ(HA ) とすると， 次のように書

くことができる.

κ(HA)=JVAI ーん (3.1) 

なお (3. 1)で与えられるι(HA )は，グラフ理論においてグ

ラフHAに対するカットセット階数(cutset rank) と呼ば

れるものである.このようにして与えた階数関数がマト

ロイドの階数関数による公理系 (RI) ， (R2) , (R3) を満
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図 3. 1 グラフ G。

たすことは容易に証明される.つまりグラフG の弧の集

合 E の任意の部分集合 A， B に対して，それぞれから成

る G の部分グラフを HA， HB とする.ここでHAuHB，

HAnHB をそれぞれ 2 つのグラフ HA ， HB の和および

共通部分をとったものとすると，以下の関係(a) ， (紛， (c) 

が成り立つことは，上のカットセット階数の定義から容

易に示すことができる.

(a) O ;ii;A: (HA ) 孟 /A/.

(扮 グラフ HA がグラフ HB の部分グラフであれば，

κ(HA ) 話κ(HB ).

(c)ι(HAuHB)+ A: (HA nHB)~訂(HA )+κ(HB ).

したがって閉路マトロイド M(G) の階数関数は E の

部分集合 A に対して A から得られる部分グラフ HA
を用いて (3.1) のように書くことができる.

たとえば図 3.1 のグラフ Go に対しては， n=5 , k=1 

であるので， κ(Go ) =A: (H,)=A:(H2 ) =5ー 1=4 となる.

したがってグラフ Go の弧の集合 E上の閉路マトロイド

M(Go ) の階数は 4 である.

マトロイド M(G) の閉包演算子について述べよう .E

の部分集合 A の閉包が A を含む最小の閉じた集合であ

ることは前に述べた.このグラフG上の閉路マトロイド

M(G) においては， 弧の集合 E の部分集合 A に対して

弧 c(ただし cEE\A) が A の閉包 σ(A) に含まれている

ということは，グラフG において，

C E C蹉u  {c} 

となる閉路C が存在することと等価である. 換言すれ

ば，部分集合 A~こ弧 e をつけ加えることによってグラ

フ G における閉路が新しく構成されることが， c がσ (A)

に含まれるための必要十分条件である.このことをマト

ロイド全般についてより一般的に述べたのが定理2.6( 2 

章参照)である.

たとえば図 3.1 のグラフ G。に対する閉路マトロイド

M(Go ) において A={3， 5, 6} (図 3.3 参照)とすると，

σ (A)={2 ， 3 ， 4 ， 5, 6, 7} (図 3.4 参照)で与えられる.した

がって σ (A) \A={2， 4，7} であるので， c=2， 4， 7 がそれ

ぞれ集合 A と合わせて閉路 {2 ， 3, 5}, {3, 4, 6}, {5, 6, 7} 

を形成しているのがわかる. なお c=l とすると ， Au 
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完全木 H，

図 3.2

完全木 H2
Go の完全木の例

{ 1 }は閉路をもたないので M(Go ) の独立集合となり，

c Ej: σ (A) である.

本節ではグラフGに対して定義された閉路マトロイド

M(G) に関して，そのサーキット，独立集合，基底，階

数関数，閉包演算子等を紹介した.そこで次のような疑

問が生ずるかも知れない.任意のマトロイド M は， あ

るグラフ G上で定義された閉路マトロイド M(G) と同

型であろうか? つまり任意のマトロイド M と閉路マ

トロイド M(G) とが同型となるようなグラフ Gが常に

存在するであろうか?

たとえば 3.1 節で紹介した 3 個の要素 {c" c., C3} 上で
定義された 2-一様マトロイド U.， 3 について考えてみよ

う.このマトロイドの独立集合は， 3.1 節にも述べたよ

うに要素数が 2 個以下の集合である.図 3.5 にあるグラ

フ Ho の弧の集合 E={c" c., 内}上の閉路マトロイド

M(Ho) を考えると ， M(Ho) の独立集合は E の部分集

合のうちで要素数が 2 個以下の集合に対応している.し

たがって図 3.5 にあるようなグラフ Ho 上の閉路マトロ

イド M(Ho) が 2-一様マトロイド U2 ， 3 と同型であるこ

とがわかる.ところが 4 個の要素の集合上の同様のマト

ロイドである U2，. については 2-一様マトロイド U.，<

と同型となる閉路マトロイドのグラフGは存在しないこ

とが容易に証明される.このようにして，上の疑問に対

する解答がNOであることがわかる.

任意のマトロイド M に対して，上の例で、示したよう

に M と同型の閉路マトロイド M(G)をもたらすグラフ

G が存在する時，マトロイド M はグラフ的 (graphic)

であると呼ばれる.それに対してそのマトロイドと同型

凡\
F 

./ 13¥ 
f 、
f 、
y 
f ノヘ、 、
/\、
"、、、

ん/5\\
/、、、

図 3.3 図 3.4
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e, 
図 3.5 グラフ Ho

な閉路マトロイド M(G) をもたらすグラフ G が存在し

ない時，マトロイド M は非グラフ的 (nongraphic) と

呼ばれる.このようなマトロイドの特性化あるいは分類

化については後に 5 章でより詳細に述べることにする.

上に紹介したように， マトロイド U2， 3 がグラフ的マト

ロイドであるのに対して， マトロイド U2，. は非グラフ

的マトロイドであることは言うまでもない.

グラフG上で定義されるもうひとつのマトロイドを紹

介しよう.任意のグラフGに対して，その弧の集合のう

ちで初等閑路の集合がマトロイドのサーキットの公理系

を満たすことによって閉路マトロイドが定義された.こ

こではグラフ Gにおけるカットセット(cutset)の集合を

考えてみよう.カットセットは，それに含まれる弧を除

去するとグラフの連結成分の数が増加するような極小の

弧の集合である.つまり連結グラフのカットセットは，

それに含まれる弧を除去するとグラフを非連結にするよ

うな極小の弧の集合であると言うことができる.

たとえば図3.6 のグラフ G! においては，弧の集合 {2 ，

3, 4, 6} , {7} , {8, 9} , {9， IO} などはカットセットであ

る.しかしながら集合 E!={4， 丸 6 ， 7 }， E2= {8, 9, IO} な

どはカットセットではない. 集合 EJ， E2 に含まれる弧

を除去すれば連結グラフ G1 は非連結になるものの ， E! 

については {4，丸 6} あるいは {7} ，E2 については {8 ， 9 }，

{9， IO} あるいは {8， IO} という別のカットセットが真部

分集合としてそれぞれに含まれているために EJ， E2 は

極小な弧の集合とならないからである. なおグラフ G!

の弧 7 のように弧 l 本のみでカットセットとなるような

弧は橋(isthmus) と呼ばれる.

任意のグラフ Gにおけるこのようなカットセットの集

合は，以下のような 2 条件，つまりサーキットによるマ

トロイドの公理を満足することがグラフ理論を用いて証

明することができる.

(a) どのカットセットも他のカットセットを含むこと

はない.

(b) D J, D2 をともに弧 e を含むような 2 つの異なる

カットセットとすると，弧 e を含まずに D!u D2 ~;こ

含まれるようなカットセットが存在する.

したがって任意のグラフ G に対して，カットセットをサ
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図 3.8 グラフ G!

ーキットとするようなマトロイドが存在する.このよう

にして定義されたマトロイドはカットセットマトロイド

(cutset matroid) と呼ばれ， M*(G) と表記される.グ

ラフ Gに対するカットセットマトロイド M*(G)の独立

集合がグラフG のカットセットを含まない集合であるこ

とは定義から明らかであろう.

カットセットマトロイド M*(G) の階数関数について

考えてみよう.グラフG の頂点の集合を V， 弧の集合を

E， 連結成分の数を k とする.そして弧の集合A のEに

関する補集合を A とした時に，弧の集合 A によって得

られる部分グラフを H瓦= (V:1i, A) , H.瓦の連結成分の数

を h とすると ， M*(G)の階数関数 r*(A)は次のように

書くことができる.

T本 (A)=IAI ー JVI+ JVA: 1 +k-kλ(3.2) 

なお上式に関してはここでは紹介のみにとどめるが，前

述の閉路マトロイドの階数関数と後に 4 章に述べる双対

マトロイドの概念を用いてただちに得られることをつけ

加えておく，カットセットマトロイド M*(G) の階数は

(3.2)式より次のように表わされる.

r*(E)= IEI 一 JVI+k. (3.3) 

上式において JVI-k は閉路マトロイド M(G)の階数で

あって， グラフ G の完全木(あるいは完全森)の弧の数

を表わしている. したがってカットセットマトロイド

Mキ(G) の階数は，グラフ G の連結成分の数を増加させ

ない(グラフG の連結成分を非連結にしない)とし、う条件

の下で除去できる弧の本数の最大数を表わしていること

がわかる.

例を掲げよう. 図 3. 7 にあるグラフ G2 を考える.弧

の集合 E={1 ， 2 ， 3 ， …・・， 9} に対して A={3， 5， 6 ， 7 ， 9} と

すると A={1 ， 2 ， 4 ， 8} となり ， A , A から得られるG の

部分グラフ HA' H瓦はそれぞれ図 3.8，図3.9 のように

与えられる.したがって，

IAI=丸 JVI=人 IV亙 1=6， k=l , kA:=2 
を用いると， (3.2) より，

~(A)=5-7+6+1-2=4 

が得られる.

(3.1)式で紹介したカットセット階数に対応する閉路
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6 1/ 図 3.8 グラフ HA
4 

図 3.7 グラフ G2

階数について述べよう.グラフ Gの弧の集合 E の部分

集合 A に対して A から得られる部分グラフを HA=

(VA, A) , HA の連結成分の数をむとすると ， HA の閉

路階数(cycle rank)は次式のように与えられる.

r(HA)= IAI-iVAI+kA ・ (3.4)

なお (3.4) 式の閉路階数は， グラフ HA に対する零度

(cyclomatic number あるし、は nullity) とも呼ばれる.

グラフ Gのカットセット階数が G の完全木(あるいは完

全森)に含まれる弧の本数を表わしているのに対して，

G の閉路階数はそれに含まれない弧の本数を表わしてい

ることは前にも述べたとおりである.

(3. 1), (3.4) の 2 つの関数の関係について少し説明を

加えておこう.グラフ G=(V， E)に対して，その完全木

(完全森としても同様であるので，以下では完全木との

み述べることにする)を T とする.この時，弧 eEE\T

に対してい}u T は唯一の閉路を生成する(この事実の

マトロイド理論における表現は系 2.3 に与えられてい

るにこのようにして完全木 T から生成される閉路の集

合は，グラフ G の完全木 T に関する基本閉路系(funda­

mental system of cycles，マトロイドの基本サーキッ

ト系 (fundamental system of circuits) に対応する)

をなすと言われる.

たとえば図3. 10 にあるグラフらにおいて，完全木T

を図3.11のようにとると . G3 の T に関する基本閉路系

図 3.10 グラフ G3

4 

6 

7 

3 (a) 

図 3.11 完全木 T

1981 年 9 月号

2 

1 

4 

図 3.9 グラフ H].

は図3.12のように与えられる.

8 

グラフ G=(V， E) の完全木 T に含まれる弧の本数は

ITI= iV l ー l であるから，基本閉路系に含まれる閉路

(これらはすべて異なる)の数は，

r(G)=IEI ー ITI=IEI- iV l+k

ただし k はグラフ G の連結成分の数

となり G の閉路階数として与えられる.図3.10のグラフ

Gs においては ITI=5 であるから . r(Gs)=8-5=3 と

なることがすぐに確認できる.

一方，グラフ G=(V， E) のカットセットに関しては，

完全木 Tに含まれるそれぞれの弧 e に対して . e の除去

は完全木 Tを非連結にする. したがってグラフ G の任

意のカットセットは，完全木に含まれる l 本の弧とそれ

に含まれない弧の集合の和によって得られる.このよう

にして完全木 T から得られるカットセットの集合は，

グラフ G の完全木Tに関する基本カットセット系(fun­

damental system of cutsets) と呼ばれ，この系に含ま

れるカットセット(これらはすべて異なる)の数は ITI=

iV l ー 1 である.これは，

~(G)=ITI= iV l ー 1

として，グラフGのカットセット階数に等しい.

図3.10のグラフ G. に対しては，図3.11 にある完全木

T をもとにすると，図3. 13(a)ー(e)に与えられる弧の集合

{1}. {2, 3}. {2, 4, 5}. {5, 6, 8}. {2 ， 7 ， 8} がグラフG の

基本カットセット系を構成している.

6 
4 

4~ 7じ7
7 

6 

(b) (c) 

図 3.12 G3 の基本閉路系
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(a) (b) (c) (d) 

図 3.13 Ga の基本カットセット系

7V 
4 

4 

(e) 図 3.14 グラフ G. 図 3.15 グラフ G5
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任意のマトロイド M に対して，グラフ G上で定義さ

れた閉路マトロイド M(G) が M と同型となる時，マト

ロイド M はグラフ的であると呼ばれることは前に述べ

た.それに対して，マトロイド M とグラフ G 上のカッ

トセットマトロイド M*(G) とが同型となるようなグラ

フ Gが存在する時，マトロイド M は双対グラフ的

(cographic) と呼ばれる.グラフ Gに対する M(G) と

M*(G) ， あるいはグラフ的マトロイド，双対グラフ的マ

トロイドに対するより詳細な説明は後述されるので，こ

こでは定義を与えるのみにとどめる.

最後に 2 つのグラフの聞の同型性と，それらのグラフ

上で定義された閉路マトロイドあるいはカットセットマ

トロイドの聞の同型性とが必ずしも等価ではないことを

追加しておこう.

たとえば図 3.14，図 3.15にある 2 つのグラフ G. ， G
5 

は明らかに同型ではない.しかしながらこれらのグラフ

から得られる閉路マトロイド M(G.) ， M(G5 ) , および

カットセットマトロイド Mホ (G.) ， M*(G5 ) はそれぞれ

の要素の集合間の独立性，従属性を維持するので両者は

同裂である.つまりグラフから得られた閉路マトロイド

あるいはカットセットマトロイドが同型であっても，必

ずしももとのグラフは同型であるとは限らないというこ

とができる.グラフ理論の言葉を用いると 2 つのグラ

フに対応する閉路マトロイドあるいはカットセットマト

ロイドが同型となるのは， これらのグラフが互いに 2 向

型となる時，つまり 2 つのグラフの弧の集合間の 1 対 l

対応の下でそれぞれの閉路(あるいはカットセット)が l

対 1 に対応する時，そしてその時に限るということがで

きる.
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