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マトロイド理論の基礎(2 ) 

大山達雄

前回に引き続いて，マトロイドの公理系について述べ

ることにする.

2.2 サーキ '1 卜，階数関数にもとづく公理

最初にサーキット (circuit) によるマトロイドの公理

を述べよう.有限偲の要素からなる集合Eの部分集合族

~(サーキットの族と呼ばれる)は次の 2 つの性質を満足

するものとする.

(C!) X， Y ε 'G"(ただしXキ y)であるならば， XÇþ Y.

(C2) Ct. C2E 'G"(ただし C1 キC2 ) であってかっ eε

C1 nC2 であるならば， C.çC1 uC川e}， C.E 'G"，

なるサーキット C. が存在する.

この時集合 E 上のマトロイド M は， M=(E，'G") と

表わされる.任意のグラフにおける初等街路は明らかに

一方が他方を含むことはない.また図 2.3 からもわかる

ように 2 つの閉路 Ct. C2 が与えられた時に，それらに

共通な弧があれば，それを含まない別の閉路C3がC1 UC2
の部分集合として存在する.このようにしてグラフにお

ける閉路が上述のサーキットの特性を有していることが

わかる

さて前節で紹介した独立集合の公理と上のサーキット

の公理との関連を調べてみよう.

定理 2.2 E の任意の独立集合と任意の要素との和集合

は最大 1 個のサーキットを有する.

証明 1 E の部分集合 I をマトロイドの任意の独立集合

図 2.4 グラフ G
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図 2.3 2 つの閉路 Ct. C2 と第 3 の閉路 C.

(1 E{}), x を E の任意の要素とする.いま 1u {x}が 2

つのサーキット Ct. C2 を含むとしよう.すると， XEC1 

nC2 であってかっ C1 u C2�1u  {x} となるので， 公理

(C2)を用いるともうひとつのサーキット C3 が存在する

ことになるが， C.蹐1u C2\ {x}ç1 であるから I の独立

性に矛盾する. 図

第! :章に述べたグラブの弧の集合を対象として，閉路

を合まない弧の集合をマトロイドの独立集合と定義した

場合を考えてみよう.たとえば図2.4 にあるグラフ G の

弧の集合{!， 2， 3 }， {4 ， 5} などは閉路を含まないので独

立集合である.これらに 1 本の弧を加えた次のような弧

の集合をとる.

El={! , 2, 3}u {4}={! ， 2 ，丸 4}

E 2 ={! , 2, 3}u {7}={! , 2, 3, 7} 

E3={4 , 5}u {6}={4，丸 6}

E.={4 , 5}u {7} ={4, 5, 7} 

上の 4 個の集合のうちで， Et. E• はそれぞれ閉路 {2 ，

3, 4}, {4, 5, 7} を i 個ずつ含むが， E2， E3 はいずれも閉

路を含まない.つまり閉路を含まない弧の集合にそれに

含まれない弧を 1 本つけ加えると，最大 11闘の閉路がで

きるのが確かめられるであろう.上の定理 2.2 が，グラ

フの任意の木に対してそれに含まれない弧を 1 本つけ加

えると最大 1 個の閉路ができるという自明のことを述べ

ていることがわかる.

定理 2.2 の証明では，サーキットの公理および独立集

合の公理の両者を前提とした.ここでは別の方法も可能
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図 2.5 グラフ H (a) H, (b) H, 
図 2.6 H の完全木

である.つまり独立集合の公理 (1 1)， (12) , (13') のみを

前提として，定理 2.2 を以下のように証明することがで 理系{(C1), (C2)} と等価であることが容易に示される

きる. ので，ここでは証明は掲げない.このようにして前節に

註明 2 独立集合 I と要素 z に対して， 1u {x} が 2 つ 紹介した独立集合あるいは基底に関するマトロイドの公

の異なるサーキット C" C2 を含み，集合 I はこの条件 理とこの節に掲げたサーキットによる公理とがすべて等

を満たす最小の集合であるとする . xEC， nC2 である 価であることが示される.

から ， X1 εC1\C2， x2 E C2\C1 を満たす要素 Xh X2 が存 定理 2.2 からただちに得られる，マトロイドの基底と

在して，Iu {x}\ {x，}\ {X2} なる集合は独立集合となる. サーキットを関連づける結果を紹介しよう.

なぜならば 1u {x} \ {xd\ {X2} が従属であるとすると， 系 2.3 --<ト戸イド M の基底を B， B に含まれない E

I\ {xd が I\ {xd u {x} に対して 2 つのサーキットを含 の要素を z とすると x εC三Bu {x} を満たす唯一の

む集合となり， 1 の最小性に反するからである.したが サーキット C が存在する.

って I と 1u {x} \{xd\ {X2} がいずれも集合 1u {x} に なおこのようにして得られるサーキットは C(x， B) と

含まれる最大の独立集合になるので公理(l3') に反する 表わすことにして，基底 B における要素 z の基本サー

ことになる.図 キット (fundamental circuit) と呼ぶことにする.

また一方，独立集合に関する公理(1 1) ， (12) と上の定 上の系 2.3 の意味するところを，第 1 章に紹介したグ

理 2.2 の結果とを前提すると，公理 (13') の性質が得ら ラフの弧の集合上のマトロイドをもとに考えてみよう.

れることも以下のように示すことができる.いま 1" 12 そこでは弧の集合のうちで閉路を含まない集合を独立集

がし、ずれも E の部分集合 A に含まれる最大の独立集合 合としていることから，マトロイドの基底はグラフの完

であって ， 11, 1 < 1 121 であると仮定する.なお 1" 12 は 全木に対応する.図2.5 のグラフ H に対して，図2.6 の

そのような集合のうちで 1， u 12 を最小にするものとす (a) , (b)にあるグラフ H"H2 はそれぞれ Hの完全木の

る.この時判定 1，\12 であって 12 u {x，} が従属となる グラフである.グラフ H1 に対して，それに含まれてい

要素引が存在する.定理2.2 の結果から 12 u {x，} は唯 ない弧としてたとえば 1 あるいは 8 を加えると，それぞ

1 個のサーキット C を含み，かっそのサーキット C は れ閉路{1， 3, 5} あるいは {4， 6 ， 8} ができる.またグラフ

X2<f 1， なる要素 X2 を含む.また 1 121> 11， 1 であるから H2 に対して， それに含まれていない弧としてたとえば

集合 12 はら以外にも 11 に含まれない要素を含むはず 4 あるいは 7 を加えると，それぞれ閉路 {1， 2 ， 4 ， 5} ある

である.したがって 1， u 12\ {X2 }は従属となる. 12u {x,J いは{J， 2， 7， 8} ができる.このようにグラフの任意の完

\{X2} は独立集合であるので X1 εI1'豆 1，\12 であって 全木に，それを含まれない弧(グラフのひとつの木に対

かっ 12'=12 u 11 '\ {x2 } なる集合 12' は A に含まれる最 して，それに含まれない弧の集合は補木(cotree) と呼ば

大の独立集合となる.したがって 111 1 < 112 1 孟 112'1 とな れる)を l 本つけ加えると，必ずひとつの閉路が得られ

り， 11 u12'Ç:;JIU12 であることから ， 11u 12 の最小性に るということを上の系が意味しているのがわかる.

反する.このようにして公理(13') と定埋2.2 の結果が等 次に階数関数(rank function) によるマトロイドの公

価であることが示される.
町

理系を与えよう.有限集合 E上における階数関数 p: 2E 

以上の議論から，前節に掲げた公理系{(1 1) , (12) , (13) →z(整数の集合)は以下の (Rl) ， (R2) , (R3) を満たすも

(あるいは) (13'))} に対して，それと等価なもうひとつ のとする.

のマトロイドの公理系としていI!)， (12)，定理 2.2} が (Rl) E のすべての部分集合 A に対して， 0孟p(A)

示されたことになる.後者の公理系は，サーキットの公 壬 IAI.

1981 年 8 月号 (51) 471 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



(R2) A ç;B ç; E であれば， p(A) 孟 p(B).

(R3) E のすべての部分集合 A， B に対して，

p(Au B)+p(A nB) 話p(A)+p(B) (2. 1) 

なお上の (2. 1)を満足する関数は劣モデュラ一関数

(submodular function) と呼ばれる. (R!) , (R2) , (R3) 

の公理を満たすような階数関数によって定義されたE上

のマトロイド M は M=(E， p) と表示される.このよう

な階数関数によるマトロイドの公理系は，前回の冒頭に

紹介した1935年の Whitney の論文で与えられたもので

あることをつけ加えておこう.階数関数にもとづくマト

ロイドの公理は，上の (R!) ， (R2) , (R3)以外の形にも表

わすことができる. たとえば (R2) の代わりに， (Rl) , 

(R2) ， (R3) から得られる「部分集合 A に別の要素 a を

加えると階数が最大 1 だけ増加しうるj ことを示す(R2')

p(A) 豆ρ(Au {a}) 豆p(A)+I ， a ε E， A ç; E を用いるこ

とができる.また (R3) の代わりとして，次の条件が与

えられることもある.

(R3') p(Au {ad) =p(Au {a ,}) =p(A) , ar. a, E E , 

ならば， p(Au {a,} u {a , })=p(A). 

(R!) , (R2) , (R3) の公理を前提とすると， (R3') は容

易に得られる.つまり要素 ar， a2 のどちらかが A に入

っている時は自明であるから ， a }, a 2 ιE\A とする.

p(Au {ad) =p(Au {a ,}) =p(A)および関数 p の劣モデ

ュラー性(R3) より，

p(Au {ad u {a ,}) +p(A) 壬p(Au {ad )+p(Au {a ,}) 

=2p(A) 

すなわち ， p(Au {ad u {a，}) 孟p(A) となるが，これ

と (R2) より，

p(Au {a ,} u {a ,}) =p(A) 

が得られる.また(R3') の形を前提とした場合に， (R3) 

の形は以下に述べる階数関数にもとづく公理と独立集合

による公理との関連の説明の中で得られる.

階数関数によるマトロイドの公理と独立集合による公

理との関連について述べよう .E の部分集合 A に対し

て，マトロイドの階数が A に含まれる最大の独立集合

の要素の数として r(A) の形に表示されることを前に述

べた.この関数 r(A) が (Rl) ， (R2) の関係を満たすこ

とは明白である.そこで以下に，関数 r(A) が (R3) の

関係を満たす劣モデュラ一関数であることを図 2.7 を用

A B 

図 2.7
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いながら示そう.いまr(Au B)=p, r(A nB)=q とし，

集合 AnB に含まれる最大の独立集合を X とする.

/X/=q であるから，定理2.1'を用いると Y~X なる独

立集合 Y が存在し， かっ / Y/ =p, Y=Xu Vu W , Y�; 

AuB( ここで V=Yn(A\B) ， W=Yn(B\A))が成立す

る(図 2.7 参照). XuV が A の独立な部分集合であっ

て ， XuW が B の独立な部分集合であることを用いる

と，

r(A)+r(B) ミ /XuV/+/XuW/

=2/X/+JV/+/W/ 

=/Y/+/X/ 

=r(Au B)+r(A nB) 

となるので， (R3) の関係が得られる.

逆に有限集合 E上でマトロイド Mが階数関数によっ

て M=(E， p) として定義されたとする.マトロイド M

における独立集合を E の部分集合 A に対して，

AEJ~ρ(A)= /A/ (2. 2) 

と定義する.このようにして定義された独立集合族 8 の

要素が前述の独立性の公理(I!)， (12) , (13') を満たすこ

とは以下のようにして証明される.

(11)は自明である. いま Xε8 であって ， y ç; X , Y 

$-0とすると ， p(Y)</Y/ となる.そこで要素 XEX\Y

をとると ， p( Yu {x}) 豆 p( Y)+ 1 < / Y/ + 1.この操作を
X b  X2 ， … ， Xt ， t=/X \ Y/ ， まで続けると，

ρ (X)=ρ(Yu {xr. x" …,Xtl) < / Y/ +t 

=/Y/+/X¥Y/=/X/ 

となり矛盾が生ずる.したがって Y E{} でなければなら

ず， (I2)が成立する.

次に (13') に関しては， E の任意の部分集合 A に対し

て，それに含まれる極大な独立集合を Ar. A， かつ /A!/

</A./ とする矛盾が生ずることを示すことによって得

られる • A!nA.=Ao とすると，任意の aε A，\Ao に対

して p(A!u {a})=p(A!)=/Ad. したがって {ah a2, 

…, atl 三A，\Ao， ここで t= /A.\Ao/ ， に対して上の手続

きをくり返すと，

p(A!u {ar. a. ， … ， atl)=p(A!)=/Aけ

となる.そこで上の関係を用いると，

p(A.) ;;;;p(A! u (A.¥Ao))=p(A!u {a r. a.,…, atl ) 

=p(AIl= /A!/ < /A2/ 
となり，集合 A. の独立性に矛盾する. このようにして

(1引が得られる.以上から階数関数を前提とするマト

ロイドの公理系と独立集合にもとづく公理系との等価性

が示されたことになる.

階数関数によるマトロイドの公理系とサーキットによ

る公理系との関連について述べよう.いま階数関数 p に

よってマトロイドが集合 E 上で定義されているとする.
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l であるから， (R3)の関係を用いて，サーキット C に対する階数関数の値は次式のようにな

る.

p(C)= I Ci一 1 (2. 3) 

p(C,u C.)+p(C, nC.) 話p(Cd+p(C.)
= ICd + IC.I ー2

マトロイドがグラフの弧の集合上で前主主に婦げた例の

ように定義されている場合，つまり独立集合が閉路をも

=IC,uC.I+IC,nC2 1-2 (2. 4) 

が得られる.しかしながら，

たない弧の集合として定義されている場合を考えてみよ p(C， uC2 ) 註 p((C， uC.)\{e})=IC， uC.I-l

う -ct トロイドのサーキットに対応するグラフの閉路 C p(C, nC2)=IC, nC.1 

は I Ci本の弧を有する.したがって閉路 C に含まれる最 を用いると， (2.4) の関係が矛盾であることがわかる.

大の独立集合，つまり閉路を含まない弧の集合の要素数 このようにして公理(C2)が導出される.

が (2.3)式で与えられることは明らかとなろう. またサーキットにもとづくマトロイドの公理 (C l)，

きて階数関数にもとづくマトロイドの公理系と (2.3) (C2) が満たされているとする. この場合には，サーキ

の関係を用いてサーキットによる公理の (C2) を導くこ ットの部分集合族 V に対して関数 r(A) ， A C;;; E， を

とができる.いま C"C2 がサーキットであって，つまり r(A)=max{IXIIXc;;; A , X はダの要素を含まない}

C" C2 E '<!f'であって， (C2) を満たすようなサーキット (2. 5) 

C3が存在しないとする.この時すべての要素e E C, nC. と定義することによって ， r(A)がタに対して定義され

に対して C， uC.\{e} は独立でなければならなし、から， たマトロイドの階数関数となり， (R l)， (R2) , (R3) (ある

次式が成立する. いは (R3'))を満たすことが示される.

p((C, uC2 ) \ {e})= IC, u C2 1 ー 1 以上のように， 2.1 節および 2.2 節において，有限集

一方 C"C. εg から ρ(C， )=ICd ー 1 ， p(C.)=IC.1 合E上のマトロイドを独立集合，基底，サ}キット，階

基底=独立集合のうちで

要素数最大のもの

もの

J，!;!広=サーキソ卜を含まない集イ?のうち要素数最大のもの

サー者 y トごて j，~I.氏に合まれない集合で怖やl、なもの

図 2.8 独立集合，泉氏，サーキット， I滑数関数の聞の対応関係
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数関数にもとづく公理によって定義し，これらの聞の等

価性を示した.このようにマトロイドはいろいろな概念

を用いて定義されうるものであるから，最もイメージの

把えやすいものをもとにして，他の公理系をそれとの相

互関連として理解するのが効果的であろう.この節の最

後に，これまで取り上げた諸概念によるマトロイドの公

理系の対応関係を整理して図示すると，図 2.8 のように

なるであろう.次節にはこれまで、に掲げた公理以外でよ

く利用されるマトロイドの公理をいくつか紹介しよう.

2.3 その他の公理系

閉包(closure) なる概念を用いたマトロイドの公理を

紹介しよう.まずマトロイド M において集合 E の部分

集合 A が閉じている (closed，あるいはフラット(f1at) ，

部分空間(subspace) などと呼ばれることもある〕とは，

すべての要素 zεE\A に対して，

p(Au {x}) =p(A)+ 1 (2. 6) 

が成立することである.つまり (2.6) 式は， A に含まれ

ない E のし、かなる要素も部分集合 A に追加されると階

数が増加することを意味している.一方， E の部分集合

A に対して，

p(Au {x}) =p(A) (2. 7) 

であれば，要素 z は集合 A に従属である (x depends 

on A) と呼ぶことにする.前章に掲げたマトロイドの例

を考えてみよう.図 2.9 のようなグラフG の弧の集合を

E， つまり E={1 ， 2 ， 3, 4, 5} とする.E 上のマトロイド

の独立集合は閉路をもたない集合と定義されている.し

たがってたとえば A={1 ， 2} とすると ， p(A)=2 は明ら

かである.そこでAに追加する要素として 3 あるいは 4

を考えれば，以下の関係が成り立つ.なお 5 を加えるこ

図 2.9 グラフ G

いは B={1 ， 2 ， 3} に対して，

σ(A)={! ， 2 ， 3}=B， σ (B)=B 

となることが容易にわかるであろう.

閉包演算子 σ を用いたマトロイドの公理を掲げよう.

写像 σ: 2E→2E は以下の条件を満たす時にマトロイド

M の閉包演算子と呼ばれる. X, YçE であって， x , y 

EE であるとする.

(SI) Xçσ(X)=σ(σ(X)). 

(S2) YçXçE ならば σ(Y) 三σ(X).

(S3) Y <1 σ (X) かっ YEσ(Xu {x})であるならば， x

εσ(Xu {y}). 

いま σ を E の任意の部分集合 A に対して A に従属な

要素から成る集合を与えるる閉包演算子とすると， σ が

上の (SI) ， (S2) , (S3) を満たすことは以下のようにして

示される.まず(SI)に関しては，前半は σ(X) の定義か

ら明らかである.後半は， E の部分集合 X に含まれる

最大の独立集合を Ix とすると ， Ix は σ (X) の中の最

大の独立集合でもあるので， σ(σ(X))=σ (lx)=σ (X) 

となることによって示される. (S2)は明らかであろう.

(S3)に関しては，いま y "i σ (X) ， yE σ(Xu {x}) であっ

てかつ x <l σ(Xu {y}) とすると矛盾が生ずることを示そ

う.つまりこれらの仮定からそれぞれ，

p(Xu {y})=p(X)+1 (2. 9) 

とは 4 を追加するのと同じである p(Xu {x} U {y}) =p(Xu {x}) (2.10) 

p(Au {3}) =p(A) =2 p(Xu {y} u {x}) =p(Xu {y})+ 1 (2.11) 

p(Au {4})=p(A)+I=3 となるので， (2.9) と (2.11) から，

つまり要素 3 は集合 A={! ， 2} に従属である p(Xu {y} u {x}) =p(x) 十2

集合Eの部分集合から部分集合への写像を表わす閉包 が得られ，これと (2.10) から，

演算子(closure operator)σ: 2E→2E は， 部分集合 A p(Xu {x}) =p(X)+2 

に対して， A に従属な要素から成る集合 σ(A) を対応づ となり矛盾が生ずる.

ける演算子と定義される.あるいはまた σ(A) は集合 A きて次に，演算子 σ が上の (SI) ， (S2) , (S3) を満足す

を含むような最小の閉じた集合であるということもでき るような関数であるとした場合に，それを用いて定義さ

る.なおまた σ(A) は ， A を含む集合のうちで A と同 れる独立性の概念が前の 2.1 節で与えたマイロイドの独

じ階数をもっ最大の集合でもあり，部分集合A のスパン 立性の公理を満たしていることを示そう.これによって

(span) と呼ばれることもある.Aが閉じた集合である 閉包演算子 σ を用いた公理系 {(SI) ， (S2) , (S3)} がこれ

ということは， まで、に紹介したマトロイドの公理系と等価であることが

A=σ(A) (2. 8) 示されることになる.演算子 σ によって定義される独立

であることと等価であることもわかる.また上に掲げた 集合族を，これまでの独立集合族8 と区別するために，

図2.9 のグラフ G の弧の例においては， A={1 ， 2} ある σー独立(σーindependent)な集合の族として {)(σ) と表記
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しよう .E の部分集合 X が σー独立で、ある，つまり XE

，9 (σ) とは， X に含まれるすべての要素 zεX に対して，

z が X\ {x} の閉包に含まれないことである. つまり以

下のように書くことができる.

X E {)(σ)~[VXEXコx<$ σ(X\{x})J (2.12) 

(1 1) <þ E{)(σ) は自明である. (12) は X E {)(σ) ， Yç;X と

して ， Y H(σ) とすると矛盾が生ずることを示そう，

Y<!{}( σ)であるから ， y ιY に対して YE σ(Y\ (y}) とな

る要素習が存在する.したがって (S2) より智 εσ(X\{y}) 1 u n Vl(max) 

となり， X E {)(σ) に矛盾する. (13)に関しては，代わり 図 2. 10 

に(13') が満たされることを以下の 2 つの補題によって (W は←独立)， (S3) を用いると Uk Eσ((W\ (v'}) U 

示そう い'})=σ (W)=σ (V\ (v}) となり矛盾が生ずる.以上か

補題 2.4 集合 E の部分集合 A に対して ， A に含まれ ら V' が σー独立で、あることが示された.これは IUnV'1

る最大の σー独立な集合をんとすると，叫ん)=σ (A) で、 >iU nVI を意味するので， U , V の選び方に矛盾する.

ある. したがって任意の部分集合 AçE に含まれる最大の

註明 まず Aç; σ (IA ) を示す.そうでないとすると要素 ←独立な集合は，すべて同じ要素数を有することにな

aEA\σ (IA ) が存在して ， IAu{a} は σ一独立となる.な る. 図

ぜならばんU {a} が σー独立でないとすると， 要素 bE このようにして (S I)， (S2) , (S3) を満たす閉包演算子

んが存在して bεσ(IAu {a} \ {b}) となるので b<$ σ の公理がマトロイドの独立性の公理と等価であることが

(lA¥{b} )から (S3) を用いると aE 叫ん\{b}u{b})= 示された.ここで任意の要素 6EE が部分集合 Aç;E の

σ (IA ) となり矛盾が生ずるからである.したがって IAu 閉包の要素であることを特徴づける定理を紹介しよう.

{a} が σー独立となり，んが最大であることに反する. 定理 2. B -<トロイド M において E の要素 e が集合

Aç;σ (lA)から (SI) ， (S2) を用いると， σ (A) 早川叫ん)) Aç;E の閉包に属しているための必要十分条件は， 6εA

=σ (lA) . また一方で、は lA ç;A より σ (lA) 三σ (A) であ であるかあるいは M のサーキットC が存在して C\A=

るから両者は等しくなり，叫ん)=σ (A)が得られる.図 {6} となることである.

補題 2.5 集合 E の部分集合 A に対して ， A に含まれ 前主主に紹介したグラフ上の弧の集合を対象とし，閉路

る最大の σー独立な集合の要素数は等しい. を含まない弧の集合を独立集合とするマトロイドを考え

註明 いま A に含まれる最大の σー独立な集合を U， V， れば，上の定理の意味は容易に理解されるであろう.た

かっ IUI<IVI とし，さらに IUnVI が最大となるよう とえば図2.11 のグラフにおいて E={1 ， 2 ， 3 ， 久丸 6， 7} ，

にとられているとする.この時 uq;; v であるから，要素 A={1 ， 2 ， 5} とする.この時 A の閉包はσ(A)= {I , 2, 3, 

uεV\U をとり D=σ(U\V) とする(図2.10参照). D~ 4， 5} で与えられるので， 閉路 Ch C2 をそれぞれ C1=

σ (A)であるから ， U の要素 Ul) UZ， "'， uk を V\{v} に追 {1 , 2, 4}, C2={2 ， 3 ， 5} とするとグラフの弧 e が σ (A)に

加していくと，ある h に対して， 含まれることを次のように表わすことができる.

σ ((V\{叶) u {ud u … U{Uk})=σ (A) (2.13) 6εσ(A)。

(ただし σ((V\ {v}) u (ud u ・・ u {uk-d) 正σ (A) とす [6εA あるいは 6 EC，\A あるいは6 E C.¥AJ. 

7.>.) マトロイドの公理系は，これまでに紹介した以外にも

が成立する.この追加のプロセスはiU l の有限性および スパン族によるもの，超平面族によるものなど数多くが

σ(U)=σ (A)(補題2.4)から有限となる.

集合 V'=(V\{v})u {udを考えてみよう.集合 V' が

ト独立でないとすると，

Uk Eσ (V\ {v}) (2.14) 

かあるいは要素 V'EV\{v}=W に対して，

V'Eσ((Hヘ {v'}) u {ud) (2.15) 

でなければならない.ところが(2.13) と (2.14) は， σ (V\

{v}) 写σ (A) より矛盾する.したがって (2.14) はあり得

ない. (2.15) に関しては， v'<$ σ( ll-ヘ {v'}) であるから
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ループ(loop)であって，要素 e がそれだけで従属な集合

である時に要素 e はループをなすと言われる.前に紹介

したグラフの弧の集合上のマトロイドについては，図2.

12にあるように弧 e1t C9 がそれぞれループである. なお

ノレープをなす要素 CVこ対してマトロイドの階数関数 p が

P( {c})=O を満たすことは明らかであろう.

図 2.12 グラフ

存在する.これらの公理系を詳細に紹介することは本稿

の目的ではないので，ここでは省略する.公理系の詳細

に関しては，たとえば [4] (前回参考文献)などを参照

されたい.マトロイドに関する理論と応用を含めてよく

用いられる概念を 2 つ紹介しよう. 1 つはマトロイドの

もう l つの概念として，集合E上の 2 つの要素 Ct， cJ 

が平行(parallel) であるとは 2 つの要素のそれぞれは

ノレープではないが， {Ci , Cj} は従属な集合である場合を

言う.この時階数関数に関しては， p({Ct , cJ}) = 1 とな

る.図2.12のグラフの弧を対象とした前述のマトロイド

においては， {c" C5 } および {Ca ， C，} がそれぞれ平行な要

素の集合であることも明らかであろう.
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