
最近のネットワーク手法

橋田 温

1. はじめに

複数のサービス段(単一待ち行列)がネァトワー

ク状に結合され，あるサービス段からの退去が他

のサービス段の到着となっているモデルは，待ち

行列ネットワーク (queueing network，以下QN

と略す)と呼ばれる.実際のシステムではこのよ

うなQNにモデル化されるものが多く見られ，与

えられた分布・パラメータなどに対し，平均客数，

平均待ち時間，スループット(単位時間当りのサ

ービス終了客数)，サービス段の使用率，などの特

性評価が要求される.

従来，このような複雑な待ち行列モデルに対し

ては，各段を独立にとりだして詳細に解析し，た

とえば各段の平均待ち時間を加重平均することに

より総合的な平均待ち時間を推定するなどの大ざ

っぱな評価方法が用いられてきた.しかし，この

ような方法では，直列に結合された場合やフィー

ドパックのある場合などでは，段聞の従属，有限

客数などの影響が無視されるため，精度よい評価

は不可能であった.

近年，計算機システムのジョブ実行過程をQN

モデルとして，その特性を総合的に評価する試み

が盛んで、あり， QNに対する解析手法がし、ろいろ

と提案されている.たとえば，多重プログラミン
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図 1 セントラルザーパーモデル

グを行なう TSS は，主に図 l に示すセントラル

サーパーモテ守ル化され，種々の手法による検討が

行なわれている.

一般のQNに対する解析手法としては，理論解

析とシミュレーションが考えられる.ここでは，

QNの平衡状態における特性評価を対象に，主に

理論解析手法を紹介する.

2. 待ち行列ネットワークの理論解析

手法

原理的に理論解析可能なモデルの l つとして，

マルコフ型QNがある.これは， QNの平衡確率

ベクトルをII，推移率行列をQ とするとき，次の

平衡方程式 (balance equation) を満足するもの

である.

IIQ=O )
 

-(
 

これは，状態空間 S のある状態 S E S に着目し

この平衡確率を ρ (s) とすると，

p(s){s からの推移率}

=ふp(ど){s' から s への推移率} (2) 
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とも表現される.すなわち，各状態においてそこ

から出ていく確率とその状態へ入ってくる確率が

平衡することを意味している.

マルコブ型QNの解析では，連立方程式(1)ま

たは (2)を解けばよいが，一般には ρ (s) として陽

な解は得られない.したがって，数値解法に頼る

こととなり，計算プログラムパッケージとしてR

QAが開発されている [23]. これは，

II<川 =II<n-lJ( 6Q+I) 

により反復計算する方法(ムは定数， 1 は単位行

列)であるが，状態数が数千以上になると計算機

上の制約から非現実的となる.以下では，近似解

法も含めてより洗練された解法の中で代表的なも

のを示す.

2.1 積形式解をもっ待ち行列ネ・y トワーク

マルコブ型QNの中には，平衡方程式の解が陽

に求められるものがある.それらは， Jackson [12J 

や Gordon & N ewell [ 8 J により解析された指

数分布サービスのQN と，それがBaskett et a1. 

[ 1 J により拡張されたQNである. 著者の名前

をとり，前者を Jackson 型，後者を BCMP 型と

呼ぼう.

( 1) Jackson 型待ち行列ネットワーク

N段より成る任意の形態のネットワークで，以

下の条件を満たすものである.

Al 網外からの客の到着はポアソン過程

A2 各段のサービス規律は FCFS で，サービス

時聞は指数分布

A 3 :客は i 段より j 段へ確率 Tij で移動する

(i, j=O, 1 ， … ， N， O は網外を意味する)

網内客数が K人のときの網外からの到着率を

À.o(K) , i 段にあ人の客がいるときのサービス率

を μi(kt ) とすると，各段にん， k2， "'， kN 人だけ客

がし、る平衡確率 p(k1， ん…， kN)は平衡方程式か

ら次の積形式で与えられる.
N 

p(k" k 2, "', kN) = � A(K) 耳!t(kt ) (4) 
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図 2 到着率の合成
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ただし ， K，会話ki ， A(罰金耳 À.o(r) であり，

!i(ktlは方程式:
N 

e~= rOt+ L; eJ 1・J ;， 1 ~i~N ラ)

の解 {e;} を用いて次式で定義される.
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また， G は正規化定数であり次式で与えられる.

∞ N 

G=_~_A(K) _L; II!i(ki) 
K=U I;旬=K 1=1 

(7) 

方程式 (5)は次のような意味をもっ(図 2 参照).

すなわち ， t 段への到着率んは，網外からの到着

率え0 ・ rOi と他段からの到着率の和に等しい.各段

では，平衡状態において到着率=退去率というフ

ロー保存則が成りたつため，退去率は到着率に等

しい.したがって次式が成りたつ.
N 

ん=Aorot+EJjm (8) 

ここで， et!àÀ.;jおとすれば式 (5) となり ei は相

対到着率とも呼ばれる.

網外から客の到着がない閉じたQNでは，上記

の結果でパラメータを変換することにより与えら
M 

れる.すなわち ， K= L; kt とすれば，

N 

ρ (kh"' ， kN)=ーI ~\ II!t(kt) (9) 
G(K) t,;\ 

となる.ただし ， ei は式 (8) でん=0 としたとき

の根である.このときの正規化定数 G(K)は次式

で与えられる.

N 

G(K)=zLZL(kt)(10) 

この平衡確率から ， i 段に関する周辺分布pt(kt)

平均系内客数 ι， スループット仇などが求めら
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表 2BCMP 型のサーピス機構表 1

R 

k~L: ktT 
r=l 川

一
サービス時間規律竺ゴ ft(k;) , 

ん! {え (ki~! )山}主対万
布
系

分
は

数
間
)

指
時
可

の
ス
vも

通
ピ
で

共
一
存

ス
サ
依

ラ
均
数

ク
平
客

全
(
内

サーピス規律

FCFS 

2
L
」
4

Cox 型分布
(クラスで異なっても可)

、
、s
'
/

・
グ

サ
ン

s
y
リ

P

セ
ア

ロ
エ

プ
シ

/
'
a
t、
、

2 

K411(中) (含tT

lt (中) (去)"iT
上同I (無限大?一川 l 3 

3 

上同
LCFS-PR 
(割込継続形)

LCFS 
4 

が i 段からクラス s の客となって j 段へ移

動する確率が Iう付; }8 である.

B 4 :各段は表 l のいずれかのサービス機構にし

たがう. P S はラウンドロビン方式で、クオ

ンタムを 0 としたもので，系内客数が k 人

のとき各人は !/k の容量で同時にサービス

を受ける方式である. Cox 型分布は，ラプ

ラス変換が有理関数で表わされるもので，

指数分布サービス段の継続モデルで、合成さ

)
 

-l
 

(
 

れる(平均待ち時間は Little の公式による).

以下に，内(l)=μz の場合を示す.

(ei/μi) ki 
か(わ)=つ守与~[G(K-ki)

G(K) 

一空!:..G(K-k tー !)] 
μ4 

�:" _ ~ ( et ¥ki G(K-ki) 
kt= L; トー) 一一一一一一

/cFt\μi ) G(K) 

~ •• L I L ¥ _ e; G(Kー l
θt= L; μtpi(ん)=一一一下TVγー

ki~t μ G(K) 

れる.

BCMP 型QNは，状態を詳細に考慮すればマル

コフ型となり，特に次の局所平衡(local balance) 

G(I) ， G(2) ， … ， G(K) の値が必要であるが，そ

の計算アルゴリズムが開発されている.

[局所平衡] 状態 SE S と t 段に対し，

{i段への到着により s へ推移する率}

={i段からの退去により s から推移する率)(12) 

上式は局所平衡方程式と呼ばれ，式 (2) は全域

(global)平衡方程式とも呼ばれる.

kiT を i 段におけるクラス T の客数， ki;;f: (k i1, 

k i2, …, kiR) , S会(kb k2， … ， kN ) とすれば，局所平

衡方程式より平衡確率は次式で与えられる.
N 

p(kt， kν ， kN)=c.d(s)具五(ki )

が成りたつ.
聞いたQNで網外からの到着率が状態に依存し

ないん(K)=んの場合は，平衡確率 p(kb k2， ・，

kN)は，各段独立に M(Àoei)/M( μi (l) )/1 モデル

として求めた状態確率か (ki ) の積で与えられるこ

これは Jackson の定理と呼ばれる.

この場合は正規化定数を計算する必要がないた

め，数値計算は簡単である.

とがわかる.

(2) BCMP 型待ち行列ネットワーク

Jackson 型を拡張して，客にクラスを設けかつ

より一般的サービス機構としたもので，以下の条
(13) 

ここで， ji(k;) は i 段がどのタイプに属するか

で決まり，表 2 のように定義される.ただし， μ廿

は i 段でのクラス r に対するサービス率であり，

件を満足する.

Bl 客のクラスは R 個.

B2 網外からの客の到着はポアソン過程で，到

着率 Ào(K) は網内客数 Kvこ依存してもよ

(14) 

eir は次の方程式の解である.

6戸bげ+忍伽pjS; 甘

また， d(s) は状態 s での系内客数 Kに依存し，

(21) 207 

し、.

B3 網外からのクラス r の客が最初に i 段でサ

}ビスを受ける確率が biT ，

1981 年 4 月号
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図 3 BCMP 型待ち行列ネットワークの例

K-l 

聞いたQNの場合は d(s)会 IL<o (l) ，閉じた QN

の場合は d(s)=1 である.

式(13)からわかるように，平衡確率には各段の

サービス率(または平均サービス時間)のみが現わ

れており，サービス時間の分布は影響しない.ま

た，開いたQNで網外からの到着率が網内客数に

依存しない場合には， Jackson の定理と同じ関係

が成りたつ.すなわち各段独立に，タイプ 1 ， 2, 

4 の場合には M/M/1 の状態確率を，タイプ 3 の

場合には M/G/∞の状態確率を求めると，それら

の積によってQNの平衡確率が与えられる.

閉じたQNの場合は， Jackson 型の場合も含め

て正規化定数の計算が大変であり，計算アルゴリ

ズム [20J と各種プログラムパッケージが開発され

ている.主なものとしては， ASQ[13J , QNET 4 

[19J , RESQ [21J , QSEC [10J , BEST/1 [2 J, 

などがある.

BCMP 型QNの例として， 図 3 にジョブに 2

クラスがあるセントラルサーバーモデルを示す.

移動確率は表 3 のようになり，状態集合{(か)}に

対し 2 つのエルゴード的な部分連鎖 C1 ={ (1 1) ，

(21) , (31) }, C 2={ (1 2) , (2, 2) , (3 ， 2)} が形成

される.この場合，式(14)は各部分連鎖ごとに閉

じた方程式となる.

BCMP 型では，平衡確率が積形式で陽に与え

られるため評価尺度の計算が容易である.したが

って，どのQNまで平衡確率が積形式で与えられ

るかということが重要な問題となる.これに対し

208 (22) 

ては，“局所平衡は積形式解をもつための必要十分

条件である"[4 J，“一般サービス時間分布のQN

が積形式解をもつためにはサービス規律はタイプ

2, 3, 4 を含む LBPS (Last Batch Processor 

Sharing) である(必要条件)" [17J などが証明さ

れている.また，マルコフ過程の reversibility と

いう性質からも積形式解が考察されている[14]. 

なお， BCMP 型自体も， (i) タイプ 1 以外で状態

依存のサービス率， (ii)系内客数に依存する到着

率， (iii)状態依存の移動磯率，などの場合に拡張

され，また，多数の適用例も報告されている [9 ]. 

2.2 動作解析法と平均値解析法

通常，必要とされる尺度は平衡確率そのもので

はなく，平均待ち時間，スループット，使用率な

どのグローパルな尺度である.これらは特定のパ

ラメータによって関係づけられるため，それを利

用して直接的に所要尺度を得る方法が考えられ，

以下の 2 方法が提案されている.

( 1 ) 動作解析法(operational analysis) [ 6 ] 

測定データより得られたパラメータまたは尺度

をもとに，待ち行列の一般的性質を用いて未知の

尺度を推定する方法であり，システムの動作分析，

改良などに有効と言われる.

QNに対して以下の条件を設ける.

C1 測定期間中，各段において到着率と退去率

は等しし、(フロー保存則). 

C2 移動確率は系内客数と独立であり，サービ
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ス率は他段の系内客数と独立である(一様

性). 

軌を i 段の退去率とすると， C 1 はそれが到着

率んに等しいことを意味する. したがって次の

フロー平衡方程式が成りたつ( 0 は網外を示す).
N 

Xi=よいjrji ， i=O, I,..., N (15) 

i 段に対し，れを平均サービス時間， ti を平均系

内時間，軌を使用率， k i を平均系内客数とする

と，次式が成りたつ.

Ui=Xi'r i ， ι =Xiti (Little の公式(16) 

式 (15) ， (16) より求める尺度を計算する.たとえ

ば，測定により {ri} }， ι が式推定できると，上

より ti が求められる.客が網内に到着してから網

外へ退去するまでの総合平均網内時間Tを求める

には，各段への平均訪問回数を Vi (i= 1 ， 一 ， N) と

して，次式で近似的に与えられる.
N 

T~ L. Viti ， Vi=Xi/XO 
i=l 

(17) 

( 2 )平均値解析法(mean value analysis) [18J 

主に閉じたQNに用いられるもので次の定理を

用いる.

[定理] 積形式解をもっ客数Kの閉じたQNにお

いて，任意のサービス段における客の到着時

点の定常状態確率は，客数 K-I の同じ QN

の平衡確率に等しい.

ν 段に着目し， ν 段を退去した客が再び、 ν 段へ

もどってくるまでの間， i段を訪問した平均回数を
N 

vi (i =I ， … ， N， vν= 1) とすれば ， vi= L. Vjrji であ

り，到着率んは次式で与えられる.

ん=ん.Vi ( 18) 

i 段の平均系内時間は次式で与えられるが，

ti= 'ri+ τi X {到着時の平均系内客数} (19) 

定理より{ }内はわ(K-I) に等しいため，

ti= 'r i ・ [1 +ki(K-I) J (20) 

となる.また ， l 段および ν 段のところで、みたQ

N全体について次の Little の公式が成りたつ.
N 

ι(K)=ん (K)ti(K) ， ん(K)=K/詐j tj (21) 

ただし (K)は網内客数が K 人を表わす.式 (18) ，

1981 年 4 月号

(20) , (21) を用いて ι(0)=0 から逐次計算して

いけばれ(K) ， ι (K) ， ん (K) などが得られる.

この方法はクラスがある場合のQNへも拡張され

る.

2.3 近似解法

現実には，積形式解をもっQNでも大規模な場

合は計算が大変である.また，以下に示すような

積形式解をもたないQNが数多く見られる.

( i) FCFS で一般サービス時間分布.

(ii) 一般の優先権サービス.

(iii) サーバー(資源)の同時保留.

(iv) 有限待ち室(プロッキングを含む). 

このようなQNに対しては，分解法，拡散近似，

拡張積形式法，などの近似手法が提案されている.

拡散近似については本特集で別に述べられている

ため，分解法と拡張積形式法について述べる.

( 1 ) 分解法(decomposi tion) 

段聞の相互関係を保ちつつ l 段または少段から

成るサブネットワークに分解して解析する方法で

ある. Kuehn[16J に代表される分離形と Chandy

et al. [ 3 J に始まる合成形がある.

@ Kuehn の分離形分解法

以下の手順により系統的に解析される.

ステップフロー平衡方程式より各段への到着

率んを求める.

ステップ 2 直接フィードパックのあるサービス

段をフィードバックがないように変換する.

ステップ 3 :各段ごとに，ステップ 1 ， 2 および

次の 4 で求めた到着過程を用いて退去過程を

得る.

ステップ 4 ステップ 3 で得られた退去過程を用

いて次段への到着過程を求める.

ステップ 5 ステップ 4 で求められた到着過程に

より各段の諸特性を得る.

ステッブ 2-4 では，各過程は再生過程で近似し，

それらが合成・分割された過程の 2 次モーメント

まで求める.ステップ 3 と 5 では GI/G/l モデル

(23) 209 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



~(λ j ， Cj) 

ー/' -λj =ﾀqj 

(!.、， Cァーてご I C;=qj C'+(1-qj) 

(a) 再生過程の分割l

(μ ， Cs) 
qj 

μ ・ =μ (1ーα) ， C:'=α+(1ーα) C:. qt=q/(1-a) 

(b) フィードパソクの除去

図 4 再生過程の分割とフィードパックの除去

の退去過程と特性を用いる.特に，平均系内時間

には Kraemer & Langenback-Belz [15J の近

似式を用いる.ステァプ 5 で、は，網外から到着が

ある段から順次解析していくが，フィードパック

がある場合は反復計算を行なう.

この手法は，再生過程の合成・分割が特徴であ

る.分割の場合とフィードバック除去の場合の例

を図 4 に示す. ただし c は分散係数(企標準偏

差/平均値)を表わす.

@ 合成形分解法

サブネットワークを等価な l 段待ち行列に合成

して置換しつつ，最終的にもとのQNと等価な 2

段QN として解析する方法である.図日(晶)のQN

に対し， ν 段に着目して残りのサブネットワーク

Zを l 段待ち行列 σ に合成すると，図 5 (b)の 2 段

QN となる. 2 段QNをすでに発表されている方

法で解析すると， ν 段に関する特性が得られる.

合成段。への変換法としては， フロー等価法

(flow-eq ui valen t) がある.これは，合成段のフ

ローがサブネットワークのフローに等しくなるよ

うに合成段のバラメータを定める方法である.局

所平衡なQNの場合にはサブネットワーク Zの系

内客数 k の関数であるサービス率向(k) のが定め

られればよい.これには，電気回路における Nor

ton の定理に似た関係が成りたつのを利用する.

210 (24) 

2: 

。

合成段 σ

#ν 

(b) 

(c) 図 5 フロー等価法に

よる待ち行列の合成

すなわち，図 5 (c)に示すように， ν 段を短絡(サー

ビス率を∞とする)した場合のスループットが求

める内(k) となる.図 6 は，セントラルサーバー

モデルで、CPUに着目した場合の例である.

この方法は，局所平衡なQNに対しては厳密解

を与える.特に， CPUなど特定のサービス段の

パラメトリッグな特性評価に有効である.なお，

一般サービス時間分布のQNに対して合成段の 2

次モーメントまで考える近似法や同時保留のある

Q N  への適用も考えられている.

( 2 ) 拡張積形式法(extended product 

form) [22J 

閉じた非局所平衡なQNに対して Jackson の

定理に準じて積形式解をあてはめる方法である.

μη (k) 

K=3 

(a) 

ち
口

(b) 

l k 2.3  

lILn(k) I 1/3 317 川|

図 8 等価フロー法による合成段サービス率の計算例
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まず，平衡条件を満足するような各段への相対到

着率んを求め，各段独立に M(ん)/G/l(K) (K は

網内客数)モデルで、状態確率か(ん)を求める. こ

れら pí(kdを用いてQNの平衡確率を次式で近

似する.

N 
p(k t, …, kN) 土ニ r'r\n n;pt(k�) (22) 

. G(K) 同

N 

この確率は， K= 'L. kt および式(16) の第 1 式と同

じ次式を満足しなければならぬ.

ﾀ.t=Ut/7:i= 'L. p(k t, …, kN)/7: i (23) 
/c�:2:1 

式(23)ができるだけ精度よく成りたつように反復

計算でパラメータを調整することにより，最終的

な平衡確率を得る.

本手法は，積形式解に対する計算アルゴリズム

を利用できる点が有利であるが，理論根拠と収束

の保証に弱点がある.しかし，一般サービス時間

分布のQNに適用して拡散近似よりも精度がよい

という例も報告されている.

3. 待ち行列ネットワークのシミュレ

ーション

シミュレーションは，理論解析ができないよう

な複雑なシステムの分析に有効な手法である.ま

た， QNの近似解法の精度を確認したり，部分シ

ステムでのシミュレーション結果を用いて理論解

析するのにも用いられる.

QNのシミュレーションは，主に大形汎用計算

機をベースにGPSS， SIMSCRIPT, SIMULA , 

などシミュレーション向き言語を用いて行なわれ

ている.しかし大規模なQNのシミュレーション

においては，計算機ラン時聞が長いという問題が

ある.一般に，汎用計算機におけるラン時間は，

略々各段に関する処理を直列処理するために要す

る段数Nに比例した時間と，段間の処理に関する

N2 に比例した時聞から成る. したがって，段数

が多くなるとラン時聞が急激に増大する.これに

対する l つの解決策として，複数マイクロプロセ

ッサーを用いて並列処理を行なわせる専用シミュ

1981 年 4 月号

j: {立パス

μP: マイクロプロセッサ

BC: パスカブラ

I/O: 入出力装置

図 7 待ち行列ネットワーク専用シミュレータ

(NEWTS) 

レータが開発されている [11 ].図 7 はその構成で

あり，各マイクロプロセッサーは l つ以上のサー

ビス段の処理が行なえ，かつ，サービス段の結合

形態は任意に指定できる.

4. おわりに

ここで述べなかった重要な手法に GERT [7] 

がある.これは， PERT に確率的属性を導入しシ

グナルフローグラフの理論と結びつけたもので，

ある種のQNに適用可能と思われる.

複雑なQNを精度よく分析するにはシミュレー

ションに頼らざるを得ないが，プログラム作成労

力やラン時間に難点がある.一方，理論解析可能

なようにモデル化すれば，パラメトリックな分析

は容易となるが精度は保証されない. したがっ

て，実際のシステム分析では両者を使い分けるの

が望ましい.

システム分析ではモデル化が最も重要である.

システムに忠実ということからあまりにも複雑な

QNにモデ、ル化するよりも，システムの特徴を保

持したより簡単なQN~こそデル化するほうが望ま

しい.たとえば推移率が極端に異なる部分を含む

QNに対しては，推移率の大きいサブネットワー

クを分離して解析し，その結果をもとのQNに埋

込んで全体を解析する方法が有効であろう.この

(25) 211 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ようなQNの分解法にっし一、て， Courtois [5 ]は

理論検討を行ない誤差評価などを行なっている.
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