
線形区間計画法

須永

1.はじめに

昨年，ロンドン大学イムベリアル・カレッジ管理科学

教室にお世話になったとき， S. Eilon 教授が「区間計

画法 (Interval Programming) J なる言葉を使ってい

た.私は20年以上前に I区間算J に関する論文を書くな

ど区間概念に関心をもっていたので，この言葉にひかれ

た.しかし，この区間計画法はまだ概念にとどまり，そ

の数理的手法や応用は手がけていないようであった.こ

こでは線形の場合の区間計画法に対し，区間算の立場か

ら筆者の考えを入れて解説してみたい.

2. 区間解析

区間算は区間解析ともよばれ，数値計算の結果の誤差

を厳密に評価するのが目的で生まれた [3 J [7].区間

概念が基本的なものであることは，次の、12の計算の手

順の中に見出される. 、/互の手計算を考えると，まず l

が立つと計算される.この 1 の意味はの次に何らか

の数字が続くという意味であるから，実は区間 [1 ， 2J を

意味するはずである.同様に次に1. 4 と計算され，これ

も区間[1. 4， 1.5J を示すわけである.われわれの手続

きは有限である以上，現実には「実数」の前に[区間J

の概念があるはずである.

理論的には区聞を 2 つの実数で、表わし，

X=[X J, X2J 

とかくことになる.区間に閲して加減乗除，たとえば，

[1 ， 2]+[ー 1 ， 4J=[0， 6J

[3 ， 4J 一 [3， 4J=[ー 1 ， IJ

などと定義できる.区間算が通常の演算と非常に異なる

点の 1 つは「等号関係=J よりは「包含関係三J が重要

な働きをすることである.包含の例をあげる.

[1. 4,1. 5J 三 [1 ， 2J
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l 次元の場合の区間算は簡単であるけれども，多次元

の場合は表示法や計算が難しくなる.たとえば 2 次元の

とき，区間概念は図 1 のように拡張されると考えられる

が，このような表示のみでは不十分である.X と曹とに

従属関係があるとき，図 2 のように表現しないと多大の

情報量を失うことになる.そこで一般に多次元における

区間表示は次のように考えている. パラメータれにつ

いての区間

~i E [ai , biJ 
を考える.そしてその実際の空間への写像

Xj=fi(~J， ~20 … ， ~m) (j=I ,… , n) 

を次元区間概念の多次元への拡張と考えるわけであ

る.たとえば図 2 で，

~ E [X J, X2J 

守 E [-b, bJ 

とし，

X=~ 

y=a+À~+甲

と表現する.このように多次元の場合，区間算より区閥

解析の名前がふさわしい.

計算の途中での桁落ちがよく問題となる連立方程式

Z免台bトa戸戸a向向tりj戸町Z
は，計算機の有限桁のため係数 aりゃんは区間と考え

られ，この方程式を満足する z もある領域をもつはずで

x-→・・

図 2 次元区間 I

x-ー

図 2 2 次元区間E
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ある.この解の領域を包含関係を用いて評価するような

ことが行なわれてもよいはずだと，筆者は強く思う次第

である.

連立方程式が不斉合(m>n)で右辺のんが区間のとき，

31叩jÇ[ω(2J (同 2，"'， m)

の区閥解析が，この解説のテーマ線形区間計画法の実質

部となっている.

区間概念は，以上のような数値解析のみに限られるわ

けではない.物を製作するとき図 3 のように方法に公差

を入れる.製品の寸法は公差の中に入らなければならな

い.この公差は正に区間であって，製作誤差の解析に対

し区間解析は重要な役を果すと思われる [8J. 
近時， r ファジイ理論 (Fuzzy theory) J が出現した

が，これはあいまいな特性を表わすために集合上で帰属

度関数を定義するわけである [4]. a=f(x) で a が l

なら zは完全にこの特性をもち o なら完全にもたない

わけであるが， O<a<1 のときはあいまいな状態となる.

a を指定すると，図 4 のように区間 [x" X2J が対応する

ことになる . a は主観的に決まるが，この区聞は客観的

な意味をもち，ファジイ理論でも区間概念は基本的なも

のと思われる. r ファジイ計画法j とよばれるものがあ

るが，上述の観点から区間計画法と密接な関係をもって

いる.

3. 区間計画法の定式化

S. EiJon 教授が提案した区間計画法は，現実問題の

解決は「最適化J より「満足化j によることが多いとい

う考え方にもとづいている.すなわち現実問題は物事の

最適化より，互いに矛盾した事柄の調整である.おのお

のの目的に対し共通に評価する言葉がないとき，各目的

に対しどの程度我慢できるか，その範囲はどのくらいか

ということが問題となる.そしてそれらを満足する解を

調べる数理的手法を区間計画法と名づけている [2 ]. 

「満足化J の考え方は， 1978年ノーベル経済学賞受賞

者 H. A. Simon 教授の「限定された合理性」なる思

想に源がある.彼は， r人間や組織は行動の前に意思決

定をするが，人間の限られた知識ではすべての可能な行

802 (56) 

動の代替案を列挙することはできず，したがってその選

摂決定は最適なものでなく満足できるものとなる j と述

べている [6 ]. 

機械工学教室にいる筆者は，生産技術について「満足

化J 原理の経験がある.すなわち，加工精度は上げれば

上げるほどよいというより，誤差を我慢のできる範囲に

おさえれば十分といった考え方である.これにより加工

能率を上げられたり，使用不可能と考えられていた機構

の実用化が可能になったりするわけである [8 ]. 

さて，ここで区間計画法の定式化を試みよう.従来の

計画法は，変数は負にならない.

X=(X"X2， … ， xn)~O 

条件と制限

gdx)-s;.bi (i=I , 2, …, m) 

のもとに，目的関数の最大化(あるいは最小化)

f(x) • Max 

である.多目的問題の場合，複数個の目的関数がありそ

れらに対し満足すべき区聞を与え，制限もわれわれの陳

述は本質的に有限であるので区間として与えると，

制限 gi(X) 三 [bi1 ， b臼J=bi (i=I , 2, …, m) 

目的 fk(X) 三 [Ck" Ck2J =Ck (k= 1, 2,… , R) 

なる定式化ができる.変数 Xi に対しても必要ならば区

間制限を与え，正に限る必要はない.このように区間計

画法では制限と目的の区別はなくなる.

次に区間計画法の解が問題となる.すべての実行可能

解の領域は原理的には確定するが，それを調べることは

ほとんど可能である.そこで，

「与えられた区聞に対し，実行可能解の存否を調べる.

ただし目的に対応する区聞は可変とする.すなわち，

区閥系列

Ck 1, Ck2 ， ・・・ ， Ck l ， ・ . 

を考える.J 

このように，区間計画法は種々の区間制限に対し，実

行可能解の有無を調べるわけである.この区間系列がど

のようなものかは，今後，種々の応用問題を通じて研究

せねばならない残された問題の 1 つである.

線形区間計画法は，

会 ai} xfçbt (i =1 , 2, "', m) 
j=1 

n 
:E akjXjﾇCkl 
}=I 

(fzC2. , R) 
となる.従来の線形計画法(LP) は，目的が 1 つの場合

EPjECE 
に相当する. はじめに十分広い区間 CI=[C" C2J で解の

存在を確かめ，次にらとらの中点を Ca としが= [ca, 

C2J で解の存否を調べる.解があればらとらの中点を
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(4.8) 

となる.この e を (4.6)式に入れ z が求まる.

a) 1ε1> ムなら (4.2)に解はない.終了.

b) 1ε1:;:; ムなら次へ.

ii) 上で求めた(n+l) 方程式系の Chebyshev 解 z に

対しすべての方程式の残差の絶対値の最大

MaxIAi.x-btl =Maxlη1 = 1 ra 1 (i = 1,… , m) 

なる式番号 α を求める.

a) Iralζ ムなら， x が (4.2) の解となる.終了.

b) Ira l>6なら次へ.

iii) 改良 (11+1)方程式系

AhA.，...， Ap_hAp， ・・・ ， An+hAa

を求める . ß は次の考察より決まる.まず，

121ptAt=Aa 

を解く. 2::'を P を除く和記号とし， (4. 7)と (4.10) 式

から，

Z(P「んす) Ai=Aa 

を得る.これは新しい (n+1)方程式系に対する (4. 7)式

芝fJ川i+ん'Aa=O

ん'=ー 1

に相当するものである.

(4.8)式は，

(4.9) 

(4.10) 

また新しい系に対応する ε

(4.11) 

より，

一宮、i bi 

e=τ平了一一

2:: 1i $i 

を得る. 1 E 1 の最小は $i をんの符号とすると，

一宮ん bi
ε - n+l 

2:: 1 えtI

、
、
l
'
/

F
一
F
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一(宮川+ん'ba)
η+1 

2::'11/1 + 11a'I 

, 
e (4.12) 

C2 

らとしてが=[c" c.J で調べる. ここで解がなければ

が=[Cs， c，J を調べるといった手順を， 必要な精度を得

るまで続ける.

与えられた制限区聞に対し l つの実行可能解を求め

る計算手法を考えることが，区間計画法の基本となる.

線形の場合，これは本質的に線形計画法の問題である.

線形計画法では，スラック変数や人工変数が必要となる

ので，もっと直接的な Chebyshev 解を利用する方法を

提案し解説してみよう.

1 つの解法として， Chebyshev 解を利用する方法を

厳密な証明なしに述べてみよう[ 1 J [5 J. 
線形区間計画法は一般的に，

n 
2:: aijXjﾇ [bjh bi.J =bi土ム包 (i =1 ， 2，… ， m)

とかける.さらに各式を適当な常数で除すと，

2attZ75bz± ム
}=1 

とかけ，区間隔などの式も向ーとみてよい.この形で解

の存否を調べるためには，不整合(m>n)な方程式系

ZfzjZj=bt(t=l , 2,… , m) 

の Chebyshev 解，すなわち，

4i?ヂir刊I

とムとの大小比較により判定できることは容易に理解で

きよう. Chebyshev 解の求め方はすでに研究されてい

るので，それを利用して次の手順を得る.ここで，

Ai=(a臼， aih … ， ain)

なる略記を用いる. (4.3) は，

Ai.x=bi (i=I , 2, …, m) 

とかけるわけである.

i) (n+1) 個の方程式について Chebyshev 解を求め

る.

たとえば， i=I ， 2 ， … ， n+1 とし $j を土の符号とし

て，

(4.3) 

(4.5) 

(4.1) 

(4.2) 

(4.4) 

C4 

区間の細分

C. 

図 E

法解4. 

s を ε の符号とするととなる.きて ， "a を九の符号，
次のことが註明できる [5 J. 

s(f A -ーよ)ミo (i=I , 2,"', n+1) (4.13) 
えa ん

なるように戸を選ぶとき， le'l > 1ε| がいえる. このよ

うな手続きにより. 1ε| が単調に増大することは，有限

(57) 803 

Ai.x=bi+$ie (i=1 , 2,… , n+ 1) 

とかくとき. 1 el を最小にする解は，
n+1 

2 ん Aj=O

なるんを用いて表わされる.すなわち， (4.6) の両辺に

ついてんの積和を求めると，

(4.6) 

(4.7) 

1980 年 12 月号 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.
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図 6 3 方程式系の解 I

回の手続きにより全体の系の Chebyshev 解を求められ

ることを意味している.なお， (4.13) は，

Max σα5 ~i =σa5 _PL (i=I , 2, ・・ ， n+ 1) (4.14) 
IliλF 

ともかくことができる.

新しい (n+1)方程式系を得たところで，また (i) にも

どることになる.

5. 計算例

上で述べた計算法を簡単な計算例を用いて説明しよ

う . n=3， m=5 の線計区間計画問題

x躰O. 5, 1. 5J=1 土0.5

yç二 [0， 2J= 1 士 1

2x+2yﾇ [1 , 5J=3:t:2 

-x+2yÇ[ー 1 ， IJ=O :t: l

-2x+宮三[ー 1 ， 1J=0:t:0. 5 

において，区間隔を:t: 6= :t: 1 とそろえると，

2xÇ二 2 :t: 1

yﾇ1:t:1 

x+y�;; 1. 5土 l

-x+2yﾇO:t:1 

-4x+2yﾇO:t:1 

となる.対応する不整合方程式系

Ai'x=bi (i=I , 2, 3, 4 , 5) 

x=(x, y) 

は，

2x=2 

y=1 

x+y=1. 5 

-x+2百=0

-4x+2y=0 

となるから，

804 (58) 

(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

A1=[6J. Aベ?]， Aベ 1J. A.=[三 lJ ，

A5=[γ] 
b1 =2 ， ん=1 ， b3 = 1. 5 ， ん=0， b,=O 

である.

第 1 ステヴプ

i) (n+l)方程式系 i=I ， 2 ， 3 すなわち，

2x=2 

y=1 

Z十y= 1. 5

の Chebyshev 解を求める.

(4. 7)式は，

~/iAi= ，11[ ~ J+ん [n+ ，13 [: J=O 

となり，解は，

，11=1 ， ん=2，ん=-2

51=+1 , 52=+1 , 53=-1 

となる.よって (4.8)式は，

-L; ん bi
ô=一学_1__=三且皇士三× 1+( ー2)X I. 5}

土|ん 1+2+2

=千=ー0.2
この 3 方程式系の Chehyshev 解は (4.6)式

2x=2+1 x (ー 0.2)=1. 8 

y=I+1x( ー0.2)=0.8

x+y= 1. 5+( ー I)X(-0.2)= 1. 7

より求まる.よって Chebyshev 解

x=0.9, y=0.8 

を得る. (図 6 参照)

b) 1ε1=0.2云 1= ムより次の計算に移る.

(1) 

(2) 

(3) 

ii) 上で扱った 3 方程式系の Chebyshev 解に対し，す

べての方程式の残差を調べる.

hl =lr21 =1η1 =0.2 

r.=-x+2yー0=-0.9+2xO.8=0.7

r.= -4x+2y-0=-4 xO. 9+2xO. 8= -2. 0 

よって残差の絶対値の最大は hl=2 となり a=5 を

得る.

b) Ir.I=2.0>1= ムより次の計算へ移る.

iii) 改良(n+ 1)方程式系を求める. (4.10)式

より，

:; _ • _ _ r 2l , _ r 0 l , _ r 1 l r -4l 
::/i A i = P1 l � J + P2l � J + P3l � J = l -;-. J = A. 

Pl= ー2 ， pg=2, P3=0 
を得る.η=ー2.0 より η の符号のはー 1 ， ε= ー 0.2

オベレーショ γズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.
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図 7 3 方程式系の解E

より E の符号 s はー 1 よりの$=1 となる.よって (4.14)

式は，

日。向_l\K^o. (ー2 2 0 ¥ 
421，mrIJ 一山aA \一互'二2)

より戸=2 を得る.改良(n+l)方程式系は，

i'=I , 3, 5 

となるわけである.

第 2 ステ'"}プ

新しい 3 方程式系

2x=2 (1) 

x+y=!. 5 (3) 

-4x+2y=0 (5) 

の Chebyshev 解を求める.

より，

r 21 , , r 1 1 , , r -41 
ん 1:: 1+ん 1: 1+ん 1 ,, '1 '10 I ''''LI I ''''L 2 I 

，{， =3，ん=ー2，ん=1

$,=+1, $a= ー 1 ， s5=+1 

となり，

-{3X2+( -2) x 1. 5+1 XO} 
3+2+1 

=一÷=-o5
を得る. (4.6) 式は，

2x=2+1 x (ー0.5)= 1. 5

x+y= 1. 5+( ー 1) x( ー0.5}=2.0

-4x+2y=0+1 x (ー 0.5)= 一0.5

となり， Chebyshev 解

x=0.75 , Y=1.25 

を得る. (図 7 参照)すべての方程式についての残差は，

hl = Irsl = Ir51 =0. 5 

r2=yー 1 =1. 25ー 1=0.25

r.=-x+2y=ー0.75+2.5= 1. 75 

1980 年 12 月号

よって残差の絶対値の最大は Ir.I= 1. 75 となる.これは

ム =1 より大きいので， 改良 3 方程式系を求める必要が

ある . a=4 なので，

I 2 1 , r 11 , 1 -41 1- ー!l
ぶ叩 PiAi=P'lôJ+pal � J+P5lz-rJ=lzlJ=A. 

の解を求めると，

p，= ー1. 5, Ps=2, P5=0 

となる. η= 1. 75 の符号はの=+1 ， e=-0.5 の符号

は s= ー l となり， σaS= 一 1 を得る.よって (4.14)式

Max aaS ~i =Max jーと目ーユ ー旦l
i=1 ,S ,5 Ua

V 

~-..LY~u.A. 3 ー 2}' 1 J 

x C,/, t, 0) 3 ' 2' ~ I 

より ， ß=3 を得，次は i=I ， 4， 5 の方程式を扱う.

第 3 ステ・7 プ

新しい 3 方程式系は，

2x=2 (1) 

-x+2y=O (4) 

-4x+2y=0 (5) 

の Chebyshev 解を求める.

より，

，d~l+ん|ー 11+ん r-:41= 
ι1 0 1 ‘ 1 2 1 ' '" 1 2 1 

,(,=1. 5，ん=ーしん=1

s,=+I , s.=-I , $5=+1 
を得る.

l 一、一、←ー
，.、、.

‘、-‘、ー .OR ・

「幸せ」の数学的意味

ぼくは「幸せ」という言葉はあまり好まない.そ

の理由を申し上げよう.それには幸せという言葉の

数学的な意味を分析しなくてはならない.幸せとい

うのはある種の満足感の表現であるわけだが，満足

感とは停留値に対応していると考えられないだろう

か.つまり，幸せというのは，微分すればゼロなの

である.それは，次の瞬間には幸せでなくなる可能

性があるという意味に他ならない.ゆえにぼくは

「幸せJ とし、う言葉を好きになれない.われわれは

もっとあらゆることに貧欲になるべきではないだろ

うか小野勝主主)
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よって，すべての残差に対し，

Ir;l ~三 1= ム (i=I ， 2 ， 3 ， 4 ， 5)

を得たので，この区間計画問題は実行可能解をもつこと

がわかったわけである.

y 

コピーー~相』

6. おわりに

区閥解析の立場から，区間計画法の説明と線形の場合

のー解法について提案を行なった.他にもっと有効な解

法があるかも知れないし，特異例の解法も工夫せねばな

らない.また，いわゆる多目的計画，目標値計画，ファ

ジィ計闘との関連において，今後種々の問題に応用を試

みることが必要である.

「最適化J でなく「満足化J についての数理的手法の

試案について述べてみたが，話題提供になれば幸いであ

る.

図 8 3 方程式系の解E

e= 一{1. 5x2+ Cl )xO十 1 xO} 
1.5+1+1 

一三三=-~
3.5 1 

よって (4.6) 式は，

2x=2+! x( -t)=手

-x+2ド州一 1) x(一千)=手

-4x+2y=O+1 x (一手)=-t
より， Chebyshev 解
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