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1. はじめに

グラフ G=(V， E)を考える . V={Vt, V2' …, Vn} 

は点の集合， E= {e17 e2， …，向}は VxV の部分
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定義 1 : ( I)閉路をもたない連結グラフであ

る.

( 11 )枝の数が点の数より 1 本少ない連結グラ

フである.

(ill) どの 2 点も唯 1 つの基本パスによって結

ばれているグラフである.

ここで，基本パスとは，図 1 のグラフにおいて

破線で示した向から町へ九九九 e8 をたどっ

てゆくゆき方のように，どの点，どの枝も，たか

だか 1 回通って，ある点からある点へゆく道のこ
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図 3 An example of arborescence 

とである.閉路とは，最初と最後の点が同じであ

ることを除いて基本パスである道のことで，図 l

の波線はその例である.グラフ Gでどの 2 点聞に

も基本パスが存在する時，連結であるといい，連結

グラフという.図 l のグラフは連結グラフとなっ

ている. (詳しいことは文献 [8J などを見られ

たい. ) 

同様に，有向グラフに対しては，有向木(ある

いは樹木) (arborescence) を次のように定義す

る.図 3 はその例である.

定畿 2 :有向グラフ Gが次の条件(i )(ii) を満

足する時，有向木という.

(i) 根(root) とよばれる点には l 本も校が入

ってきていないことを除いて，他の点では入

ってくる枝がちょうど l 本である.

(ii) 閉路をもたない.

グラフ理論におけるツリーの概念は最初 G.

Kirchhoff [21 J によって電気回路との関連で示

され，その後 A. Cayley [4 J [ラ]によって，

化学異性体との関連で再発見された.彼は，この

分野での初期の成果に大きく貢献した.

次にスパニング・ツリー(極大木 spanning

tree) を定義する.
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定義 3 :連結グラフ G に対するスパニング

.ツリーとは，ツリーとなる G の部分グラフ

(partial graph) である.ここで部分グラフ

とは，点の集合はG と同一で，枝の集合が G

の枝の集合 E の部分集合であるグラフをい

う.

図 2 のグラフは図!のグラフのスパニング・ツ

リーの 1 つである.同様に，有向グラフ Gに対し

て極大有向木 (spanning arborescence) とは，

有向木である部分グラフをいう.どの 2 点聞にも

枝が存在する n コの点からなるグラフ(完全グラ

フ)に対して，スパニング・ツリーの数はが-2 と

なる. ([ 4 J). 以下では，この中から，ある基準

にしたがって最適なスパニング・ツリーを見出す

問題を考える. 2. では最小スパニング・ツリー問

題， 3. では，その確率版である確率的スパニング

・ツリー問題を議論する.次に4. で，関連問題を

述べ， 5. で締めくくる.

2. 最小スパエング・ツリー問題

G=(V， E)を点の数 n， 校の数m の連絡グラフ

とする.さらに，各校 eí にはコスト Cí が付随し

ているとする.

【最小スパ=ング・ツリー問題】

属する枝のコストの和が最小であるスパニ

ングツリー T を求めよ.

この問題は通信ネットワークやコンピュータネ

ットワークに関連して発生し ([17J ， [27])，巡回

セールスマン問題などの他の組合せ問題の部分問

題としても利用される ([15J [16J). また， 組合

せ問題の中でも優等生であり，多くの効率的アル

ゴリズムが開発されている([1， 7, 10, 19, 20, 

22 , 28, 31J). 以後，最小スパニング・ツリー問

題を S p ，最小スパニング・ツリーを SST と略

記する.

SPに対するアルゴリスムは，本質的には，

J. B. Kruskal [22J および R. C. Prim [28J 
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のアルゴリズムをもとにしている.前者のアルゴ

リズムは計算手聞が最悪の場合 o (mlog n) とな

り，次のようである.ただし森とは閉路を含まな

いグラフをいい，これが 1 つの連結成分となる場

合がそのグラフのスパニング・ツリーとなる.

【Krus孟al のアルゴリズム】

(ステップ 1 ) :完全に非連結な n コの点だけか

らなる森 T=(V， Ø)を作り，ステップ 2 へゆけ.

(ステップ 2) : G の枝をコストの小さいほうから

並べたリスト L を作り，ステップ 3 へゆけ.

(ステップ 3) :リスト Lに残っている最初の枝か

ら調べて ， Tにつけ加えて，閉路を作らないなら

ば T に加え，そうでないならば L から除け.こ

の操作を (nー1)本の校が T につけ加えられるま

で続けよ.それから ， T をグラフ G の SST とし

てストップせよ.

図 2 は図 1 のグラフにこのアルゴリズムを適用

して求めた SSTであり，校の kのOの中の数字

は枝がつけ加えられた順番を示す.このアルコ、リ

ズムの途中では， Tはいくつかのツリーからなる

森であり，校がつけ加えられるごとに，森の中の

ツリーの数が 1 つずつ減少し，最後に l つのツリ

ー， S ST となる.つけ加えられる枝は，森の中

の異なるツリーを結合させる最小のコストをもっ

校である.

一方 R. C. Prim [28J のアルゴリズムは

つのツリーを成長させていって，最後に SSTを

作る.アルゴリズム中でれは現在のツリーを構

成する点の集合， E. はその枝の集合である.

【Prim のアルゴリズム】

(ステップ 1 ) :任意の点仇正 Vを選び， Vs={V.} ，

E.=併として，ステップ 2 へゆけ.

(ステップ 2 ) :各 Vj <$ V. から ， Vi E Vs への最小

のコストをもっ枝 eaj=(町， Vflj) を選ひ，次に eaj

の中で最小のコストをもっ枝 ι= (Va， 町)を選ん

で Vs=v.U{vaL E.=E.U{ea } とせよ.ステッ

プ 3 へゆけ.

182 (36) 

(ステップ 3):IV.I=n ならSST= (V. , E.) とし

てストップ.そうでなければステッブ 2 へもどれ.

図 1 のグラフに対して， Prim のアルゴリズム

を用いた場合の SSTはやはり図 2 のグラフとな

る.生成過程はしかし異なり，点の上の口で固ま

れた数字が V. に入った点の順番を示す.

Yao [31], Cheriton & Tarjan [7 J 等は，

Kruskal のアルゴリズムの実行方法をデータ構

造を工夫して改良したものである.彼らのアルゴ

リズムは計算の手聞が最悪の場合 o (m log log 

n) であり，枝が点の数に比べて少ない粗なグラフ

に対しては現在もっとも良いアルゴリズムであ

る.他方 Prim [28J およびその改良版である

Dijkstra[ 10J のアルゴリズムは最悪の場合 o (η2) 

となる.

一方で，特殊な SP も研究されている.グラフ

の点が平面上の点であり，その 2 点聞の距離がユ

ークリッドの距離または直角距離 (Rectilinear

distance) であるとして 2 点を結ぶ枝のコスト

を表わすとする.ここで，直角距離とは 2 点の z

座標の差の絶対値と g 座標の差の絶対値の和であ

る. F. K. Hwang [18J や Shamos & Hoey 

[29J 等は， 0 (n log n) で平面上の点を結ぶ SS

Tを求めるアルゴリズムを与えている.また，あ

る 1 点では，その点に入る枝の数に制約がある

場合に， S STを求める問題は最初 Glover & 

Klingman [14J によって研究され， 0 (n'l.) のア

ルゴリズムが示された.その後 Gabow が彼らの

アルゴリズムを改良し， 0 (m log log n+n log n) 

のアルゴリズムを与えた.

最近， R. Chandrasekaran [6 J は SP を一般

化し分数型最小スパニング・ツリー問題を考え，

o (m2 log n) で最適なスバニング・ツリーを見出

すアルゴリズムを与えた.まず，グラフ Gのスバ

ニング・ツリー T=(V， S)は次のように各校に対

応する m コの Oー l 変数 x=(X1o X2， … ， Xm) によ

って表現されることに注意する.
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T: fXi=! eiES 
lXi=O ei '* S 

逆に枝の集合 {eilxi= t} が V とともに G のス

パニング・ツリーとなる時， X =  (Xi) もスパニン

グ・ツリーとよぶことにする.各枝eiにはコスト

Ci の他に重みぬが付随しているとするとき，分数

型最小スパニング・ツリー問題は以下のように定

式化される.

【分数型最小スパニング・ツリー問題】
η"‘ 

FP: 'L， cjxj/ 'L， djxj→最小

条件 Xj=O または l ， j=I ， 2 ， … ， m，

X: スパニング・ツリー

FPにおいて ， dj=d(一定)の時，通常の SP

となる. FPは分数計画法における Dinkelbach

[IIJ の手法を利用し，部分問題として A をパラ

メータとしてもつ SP を作り， えがある条件を満

たす部分問題の最適解から解くことができる.

Megiddo [24J は離散変数をもっ分数計画問題は，

分数型でない原問題が多項式オーダーで解けるな

ら，やはり多項式オーダーで解けることを示し

た.この論文[24Jの中で彼は SP に対する Sollin

のアルゴリズム[1， p. 179J を部分問題の解法に

用いて，上記の FPに対して O(m log2 n.log log 

n) のアルゴリズムを与えた. Megiddo や Chan­

drasekaran の考え方は， 3. で述べる確率的スパ

ユング・ツリー問題においても用いられる.

3. 確率的スパエング・ツリー問題

通常の SP では，枝のコスト Cj は定数である

がここではのは平均 μ1>分散 σj2 の正規分布

N(μj， σl) にしたがう確率変数で互いに独立と仮

定する.次のような確率条件をもっスパニング・

ツリー問題 Po を考えよう ([25J).

Po:f→最小

条件 Pr ('L， CjXj壬f)ミα (1) 

Xj=O または 1 ， j=I ， 2 ， … ， m，

X=(約) :スパニング・ツリー

1980 年 12 月号

ただし，確率レベル α は 1>α>きとする.確率

条件(1)はスパニング・ツリーに属する枝のコス

トの和がf を越えない確率を α 以上にするとい

う条件である.この条件の下で水準値fを最小に

するスパニング・ツリーを求める問題である.確

率条件(1)は ， F( ・)を標準正規分布 N(O， 1) の分

布関数， Ka を α=r1 (y) となる最小の g の値と

すると，次の確定条件と等価となる.

勾lm+KぺEσ九 (2)
ωの下でのfの最小値はf=会jgj+UZぶ
となることから ， Po は次の確定問題 P と等価と

なる.

仰る /ηz 

P: 'L，μjXj+KaV 'L， σiXj→最小
J=1 j=1 

条件 Xj=O または 1 ， j=1 ， 2 ， … ， m

X: スパニング・ツリー

P を解くために次の補助問題 PR を定義する.

PR : ベヨμjmj+kazfmj→最小

条件 Xj=O またはし j=1 ， 2， … ， m

X: スパニング・ツリー

PR は R をパラメータとする通常の SP であり，

校のコストは R円+K.ασi である . P の最適解

を X* 各スパニング・ツリーに対して D(X)=

.j :È a瓦， D*=D(X*) とすると，次の定理は P
と PR の関係を示す.

【定理 1 】 P2D* の最適解 X2D* は P の最適

解 X* となる.

ここで i<j に対して，

Rij=Ka (ai2 -a/)/(μf一向)( 1 亘i<j~n) (3) 

とする.さらに ， XL(XU)を各校のコストが σl の

時の SST (最大スパニング・ツリー)とし mn

(Mn) をその値とする. (3)の Rij の中で， 2.;'mn 

Z玉 Rij 三三 2、IMn (*)であるものを小さいほうから並

ベて，
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R1<R2< …<R! (l は(引を満足する異なるRij

の数)

とする.

【定理 2 】 R 芭 [R，;， Ri+1J に対する P五の最

適解 XR はすべての R E [Ri, Ri+1J に対する

PR の最適解となる.

定理 1 ， 2 より，各区間の 1 点およびR=2'1/'みL

R=2'1/'扇瓦で PR を解き， その解を原問題 P で

評価して最適解 X* を求めればよいことがわか

る.西国 etc [25J はこの問題 P に対して ， 0 (m2 

n2 ) の計算手間で最適なスパニング・ツリー X*

を見出すアルゴリズムを与えた.

次に別のタイプの確率スパニング・ツリー問題

を考えよう.ただし Cj は Po と同じ確率変数とす

る.また， 1>α>きとする.

品 :f→最小

条件 Pr[max{Cj I ej E 8} 孟fJ ~α(4)

T=(V , 8) :スバニング・ツ

F( ・)を標準正規分布の分布関数とすると，陸路型

確率条件(4)は次の等価確定条件 (5)に変換される

([26J). 

~110g F(乎) Xj註 logα，
X: スパニ γ グ・ツリー (5) 

このことから品は次の確定問題と等価となる.

B:f→最小

条耕件 主 10叫o
L♂Vj=O または lし， j=1し， 2乙….口..， m，

X: スパニンクグ守.ツリー

B を解くために，パラメータ qをもっ次の補助

問題 F を利用する.

隅 (q-μj\
Bq: r; log F (一てー ) Xj→最大

j=l ¥ Uj 

条件 Xj=O または l ， j=I ， 2， … ， m，

X: スパニング・ツリー

784 (38) 

Bq は最大スパニング・ツリー問題である.最大

スパニング・ツリー問題は SP と等価であり， S 

P に対するアルゴリズムを用いて解くことができ

る.ここで Zq を Bq の最適値， (X* , f*) を B の

最適解とすると，次の結果を得る.

【性質 1 】 Zq は q の増加関数である.

【定理 3]

( i) Zq>log α .....f* く q

(ii) Zq=log α .....f*=q 

(iii) Zq<logα .....f*>q 

定理 3 は FP とその部分問題との関係に類似であ

り，目標点が O から log α に変わる点、が異なって

いる([ 6 J, [IIJ [24J). したがって，次のよう

な FP に対する Megiddo のアルゴリズムと類似

のアルゴリズムを得る.まず各校 ei に対して，

C,(q) = (q一戸)/σi， i= 1, 2, …, m 

各点 Vk E V に対して，次のような区分的線形関数

gk(q)=max{c,; (q) lei= (VI:, Ve) E E }, 

k=I , 2, ・・・ ， n

を定義する.すべての gk(q) のすべての端点を小

さい順に並べて，

qo= ー∞くの<・・・ <q.くqH1=∞

(8 は異なる端点の数)

とする.また， L を f木の下界， U を上界とする.

【Bに対するアルゴリズム】([26J)

(ステップ 1 ) : Zqh> log α となる最初の h を求

め， L←qh-h U←qh とせよ.ステップ 2 へゆけ.

(ステップ 2) :各点 Vk E V で qE [L, UJ におい

て gk(q) を与える枝 ei をすべて取り， これらの

枝から森(Th T 2, …, T t) (Tj はツリー ， t はその

数)を作れ.ステップ 3 へゆけ.

(ステップ 3) : t= 1 なら， Xホを次のように作り

この X* から f* を以下のように求めてストッ

プ . tキ 1 なら，ステップ 4 へゆけ.

ei E T1 

X*: ~ 
一一 (Xグ=0 ei <t T1 

オベレーショ γズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ど骨: 五log F 

(ステツプ 4) :各 Ti に対して，

ど(q)=max{Cj(q) leJ は T. と他のツリーを

結びつける枝}

および区間[ム uJ に属する端点を計算せよ.

gl(q) , …, gt(q) のすべての端点を小さいI1慣に並

ベて，

qO=L<ql< ・・・ <qr=U

とせよ.ステップラへゆけ.

(ステップ 5) : Zqj> log α となる最初の qJ を求

め L←qJ-!， u←qJ とせよ.次に qE [L, UJ にお

いて gi(q) を与える枝を現在の森(Tl， T 2, …, Tt) 

に加えて(閉路ができる時は枝を適当に取る)，森

およびその中のツリーの数を更新して，ステップ

3 へもどれ.

このアルゴリズムは o (m・ log2 n.log log n) で

B の最適解を見出す([26J).

4. SP の関連問題

これまでは無向グラフのスパニング・ツリーを

考えてきたが，有向グラフに対する極大有向木

(SA と略記する)を考えよう.有向グラフの SA

の中で校のコストの和が最小である SA(B SA 

と略記する)を求める問題は真鍋&小谷氏 [23J

等により研究され効率的アルゴリズムが与えられ

ている. BSAは次に述べる最大 Branching を

利用して求めることもできる.

有向グラフ G の Branching とは閉路を含まず

各点には高々 1 ;本しか枝が入ってこないような部

分グラフのことである.各校 ei に重みふがつい

ている時，枝の重みの和が最大となる Branching

を求める問題が最大 Branching 問題である.

Chu & Liu [9 J, Edmonds [12J, Bock [2 J 

はこの問題に対して効率的アルゴリズムを与え

た.また Tarjan [30J は彼らのアルゴリズムの

実行方法を改善し ， O(mlogn) のアルゴリズム

1980 年 12 月号

(密なグラフ，すなわち枝の多いグラフで、は0(n2 ))

を示した.一方， P. M. Camerini et al. [3 J 

は，この Tarjan のアルゴリズムを部分アルゴリ

ズムとして用いて k 番目に重み和が大きい SA

を計算する o (Km log n) のアルゴリズムを開発

した.これらのアルゴリズムはいずれも最大マッ

チング問題に対する Edmond のグラフ縮約の考

えを用いている.

5. おわりに

最小スパニング・ツリー問題および確率的スパ

ニング・ツリー問題を中心として，各種のスパエ

ング・ツリーに関連した組合せ問題を紹介した.

ここで紹介した問題は組合せ問題の中では取り扱

いやすい問題である. その理由の 1 っとして，

greedy なアルゴリズムで最適解を見出せること

があげられる.しかし，最小スパニング・ツリー

問題に，各点での次数制約，すなわち校の数に制

隈を設けるとか， BSAを求めるのに入ってくる

枝の数ばかりでなく出てゆく枝の数にも制約を加

えるとかすると，解くのに困難な問題となる.特

に後者の問題が解けると，組合せ問題の難問中の

難問である巡回セールスマン問題が解けることに

なる.

すなわち問題の難かしさでいえば， SAが一番

やさしく， greedy な方法で解ける. また SAの

有向グラフ版というべき最小 spanning arboresｭ

cence 問題では，マッチング問題のような交代道

(alternating path) を用いるアルゴリズムが必

要である.そして， SAに次数制約がつくと，途

端に難かしくなり， NP完全となる.

末筆となりましたが，京都大学茨木俊秀助教授

には，この稿をまとめるにあたって大変お世話に

なりました.また，大阪大学西田教授，田畑助教

授には常日ごろ研究上いろいろご指導いただいて

おります.ここに感謝する次第であります.最後

になりましたが，この方面の研究を一緒にしてお

ります大阪大学大学院生一森哲夫氏にもいろいろ

(39) 185 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ご尽力いただきました.有難く思っております.
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物予測機

場所:早稲田大学、ンステム科学研究所 15F 

時間: 18:00-20:00 

第 1 回 4 月 15 日(火) 出席者 9 名

各自，自分のやってきた仕事と，これからの興味を，予

測の観点より述べ，自己紹介を行なう.その後，自由討論.

第 4 図研究会は 7 月 5 日(土) 14-17時於八丁堀東京都 第 2 回 5 月 20 日(火) 出席者 10名

勤労福祉会館で開かれました.上回亀之助会員が「コ γ テーマ:公害設備投資の予測(西野教授)

サルタントの側から経営を見る」という題で発表をいた モデルの基本的な考えとして (1) 公害設備投資は今

しました.出席者数15名. 年のGNP と，タイムラグ付の苦情件数に依存する. (2) 

第 E 図研究会は 8 月 2 日(土) 14:30-17:30於学士会分 苦情件数は，これまでの公害投資の総量と油の使用量の

館(東大赤門右側)で開かれました. 関数である. (3) 油の使用量はGNPに依存する.

雨宮幸雄会員が[電力と ORJ いうテーマで発表をな 苦情件数は， 78年白書よりとった.

さいました.出席者数13名. 一般投資と公害投資との区別の難しさ，あるいは制度，

第 B 罰研究会は 9 月 6 日(土) 14-17時於東京都勤労福 法制化の影響をモデルに入れたし、なと'の意見が出た.

祉会館(八丁堀)で関かれました. 第 3 図 6 月 24 日(火) 出席者 7 名

日本下水道事業団の野田正弘氏が「日本の下水道と経 テーマ:予測精度向上の在庫におよぼす影響

営J というテーマで発表なさいました.出席者10名浪平氏:ブリヂストンタイヤ)

第7 固 10月 4 日(土) 14:00-17:00 あるシステムの標準在庫は，システムへの入力状況，

場所:東京都勤労福祉会館，出席者 9 名 出力状況，制御システムおよび保持すべきサービス率に

東洋ガラス紛技術部工学博士岸上弘会員が「マネ より決まる.入力状況が予測に対する誤差分布関数とし

ージメント・サポート・システムの導入について」とい て与えられ，昔話j御が計画期間ごとに行なわれる場合につ

う題で発表され，出席会員間で密度の高い情報がかわさ き，予測の精度向上と標準在庫との数値関係をみた.

れました.

第 S 固 11月 1 日(土) 14:00-17:00 

場所:東京都勤労福祉会館，出席者10名.

小野勝章事務所の小島光造会員(日本における社会ジ

ステム分析研究部会主査)が「高令化にともなうヒュー

マン・リソース・マネージメント J について発表され，

熱心な討議がかわされました.

1980 年 12 月号

第 4 回 9 月 9 日(火) 出席者 9 名

テーマ:選挙予測(太田教授)

事前調査で 2 万 4千から 5 万程度の人を全国より無作

為に選び，各候補につき県知jに得票分布を得る.それを

多変量解析により修正し，それをまた記者が修正する.

結果としては，記者よみの入らぬほうがよかった.開票

の各時点での予測は，既得票数に残り票を最初の確率で

割り振ったものを足して行なう.
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