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エントロピー・モデルと

ボートフォリオ問題

閥揮清典・賀原秀二

1. Iま乙め!こ

この小論の目的は，いわゆるポートブォリオ問

題を，投資証券への資金配分比率の且ントロピー

最大化問題として定式化し，その計算のアルゴザ

ズムな示すことにある.ポートフォヲオモデルと

いえば Markowitz の mean-variance apｭ

proach が有名であるが，われわれのそデルは，

伝統的モデルに比べてインプットの最と計算の手

続きが大幅に簡略化できる.第 2 節と 3 節では，

機会損失の最小化が品ントロピー最大化の問題に

なることを導く. 4 節以下では，いわゆる有効ポ

ートフォリオの求め方が示される.

2. ポートフォリオ開題

まず， n 個の投資可能な証券 Sj (j= 1, 2，…， η) 

があるとし，各証券の収益は表 1 のようなベイオ

フ・マトリッグスの形で予想されているものとす

る.ここで， 0王 (i=1 ， 2，… ， m) は各証券の収益~;こ

影響をおよぽす将来の環境状態(ステ{ト)を表

わし ， Rij はステート仇が生起した場合の証券 Sj

の収議率でつぎのように定義する.

R,u= (P-"dO;;) 
þj ，ト1

ただし， Pj ,t: t 期末におけるんの価格

そこで，証券んへの資金の配分比率を aj で表

わすこと~こすると，ステート Oi が生起したときの

ポートブォヲオの収議率 R(Oi， a) は，
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表 1 ベイオブ表

al a2 …… aj …... aη 
31 32 一一 . 3j …...3 

ql 01 
q2 O2 

Ru RI2 …… R1j …… R1n 

Rtj qi 0;; 

qm Om R_，............... ・ H ・m.1 ......mn 

R(Oi. a) = I: aj RiJ, 
j=l 

}
 
i
 
{
 

ただし，

I: aJ=l , ajゑ O

その場合の機会損失 l(仇， α)は，

l(θi， a) =max U[R(θi ， α*)J… U[R(O，;， a)] 
a*EA 

(2) 

となる.ただし ， U は収益率 R の効用 ， maxU 

[R(Oi ， α*)J は Oi が生起したときに得られる可能

な配分案の効用の中での最大値を表わす.特定の

ぬのもとで，最大の効用が得られる資金の翠分案

は，特定の i のもとで Rij;ぷ最大の証券(R毒j刊に

資金の全額を投資することであるから，この案は

aj*= 1, aJ=O (j*j*) となっている.

そして ， (h の生態についての主義晃確率が qまで

あるとすると，機会損失の期待龍は，

m 

Eqtl(Ot， α) 口 I:q， [U(Rij*) … U[R(Oi ， α)JJ

(3) 
と表わされる.

ここで，われわれは最適配分比率を決めるに当
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り，この期待機会損失を最小にすることにしよう.

そうすると，この問題は，一定のポートフォリオ

の期待収益率のもとで，配分比率的のエントロ

ピーを最大にする問題として定式化できる.

3. 機会損失とエントロビー

いま，効用関数 Uが log 関数であると仮定し，

収益率 Rりをつぎのようにかきかえると，

R ;, j=l+nj 

ポートフォリオの収益率の効用 U[R((h， α)J は，

log (L; aj R ;, j) =log [L; aj( 1 +nj) J 
j j 

= log ( 1 + L; aj nj ) (4) 

となるが， (4)式は，これをテーラー展開し，

次以上の項をゼロと仮定することによって，

log ( 1 + L; aj rtj) = L; aj均一 !(Zajnj)Z
L. 

と表わすことができる.

ところで，期待機会損失は，

L;qi l(Oi ， α) = L; qi log R;.j* 

-L; q;, log (L; aj R;.j) 

(5) 

3 

であるから， これに( 5 )式を代入することによっ

て，

L; q;,l ( θi ， α)= 手引 logR;'j* -L; q包 L; aj nj 

+ι L; qi(L; ajnj)2 
'・

(6) 

が得られる.つぎに( 6 )式の第 3 項を，分散 (V)

の定義式を用いてつぎのように変形する.

+L; q;,(L; ajrtj)2=-1-[V(L; ajnj) 
L. j L. j 

+ (L; aj L; q ;, nj ) 2 

=.I-[V(L; ajfj) 
L. j 

+ (L; ajTj)2J (7) 

ここで， rj を市場全体の収益率九の線形関数

で表わすことにしよう.

fj ， t=αl+ßjfm ， t十必j ,t 

ただし ， Uj は誤差項で，期待値 E(Uj ，t)=O，

COV(Uj ,t, Uj ,t-1)=0, cov (fm , Uj ， t)=O， と仮定する.
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そうすると， (7)式の第 1 項は( 8 )式のように

なる.

t V[子山j+ßjf間切j)J

=同州j2 V(九)+;子alV(uj) (8) 

( 8 )式の第 2 項はゼロと仮定しても無理はな

い.なぜなら，かりに aj= l/n , とすると，

L;a/ V(Uj) =-'-(1-L; V(め )}=1-V(必j)
n¥n n 

となることからわかるように， n を十分に大きく

とればゼロに収叙するからである.

さらに( 8)式の第 l 項であるが，これは， L;aj 

log aj ゚j2 V(九)，を 2 次以上の項がゼロに近くな

るような適当な定数C の近傍でテーラー展開する

と，

;子ajlog aj ゚j2 V(fm)寸ヂjlogC

十」-Zaj(ajFjZV(F四)-C)
2Cj 

となるから， t担L; a向仰j
することによつて， (9)式のように表わすことが

できる.

t uM2V(向)=ECZGjlogaJ

+ L;aj log ゚ l V(f隅)一 logC+ 1J (9) 

かくして， (6) , (7) , (8) , (9)から，期待機会

損失は， (10)式のようになる.

子qil(θ"α) 弓L; q;.logRi/

-L;ajTj+ 1 (L; ajTj)2+ぞ [L; ajlogaj
L. j L. 

+ L;aj log ゚ l V(fm) ーlogC+1J ( 10) 

( 10)式に含まれているん2 V(fm)は ， rj の分散

のうち，市場全体の変動を反映する部分を表わし

ているが，資本市場理論によると，各証券の期待

収益率は，この市場全体の動きを反映するリスク

部分だけの増加関数になることが知られている.

そこでわれわれのベイオフ表も， S を比例係数と

して，

l゚ V(fm) =S( L;qi( 1 +fij)) =S( 1 +わ)
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となるように予想されているとする.そうすると

pjlogP12 V(Fm)=logs+ヂjlog( 1 +Yj) 

与logS+ I: ajYj (11) 

となるから，これを(10)式に代入して，整理すれ

ば，最終的に，

写の l(川)=り的logaj一 (1-~)E

++ E2+B (12) 

ただし ， E=I:ajYj 

B= I:qilogR,j* 

+ ~ (logS-logC+ 1) 

=constant 

が得られる.

ここで， I:aj log aj は ， aj のエントロビーの定

義式に (-1) をかけたものであることに注意しよ

う.

さらに， (12)式は discrimination (D(a)) の概

念を用いてつぎのようにも表わすことができる.

干の l仇α)=5DM) 一 (1-~)E

十tEM'(13)

ただし ， D(a)=logn+I:ajlogaj 

B' = I: qi log Rij* 

+~ (logS-logC-l叩+1)

=constant 

4. 投資機会の有効フロンティア

図 l の点線は，横軸にボートフォリオの期待収

益率(E) ， 縦軸に discrimination(D(a) )をとっ

て， (13)式の曲線を描いたものである. 1 つの点

線は，機会損失が等しいさまざまな E と D(a) の

組合せを示している.したがって，点線の位置は

機会損失の大きさを表わすが，点、線の位置が低く

なるほど，機会損失は小さくなる.

かくして，制約条件，

I:ajYj=E* 

aj 二三 0， I:aj= 1 
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D 

E 

図 1 等機会損失曲線と投資機会曲線

のもとで， D(a)を最小にする資金配分比率仰を

求めれば，そのボートフォリオは機会損失が最小

になっているという意味で，最適ポートフォリオ

であるといえる.

ところで， discrimination は，一般に，

D(a， b)= 手 Gjlogff 

(I:bj= 1, I:aj= 1, aj~と 0 ， bj>O) 

と定義されるが，いま，ポートフォリオの期待収

益率 E= I: ajYj におけるわとんを与件とする

と，われわれは aj をさまざまに変えることによ

って，図 1 の斜線部分のように E と D の無数の

組合せを作ることができる.

しかし， Eを変化させながら，そのもとでDを

最小ならしめる aj のベクトル [α] を求めてゆく

と ， D はつぎのような式で表わされ，

minD(a, b) =-�Eo-log I: bj elrj 

図 1 の実線のような下に凸の曲線を描く.図 l の

境界線において， 有効な部分は Eo の右側だけで

あることは図から容易に理解できょう.

Eo から右側の境界線上のボートフォリオは，い

ずれも最適ポートフォリオであるが，これらのボ

ートフォリオにおいては，期待収益率を大きくす

れば，それだけ discrimination も大きくなるこ

とがわかる.

ここで、，ちょっと，ポートフォリオセレクショ

ンにおける discrimination の意味についてふれ

ておく.
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投資する銘柄数とめをアプリオリに決めなけれ

ばならないことである.

ことでは ， Tj'だけをインプット要件とそこで，

いま，投資可能な n個の証券があるとし，これら

の証券に関して何の情報ももち合せていないとし

つまり，われわれは完全に盲目的なわけで

あるから，各証券への資金配分比率は，すべて均

ょう.

する方法を示すことにしよう.

制約条件: L:aj= 1 aj>O 

-H(a) 
目的関数 :f(a)= Êロ7 一→

1;;に l/n にせざるをえない.この場合，配分比率

その値は logn とのエントロビーは最大となり，

E(a)= 石 ajTj 

-H(a) = L: aj log aj 

まず， f(a) を aj で微分する.

ただし，

なっている.

つぎに，情報を入手することによって収益率の

予想をたて，資金配分比率を aj にしたとする.

この場合のエントロピーはいうまでもなく， (一)

一(logaj+ 1 )E(a) +rjH(a) 

Vf(aj) 一 一一一一 一一一ι一 (a)
マ:r (aj)+ L: Àj=O, 

L:aj log aj である.そこで，

の差をとると，その差 [logn一(-L: aj log aj) ] 

は，“あいまいさ"を減少させるために取り入れた

2 つのエントロビー

を用Kuhn-Tuker の定理，

いて，
情報の量ということができる.

2 つのエントロビーの差は，
坐星空f士11+ r!.空回+Ài=O
E(a) 'Eベa) '''J 

ogaj=三Ij旦凶 -ÀjE(a) 一
E(a) 

log n+ L:aj log aj 

=L: 向 1叩-zajlog4

故に，= L:aj( 1叩jー log ~) 

= L: aj(l叩
aj=exp f三色塑邑-ÀjE(a) 一 dl E(a) "J  ~，-， . J 

よ

(14) 

Kuhn-Tuker の定理， L: Àjaj=O, 

であるから，

aj=exp {ヲ:ヂ-1}
ここで)

り ， aj>O のとき，ん =0，

さら tと，
これは discrimination にほかならな

い.情報にもとづく判断，予想に大きく依存し

て特定の証券への資金配分比率を高めれば高める

ほど，すなわち discrimination を大きくすれば

するほど，それだけポートフォリオのリスクが高

まることは改めて説明するまでもないであろう.

discrimination はポートフォリオの

となるが，

!??H(q}=M(n) 
E(a) 

とおくと，任意の銘柄数 n のもとで:M(n)が最小

のとき(これを M*(n) とかくことにする) aj は最

かくして，

リスクの大きさを表わす指標であるということが

適値となっている.

ところで， (14)式より ， aj の最適値は，

aj=exp {fjM*(n) ー1}

これを変形すれば，

で、きる.

ポートフォリオモデルのアルゴリズム5. 
(15) 

であるから，
E-D 基準のボートフォリオモデルは，

制約条件 : E=L:ajrj 

aj ，三 0， L:aj= 1 (16) 

一
向

一
川

であ(1 6)式において， log aj<O, M*(n) <0, 目的関数 :D=hlogz一mln

(17) 
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るから，

ri一一-L->O
J M*(n) 

と定式化することができる.

この形をとる場合，問題になるのは，

1979 年 10 月号

しカ込し，
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でなければならない.このことは， (17)式の条件

を満足しなくなるとき ， M*(n)が最小になること

を怠味している.

かくして，この最小化問題を解くにあたっては，

収益率向の大きい証券から，逐次 n を増やしな

がらつの証券を追加するごとに， M*(s)を計

算し， (17)式の条件を満足しなくなるまで，同じ

手続きを繰り返せばよいことになる.そして，最終

的に ， -H(a)/E(a) の最小値，すなわち M*(n)

が決まった段階では，投資証券の数 n と配分比率

aj の最適値が同時に決まっている.その時の最適

配分比率 aj* は， (15) 式から，

aj*=exp (rj M*(n) 一 1} 

であることはいうまでもない.
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