
特集 エントロビー・モデル

エントロビーと同時分布推定

堀部安一

1. はじめに

周辺分布から同時分布は一意には定まらない←

これはたいへん明らかなことなので，確率統計の

教科書にも取り立てては出てこないほどである.

たとえばこ値 0， 1 をとる変数的， X2， X3 に関する

三通りの 2 次元分布 PJ1 ， 2} ， p Jl, 3l> P仇3) (ρ仇j) は

(山 ， Xj) の分布をあらわず)がつぎのように与え

られているとしよう.

X1X2j P\1,2}(X1,X2) X1Xal P\1 ，3}(X1 ， Xa) お山Ip\2仇内)
。。 3/8 。 。 1/8 。。 1/8 

o 1 1/8 o 1 3/8 o 1 3/8 

1 0 1/8 1 0 3/8 1 0 3/8 

1 1 3/8 1 1 1/8 1 1 1/8 

これらは，つぎの分布 P={P(Xh X2 , X3)} の周辺

分布になっていることがわかる.

X1 X2 x81 州， X2, X8 ) 

000  t 

o 0 1 3/8-t 

o 1 0 1/8-t 

o 1 1 

自 1 0 0 1/8-t 

lCO 1: t 

: 1 0 2/8+t 
1 1 1 1/8-t 

(0ζtζ1/8) 

すなわち， p の (Xi ， Xj)一周辺分布(これを PI仇j}

であらわす)をとると，
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ρIJi ，j} =P!i ， j} ， 1 ';:;;"i<jωε[0， ~J 
多数の変数に関する同時分布を伴う数理的モデ

ルでは，いくつかの低次元周辺分布だけから，同

時分布を推定しなければならないことがおこりう

る一一限られたデータから直接信頼度高く得られ

るのは低次元分布だけだからである.

以下で述べる最大エントロビー的同時分布推定

は，この問題に対する l つの興味ある方向と思わ

れる.その際に divergence とよばれる情報理

論的な量 D(ρ， q)= :Ep(x) log (p(x)/q(x)) の演

ずる役割が基本的であることがわかる.

2. 記号など

N個の変数 X1> ..', XN があり，簡単のためどれ

も二値引をとるとし，われわれには(~)通りの
2 次元分布 PE， E= {i, j }, l';:;;"i<j';:;;"N， のみがあ

たえられているとしよう.ここでPE は ， E={i, j} 

なら (Xi ， 的)の分布をあらわしている.添字 1 ，…，

Nを頂点、とし ， E= {i， j} を頂点 i， j 聞の辺とする

.N 頂点完全グラフ KN において，各辺 E に分布

PE が対応していると考えてもよい. 1 節の例で

は図 l のようである.

N次元分布 ρ=(ρ(X)) ， X= (X1o '..， XN) ， は 2N

個の成分をもっ(ベグトノレ)点とみられる.あら

ゆる N次元分布の全体をE とする.p εHの (Xi ，

Xj)一周辺分布をかE， E=  {i， j}， であらわし， PIE

=PE ならば Iうは PE を満たすと言おう.すべての
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図 1 K3 

E について PIE=PE となっている p の全体を [[0

とする (IIoc II) , [[0 が空だと意味がないので [[0

キゆとする. 1 節の例では t を [0， 1/8J 内で動か

して得られる分布 (t， 3/8-t， … ， 1/8-t) の全体が

H。である.

E= {i， j} のとき X=(X1> … ， XN) の部分ベクト

ル (Xi ， Xj)を XE であらわす.また，すべての辺 E，

すべての XE について ρE(XE) >0 としておこう

一一ーもしある E= {i， j} と (xi ， Xj)=(a， b) に対し

て pE(a， b)=O なら ， (Xi ， Xj)=(a， b) なるすべて

のmに対して p(X)=O となる pE[[ のみに話を限

定すればよい.

問題は， [[0 に属すどの分布を推定分布とし，

それをどのように見出せばよいかということにな

る.

3. エントロビー最大の分布

分布P のエントロビーH(ρ)は，その分布が《支

配する》事象生起の不確定さの程度を測る量であ

って，

H(ρ)=- L: p(X) logp(x) 
m 

で与えられる.対数の底は以後 2 とする.

『われわれは 2 次元分布族 {PE} しかわかってい

ない.したがって {PE} を満たす分布のうち(すな

わち [[0 内の分布のうち)最も不確定さの大きい分

布を推定分布とせざるをえない』とし、う立場をと

るなら li ，

H(戸)= maxH(ρ) 
pε /1 0 

1979 年 10 月号

図 2

なる p* E [[0 を推定分布とするのが自然、であろう.

p* は ， H(ρ)が狭義凸関数 [-ulog lt の狭義凸

性より]であり， [[0 tJ'凸集合をなすことより，一

意に決まる. [[[0 の凸性は ， p， p' ε[[o，，ì+，ì' = 1, 

(Àjぅ +，ì'p') /ÞJ= え~PIE+ ，ì 'P'IE= ，ìpr;+，ì'pE=PE よ

り]

l 節の例での P のエントロピーは，

H(p)=h(t)=-3tlogt一 (3/8-t)log(3/8-t) 

-3(1/8-t) log (1/8-t) 

一 (2/8+t) log (2/8+t). 

maxH(ρ) = max h(t) =h (l /16) より，
peUo O~t~1/8 

p*= (1/16, 5/16, 1/16, 1/16, 1/16, 1/16, 

5/16, 1/16). 

図 2 では，この例について，分布が折線であらわ

されていて，折線群が [[0 を代表的に示している.

4. {PE} の不完全な利用

[[0 Vこ属さない分布でも ρ* に《近しうものが，

{PE}を使って簡単に得られる場合がある.分布 q

が分布pからみてどの程度違っているか，離れて

いるかを， divergence とよばれる量

p(X) 
D(ρ ， q)= L: ρ(x)log 士一一

m qtJ) 

で測ることにしよう.つねに D(p， q);;'O で， =0 

となるのは p=qのときに限るという性質がある.

D(ρ， q) については付記にて 2 ， 3 述べることと

し，ここでは ， D(p， q) が小さくなればなるほどq

は ρ によく《似た》分布になるということだけを

記しておこう.

581 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



2 

3 4 3 

図 3 K5 図 4 'z' 

《情報> {PE} から同時分布 pEJI を構成する場

合， {PE} の《利用程度》が大きくなれば， D(p* , 

p) は小さくなることを例でもって示してみたい.

K5 , N=5 を考えよう(図 3 ). 

。) {ρE} をまったく使わずに一様分布 Po， po(X)

=2-5，を作ると ， D(p*， po)=5-H(戸) • 

1) ρ (Xi ， Xj) ， l~i<j~5 (混乱はおきないので，

PE の E など省略)より，その l 次元周辺分布

{ρ(仇) }, 1 ミミ i 宅三 5 をとり ， Pl(X)=P(Xl) …P(X5) 

を作る . p* が {p(的) }を満たすことより D(j門

戸)=HI+…+H5 -H(p*). ここに ， Hiは {p(的)} 

のエントロビー . Hi"二 log 2= 1 だから明らかに

D(p*,pd ~D(p*， po). 

2) たとえば P2(X)=P(X l， X2)ρ(Xa， X4)P(X5) を

作る . p* がこれら成分分布を満たすことより，

D(P*,P2) =HI2+Ha4+H5-H(p*). 

ここに ， Hij は {P(Xi ， Xj)} のエントロピー.

HijζHi+Hj であるから D(p* ， þz) ~D(P*， Pl). 

3) K5 の完全木 (spanning tree)τ をとる(図

4 ).どれかの頂点、たとえば 4 をroot とする r の

rooted tree を考える(図ラ).

root には {P(X4) }を，有向辺

(i， j) には {P(Xi ， Xj)} より得た

{p(Xj I 山)}を対応させこれら

の積によって分布 p. を作る:

ρ， (X)=p(ぬ)ρ (x5Ix4)

p(x1Ix4) p(x2Ixl) 

ρ(XaIXl) 

これはたしかに確率分布であり
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x=ooo 001 
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2 5 

3 

図 5 rooted tree 

root を変えると表現は変わっても分布としては

同じものが得られることを容易に示すことができ

る . p* が p. の成分分布を満たすことより，

D(p*， pτ) = H4 + H514 + H114 + H211 + Hall 
-H(p*). 

ここに， Hj1i は {ρ(町 IXi) }に対する条件付エン

トロビー.さて的と Xj との相互情報量を líj と

あらわすと ， lij=Hj-Hj'i=Hi-Hilj だから，

D(p*， p.) = 一 (112+11a+lu+ん5)

+(HI+…+H5) -H(p*). 

ここで右辺の lij の和の部分だけが完全木 T のと

り方に依存していて，での辺に対応して Iりがあ

らわれている.したがって ， K5 の各辺 E= {i， j}

について lij を計算しておき，これを E の《重み》

とすれば，辺の重み和最大の完全木1'0 が簡単に

見つかる ([4J) ので， P'o=P3 とすれば任意の τ に

対して D(p*， pa) ~D(p*， p.) となる.したがって

010 

D(p*, P2) =H12+ Ha� H5-H(p*) 

011 

図 S

=一(112+134) + (品+…+品)

-H(p*) ?Þ D(P*， Pa) となる.

100 101 110 111 
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pa を求めるには 10通りの PE をすべて用いたが，

pa 自身には N-l=4個の PE しか取り入れていな

いことに注意されたい 節の例で， P2 として

ρ(Xh X2)P(Xa) をとり， pa として ， (112=113=123 よ

り)たとえば， ρ (X1)P(X21X1)P(X31 X2) をとると，

図 2 と対比して図 6 のようになる.

以上の計算では， p* に関しては，それが {PE}

を満たしているということしか使っていないの

で， p* を，任意の pEllo でおきかえてもよい.

したがって， divergence の意味で， po, Ph P2, P3 

の順に llo に近くなっていると考えられる.

5. 反復計算

p* を求めることは，凸集合 llo 上での凸関数

H(p) の最大化問題にほかならないが ， 2N個もの

変数 p(X) を扱わなければならない. ここでは別

の方法により，あるクラスに属する分布 po を初

期分布として，反復的に po→þ1→…→f に至ら

しめることを考えよう.

前節の PO， pbp2， P3 のように，積の形 Cq1' ・ 'qγ

をしていて， C は定数，各因子 qk は Xh … ， XN の

うち高々 2 個の変数にしか依存しないようになっ

ている分布を，初期分布 pO に選ぼう . p* に近い

という意味から， pa を pO にとるのもよい.この

ような pO に対しては，前節の具体的な計算からも

わかるように， D(p， ρ。)=-，L; p(X) logpO(x) 一
s 

H(p)において， -，L; p(x)logpO(x) は， pEllo に

よらずに一定 Co であることに注意したい.

さて ， p飽から pn+1 を求めるのに， pn が (diver-

gence の意味でH最も満たしていない>PE を PEn

とする (greedy!) : 

D(PEη， f/En)=IyxD(ρE， pnIE ). 

そこでρEn が満たされるようにf に《押し込む>:

Pη(♂) 
(1) r+1(x)- r \;~ ¥ • PEn(XEη) 

pnlEη (XEn ) 

こうして ， pn+1 が ρ九を満たす分布になったこと

は明らかだが，そのつぎの段階でもこの PEn が満

たされているとし、う保証はない.

1979 年 10 月号

H(p*) 

n=O 2 3 4 5 6 7 8 9 

図 7

( 1 )によると，計算時間を喰うことはよしとする

なら，この反復計算では常時 O(N2 ) の記憶量でよ

いことがわかる:戸(x)=2-N の場合，各辺 E に

は 2 つの表 {PE(XE) }と {rE(XE)} が対応してい

ると考え，初期では η(XE)はすべて l にセットさ

れている . n 段階にきたとき，辺 Eη においては，

PEη (XEn ) 
rEn(XEη) ←-rEη (XEn ) ・ 一一一-

p飽1En(XEn)

とし，他の辺 E では η は変更しないとすればよ

い.表 {PE(XE) }， {rE(XE)} は 4 項目を含むにす

ぎず， E はぽ)個あるため記憶量はO(N2 ) である
(1)より，ただちにつぎの式を得る:

任意の pεllo について

(2) D(p， pη) -D(p, pn+1)=D(pEn, pn 1En)' 

したがって右辺分 (~O) だけ， pn は llo ìこ近づき

pn+1 となることがわかり ， D(p， pn) は単調減少

し，ある値(Cp とおく)に収束する.

l 節の例で， pO(x)=1/8 としたときの ， H(r) 

と D(p*， pn) の変化の様子が図 7 に示しである.

6. 収束性の証明

pn→ρ* (n→∞)を示そう .ll は閉じた単体を

形成しているから ， {pn} から収束部分列 {ρrt J，l} が

とれ ， pnν→戸 (ν→∞)とする. (2) で ， n を払で

おきかえ， j.I→∞とすると，左辺は→O. ところ
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が任意の Eについて右辺~D(pE ， pn.IE). したが

って PIE=PE・ゆえに P E [[0・

(2)は任意の ρε[[0 について成立し，その右辺

は p に依存しないので，

D(p*， pπ)-D(p久ρ肘1 ) 

=D(p,pn) -D(p，ρ附1) . 

したがって，

D(ρ*， pO) _ D(p*, pn.) 

=D(p,pO) -D(p， pnν) • 

ここでν→∞とすると ， D(ρ* ， pO) -cp*=D(p, pO) 

前節の pO に関する注意より，

D(p* , pO) =co-H(p*) , D(p， ρ。)=co-H(声)

であるから，

H(戸)-H(p*)=cpネ

ところが， H(ρ*)は最大エントロビーであるから

H(p*)~H(戸).ゆえに cp*=o.

これより D(p*， pn)→0，したがって f→p*.

7. おわりに

以上において，院は 0， 1 しかとらないとした

が，一般の多値としても本質的変更はいらない.

また， E としてあらゆるい，j} C{I ， "'， N} を考

え，完全グラフをみてきたが，この仮定も必要な

く一般の単純グラフを考えればよい.さらにE と

してい ， "'， N} の任意の部分集合をとっても(こ

のとき既知のρE は IEI 次元分布となる)， 5 , 6 節

は記憶量の点を除けばそのままでよい.構造的に

はハイパーグラフ的扱いになると思われるが皮相

の見を越えていない.

付記一一divergenee について

D(p， q) は，情報理論的議論にしばしば現われて特異

な役割をもっ量であり， informational divergence, 

discrimination information などとよばれることがあ

る.p を《基準》として，それから， q がどの程度

diverge しているか，違いがあるか，離れているか，ど

の程度判別しうるか，などをあらわす量である.この場

を借りて，このような意味を裏づけるような事実を 2，

3 取り上げて略述しておくのが適当と思われる.

1) D(p， q)は q について凸関数である:
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D(p， (1 ー À)q+Àq')"';(1 ーえ)D(p， q)+ .<D(ρ， q')

[これはーlogu の凸性より J. とくに q'=p ととると

D(p, ﾀP+ (1-ﾀ)q)"'; (1 ー)')D(p， q). ここで， À を 1 に

近づけると分布砂+(I- )， )q は p にだんだん《似てく

る》が，このことが D(p，)，ρ+(1 ー )， )q) が 0 に近くなる

ことであらわされている.

2) variation V (p, q) =.L; I p( .x) ー q( .x) I との関係は
s 

D(p， q) 寸 V2(p， q)

(もっとシヤ{プな評価については[5 J). 

3) 分布Pをもっ情報源を 2 元符号化する場合，各z

に約一log p( .x) ピットを使えば，平均ほぼH(p) ピット

の《コンパタト》な符号化ができる.もし， pが不明で

その推定分布qに対して同様に符号化を行なうと，平均

Zρ(叫(ーlogq( .x) )ビットになる.両者の差は .L;p( .x)
~ ~ 

(-logq(.x)) -H(ρ)=D(p， q) で、ある.

4) いま分布 P または分布 q にしたがって独立な標

本が次々と得られるとする.決定者はこの標本が， pに

したがって出現するのか， q ~こしたがうのかを，標本の

《出かた》を観測しながら決定しなければならない.逐次

決定理論によると，決定を誤まる確率を許容値に固定し

ておけば， Pが真のとき，決定に至るまでに要する標本

の大きさの期待値とD(p， q) との積は大体一定している.
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