
特集 エントロビー・モデル

エントロビーと極限定理

高野清治

1. はじめに

エントロピーは Shannon[ 1 ]により定式化さ

れ通信理論に応用されたものであるが，それ自身

興味深い量であり，エルゴード理論[2 ]や関数空

間の特徴づけの問題[ 3 ]にも応用され，決定的役

割を果たしてきたことが知られている.エントロ

ピーのもつ多様な解釈は，それがどのように用い

られるかによって異なってくるだろうが，たとえ

ば，ある系に対する全体的な無秩序性の度合いと

みると，極限定理とのかかわりが興味深いと思わ

れる. Linnik[ 4 ]は ， n 個の独立変数の和の分布

のエントロピーヵ小ogn に漸近収束すれば極限
定理が成立することに着目し，連続型分布を仮定

して，ある条件下でこれを証明した.しかし証明

の道筋はかなり難解であり，そのままでは理解し

難いように思われる.そこでわれわれは有限個の

離散値のみをとる変数に制限し，この結果を少し

詳しく整理し，合わせてエントロピーの意味を考

えてみることにしよう.

2. 結果とその解釈

X1 ， … ， Xn を n 個の独立同分布にしたがう確率

変数とし ， {O, I,… , a} (a: 自然数)に値をとるも

のとする.さらに ， EXj =μ ， Var Xj=σ2(σ>0) 

と仮定し，和 ι=X1+ ・・・ +Xn を考える . Sn に

対するエントロビーは，
nα 

Hη=H(Sn) =: - L;qn(i) log qn (i), (底は 2) ，

574 

qη (i) =P(Sn=i) , i=O , 1, "', na. 

となるが，問題を単純化するために ， Hn の代わ

りに， タグη:

gff"n=品-;l暗(2rrea2 ) ， n= 1, 2, 

を考えることにする.このとき，

定理 1 任意の正数 5 に対して，

÷l叩-gff" n;;;;O(n-~2+") (n→∞ (2.1) 

が成り立つ.

実は容易に;1ω-gff"ょ -O(n- 1 ) が示され

るので， (2. 1) は n→∞に対してエントロピーが

どのように発散してゆくかをある程度漸近的にと

らえ得ることを示唆しているだろう.一方，

定理 2 1-logn- gff"n->O(n→∞) 

は，中心極限定理の成立を含む.

(2.2) 

このことは後に情報論的考察によって示される

だろう.

(2. 1) を仮定して極限分布への収束の速さを調

べると ， O(n-~2+ε) ， (S> O) ， となり O(n一 ~2 )とな

らない.これは近似計算の仕方により幾分改善さ

れると思われるが，今のところわかっていない.

また必ずしも同分布にしたがわない変数に対して

は， Linnik[ 4 ]のように Lindeberg 条件を考え

て H(SnNBn)→1- log(2rre) (n→∞)を示すこと
が考えられる.われわれの場合は， (2. 1) を示すこ

とが茎本的であり，少なくもダ九が漸近的にかな

り速く÷同n に近づき，その違いの程度は間接
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的に極限分布への収束の程度と深く関連している

ことがし、えるだろう.

3. 定理の証明

ここでは，必要な補題を掲げ，これによって定

理の証明を試みよう.補題のいくつかは後に証明

される.定理 l の証明はかなり面倒であるが，基

本的には多項分布を出発点にとり所要の量に寄与

する可能な組合せを組織的に数え上げることで得

られる.

P(Xj=k)=九戸>O， h=o， l ， J;Ah=l

とする.また .E n=n を満たす非負整数 ro，・・・ ， rα

により，

か(ro， ,H)= -for五IーがO"'parα (3. 1) 

とする.

補題 0<ε<1/σ を満たす任意の数 s に対し，

max Irk-npぉ|三;n\Hε
。=玉k<三 α

とする.このとき，

ρπ(ro，… ， ra)=(2πn)-aI2(pO'" ρα) 一%

叫f-+ I;(n-npk)2 /npk leO(n-%+み)
.<:k=o - J (3. 2) 

補題 2 各 i; i=O , 1，… ， na に対して ro (i)， ・ 1
αα 

fα(枕条件:五jrj(i)=i，ATj(i)=n， T3(住0，

j=O， … ， a を満たす整数の組とすれば，ある非負

整数 ko，… ， kα-2 (ko 主主 k1 ;;;・・・ミん-2ミ 0) が存在し，

ro(i) =n-i+ん

Tj(i) =i-2ko+k1 

η (i)=kj-2一2kH+kj， (j =2 , …, a-2) 

rα→ (i) =ん-3-2kα2

Tα (i) =ka-2 

とかける.したがってまた，

qn(i) = ぷ:とれ (n-i十 ko， i-2ko+札，

ι2) (3.4) 

(3.3) 

となる.和は可能なん， "'， kα2 iこわたる.

補題 3 各 i(O孟i豆na)に対して， Qa=.E (rj(i) 

1979 年 10 月号

-nþj)2/釦とおけば，ある定数 Caß (1 ~玉α豆a， l 豆

ß~三 a+1)が定まり，

Qα= (cllk-2+CI2k-1)2+ .E (cj , j-1kj-4 

十 Cj，j kj_3+Cj , j+lkj_2)2 (3.5) 

とかける.ここに k-2=n， k- 1 =i とし ， C=(C勀) 

は，

z
 

I
 

C
 --C 

C21 C22 C23 

C=I C32 C33 C34 (3.6) 

Cα ， α 1 ， Ca ， α ， Cα ， α+1 

なる aX(a+ 1)行列で，条件
αα 

(叫且 c匂1川， J+川J+川+叫+1)2

C12-2==σz 

(3.7-1) 

(3.7-2) 

(3.7-3) Cll/CI2= 一μ

を満たす.

つぎに， Ø(t)=(2π) ー1/2e-t2/2( 一∞ <t< ∞)，

和(i) =hnØ(aη +hni) ， ん=(σn1/2 ) 一

仇=-nμι

とかくことにすると，

補題 4 12Lh(i) 11 壬 O(が1). (3.8) 

補題 5 D= {i :li-nμ| 壬 n1!2+・ ， i=O， 1,… , na} 

とおく.このとき各 iED に対して，

Ui= {(ro (i), …, ra (i)): 

_max !ri(i) -n�j I 壬 nI/2+.}
U 三五I 云α

Vi= {(ro (i)， … ， rα (i) ) : 

max Iη (i) -nρj I >nI/2+・}
U三1 5.α

とすれば，

.E 'pn(ro (i)， … ， rα (i) ) 
Ui 

三三和 (i )e O(n- 1 / 2 +3，) (1 +O(n-1)) 

.E 'pn(ro (i), …, rα (i) ) 
Vi 

/ハ人 n2• \ 

=-¥---... l 2)ぅ*( 1-p*)JJ , 

P*(I-P*)=旬、 maxpj(! 一釦 (3.10)
υ三ミ3 三一 α

が成り立つ.ここに.E'はそれぞれ対応するすべ

(3.9) 

ての組合せ (ro (i) , …, ra {i) )にわたる和をあらわ

す.
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したがって，

(3.14) の左辺豆 L: _qn (i) logL:_qn(i) 
4ε D!.; ieDし

い (iー押fl) 2 1 

+ L: qn(i) t古川仇)+三んよ'-loget

補題 6 Zt，… ， Zn を平均 O の独立同分布にした

がう変数とし，ある自然、数mについて EIZjI2m<

∞と仮定する.すると，

語O(-2ms log nopon) +O(n-2m'log n) 

+O(n-2刷)豆O(nべ2m-l) ，)

“定理 2 の証明"

(3.11 ) m
 n

 
o
 

く
z

情。
h
Hd

J
 

Z
 

π
Z
円

E
 

([ 5] , p.225-227) 

“定理 l の証明"最初に，

補118 2~三 s三三 r なる任意の自然、数 5， r をとる.

確率ベクトル P=(Pt，"'， pr) , q=(qt,"., qr) , 

PJ， qj>O に対して，確率ベグトル p'= (P l', …, 

p.') , q'= (ql' , "', q.') を，

}logn-rょ -O(が)補闇 7
(3. 12) 

1 1 ~ /.¥1 q.η (i) 
す logn-æ'η=Aqn(i)iog 石町

に注意する.右辺の和を D， DC により 2 つにわけ，

(3. 13) qn(i) 
込qn (i) log 瓦町孟O(n-1/2+ 3.)

ρ/=_4Pk' q/=_4 qk, 
~EJj ~EJj 

と定める.ここで J1 ， … ， J. は{ 1,… , r} を互いに

交わりのない s 個の部分集合に分けたときの各要

j=l ， ・"， S (3.14) 
qn(i) 

451n(i)log 耳石丁重O(n一(2m- 1J・)

これがし、えれば，となることを証明する.

素である.このとき，

D(p， q) 詮 D(p'， q')

ただし， D(p， q)=pjlog(ρ刈)・

上の p， q に対し，

D(p, q) 孟jE(ρ/12_q/12)21oge 

補題 g

~ lognーれ孟O(n-山')+O(n-【2m-l)&) 

となるが，とくに， ε= 1/(4m+4) と選べば，

三三 O(n-(2m- 1J/(伽吋)) . 

したがって，任意に与えられた正数 S に対して，

mを十分大きくとり ， 0>3/(φn+4)ならしめると

([ 6 ]) 

さて ， x ー∞ <x<∞に対して，

Fn(X) =P(S泊三三 nμ +anI/2x)

証明がすむ.

さて，補題 5. (3.9) によれば (3. 13) の左辺は，

五qn (i) log {(仇 (i )eO(n一山3')(1+0(n-1 ))

φ(♂) = ~:"，Ø(t)d +O(exp(一研乞可))/州)} 
とおく.容易にわかるように，より大きくならない.すなわち，

話O(n-1/2+ 3，) +O(nI/2 e-Kη2，) 

三三 O(n-1/2+ 3・ ). 
X<an 

an 三五x<an+んna

( 0 
INn(x) 

Fη(X)=1 L: qn(i) 

z 与主 an+hη na

ただし hn =(σn1/2 ) -t，向=-nμhn ， N，η (x) =[叩

+σn1/2x] ([・]は Gauss 記号)である.

K=t(河ι可ーシ)>0 で、
ある.他方，補題 6. (3.11) によれば，

fli-nμ|\2m 
又qn (i) 壬L: J で172ι ) qπ (i) 

i.eDﾇ 1, eD G \ n
りι・・ / 

ここ tこ，となる.

また，
三五 n-(隅+2m.) EISπ -nμ1 2隅

三五 n-(隅+2刷)O(n協) =O(n-2m,) 川(i)=仇(i)/Eh(j)

とおく.はじめに，仮定からあるゐ↓ O(n→∞)が

i=O, I , ・・・ ， na

あって，

÷logn-r品川 o (n→∞) 

I: _qn (i)(i-nμ)2 
ieDﾇ 

n 
z五 n-1n-【明+2刷)EISn-nμ12m+2

孟O(n-2m.).
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となるから，補題 4， (3.8) を用いて，

qn(i) ,,_, '¥1 _ qπ (i) 
手 qn (i )log 瓦可)初旬(i)log 五百

和(i)
十手れ(i) log瓦可7

=三 ð，，+ 14rþn (j)ー Illoge

~ðn+O(n-1). (3.15) 

簡単のため ， ên=ん+O(n-1 ) とかく.このとき，

supIF，， (x) ーφ (x) 1 壬 ên/loge+O(n-1/4ê，，1/2) 

(3. 16) 
が成立することを示そう.

任意の X E [an, an+hnna) に対して，

N則的

qJ(1)=A h(i) ， qJ(j十 1)=qη (Nn(x)+j)

NnCx) 

。n*'( 1) =品川(i) , 

fþn*' (j十 1)=和*(N，， (x)+ j) 

(j=0, 1 ，・ "， na-Nn(x))

とおくと，

Iqn'( 1) 一件"が (1)1 = Iqn'(1)1/Lr�n*'(1)1/21 

Iqn'( 1) 1/2十仇*'(1 ) 1121 

なることと，補題 8 ， 9 および (3. 15) により，

I qn' (1 )1/2_f�n*' (1 )1/2J21oge 

=子 1 qn' (j )1/2_fþ,,*' (j)門2}叩

壬 L: q，，'(j )log ~:.(，丘
-r"' -fþπ*' (j) 

豆 L: qn(i)log 旦盟主η
俳句ホ(i)

となることを使えば，

1 q,,' (1) 1/2 ー俳句が(1 )1/21;三 (επjloge)1/2 

故に，

q，，'(1 )1 /2+ 俳句*'(υ1 )戸11パ2<孟五辺2ゆ

+(いs“η，，/loge吋)11バ2<壬三 O(n- 1ν14勺)+(いεηn/1oge叫)1/2. 

がでで、るから，結局，

Iq,,'(I)-fþ,,*'(1) 1 孟 (ω/loge )1/2 

((麩/log e) 1 /2+0(n- 1パ ))

=ê，，/loge十O(n-1/4 ê,,1/2). 

つぎに， 0豆α孟ß~na を満たす任意の整数 α， ß に

対して ， Jη(α， ß)=[an+んαーん/2 ， aη+hnß+ 

1979 年 10 月号

ん/2J とおくと，補題 4 と同様にして，

|士川)-jJ J(川豆O川
i=..' JJn 

となるカミら，

iて州) -L,, (O ,N ,,(X)) rþ(t)咋O(n-1 )
もとより，

|:::>|(r�n* (i) ーφπ (i) )1 豆O(n- 1) 

であるから，結局これらから，

JFπ (x) 一φ(x) 1 

孟~~~記山j仁仁口fZ》;〉併川玄払}みnωω叶)ト寸一寸ヤj
豆斗~:ごツ:〉ゆ(柿+ Iq,,'( 1) ーが'(1) 1 

IN"cx) INnCx) 

+刊I Eo (仇μ*叩(υωiりト)ト一仇似(μtυ州)川川)1汁阿+刊I fo fþ"似(ωωi心) 

一 L処ρ〈ωO ， NnCX)ηがρ仰〈印ωz同〉η川〉
=壬三 ε臼旬/loge+O(n-寸11バ4ε“冗J1ν12勺) 

を得る . x<a" や zミ;;;an+h"na に対しては，

~: e-t2句=O(x-1e-X2/2) ♂→∞)

などに注意すると，この結果はやはり成り立つこ

とがわかる.こうして定理 2 が示された.

4. 補題の証明

補題 1 の証明 よく知られた stirling formula 

によって，

pn(ro， …， η)=(2π'n)-a/2(pO"'pa) ー1/2

a 
p。 (npk/rk)市川 eOCn - 1 )

そこで ln( 1 +x) =xーが/2+0(x3 ) (x→0)を用い

れば (3.2) を得る.

補届 2 の証明はじめに，

j 州 j ;,, 2 

l r1(μi) =i一 L:.はjrηj(μi)
j孟Z

の形に着目し ， kO=L:. (j-1)η (i) とおくと，
J註2
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α 

のうち QFE〆とかけるものを探すと，帰納的

にそのようなCの定まることが示され，しかも，

となることがわかる.したがって(3.7-1) 

-(3. 7-3) を示せば十分である.

C から第 1 列を削除してできる行列を C!， G か

ら第 1 行，第 1 列を削除してできる行列を G1 ，α と

G=tCc 

ln…長
rl(i) =i-2ko+る (j-2)出)

r2(i) =ko-L; (jー1)η (i)
J~S 

を得る.再び kl= L; (j-2)η (i) とおいて，
J;孟s

ro(i) =n-i+ko 

かくと， G と C との上の関係から，

tC1C1=G1 ， α 

det(tC1Cd = (CI2C2S" ，Ca ，α+1)2 

がでる.帰納法によって detG1 ， a を計算すると，

n(i) =iー 2ko+kl

r2(i) =ん-2ká L; (j-3)rj(i) 
j孟4

rs(i) =ん-L;(jー2)η (i)
i;呈4

が得られる.この変形をくり返してゆけば，

detG1,a= (lIPJ) ー1
j孟0

がわかり， (3.7-1)が証明される.

つぎに， C から第 1 行および第 1 ， 2 列を削除

して行列 C2 を ， G から第 1 ， 2 行および第 1 ，

列を削除して行列 G2 ，α を作れば，同様にして，

detG2 ，α=det (tC2C2)= (C23C34" ，Ca ， α +1 )2， 

(a~2) 

ro(i) =n-i+ko 

rl(i)=i-2ko+k1 

2 

η ( i) =kj-2一 2kj-l+kj， (j=2,… , a-3) 

Tα-2 (i) =ka-4 ー 2kα-3+ L; (j一 (a- 1) )η (i) 
j孟a

r4-1(i) =ka-3-L; (j一 (aー 2))rj (i)
J;量α

が導かれるが， ka- 2=口 (i) = L; (j一 (a- l) )rj (i)
J;孟α

とおくことにより， (3.3)が得られる. (3.4)は容

がわかる.そしてかなり厄介であるが，帰納的に，

( I(PJ )det G2 •α=σ2三po L; pρJ 
jミ .;;;'1

+ .L;. .L; (j-k)2PJPk 
i芸J< j;~a

易にわかる.

すべての計算過程を述べると大

ここではその大要について紹介する.

補題 3 の証明

変なので，

を示すことができるので，これらから (3.7-2) が

示される.最後に C から第 2 列を削除して行列 C3

Qa は n， i, ko， …，ん 2 ~こ関する 2 次形式であり，

以下に示す (a+ 1) X (a+ 1)の対称行列 G によっ

また第 l 列を削除して行列 C4 を作り，さらに

g12 g13 0 0 ・・・
g23 g33 gS4 gS5 ・

Gs.a.=! ~24 gS4 g44 g45…・・・
ð.α ー! 0 g35 g.“ g55 ・

0 0 0  0 ・・・・・・

を，
て特徴づけられている.

-1/ρ。

1/ρ。十 1/ρ1

ー l/po-2/Pl

I/pl 

au p
M
V
 

J
F
'
'
ι
f
v
L
A
υ
 

L
λ

ん
A
r
〕

+
斗
ν
(G= 

0 00  

・・・ga-l ， α+1 ga ， α+1 ga+l ,a+1 

l/po 0 

-1/Po一 2/Pl I/Pl 

l/pO+4/P� !/P2 -2/Plー 2/P2
-2/Pl-2/P2 1/ρ1+4/ρál/p3 … 

(ただし gij は G の (i， j)要素である)とかけば，

detGs ,a=det (tCSC4) そこで l 次変数

=CI2CI2(C2SC34" ,Ca ,a+l )2 

こうして，が成立する.

(ただし C は (3.6) の(::)1) 
CU/C12= (C1C2S…Ca ,a+l)-2detG3 ,a 
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を得るが，再び帰締法により，

{jZPI)detG,a=-p 

が示されて (3.7- 1)を使い (3. ト3)が証明される.

補題 4 の粧明ム(i) = [a"十 h"i-hn/2 ， 恥十

んi+ι/2J とおくと，

li=~OOØ"(叶
叫んゆ(山市)一jん川

話i~"， 1/2~(二品-h"i)21 rþ" (Çni(t)) Idt 

=玉 hn2/24 r: ιMn(i)， 

ここに， Mぷi)生四p I ザ'(対 i であり，ふi(りは
xeI.匁(ì)

In( i)のある内点である. I ゆ"(ぉ) I は一∞<♂く∞

で一様に有界かつ連続だから，

三由同(i)----+[)�" (t) Idt<∞， (n→∞) 

これと ， \"'e-t2/2dt=O(x-le-",2/2) (X→∞)とか
~'" 

ら (3.8)が証明される.

補題 5 の挺明 (3.9) については，補題 1 ， 2, 

3 と， (3.9)の左逗がつぎの形:

øn (i)eO山/山〉 522AOj(hjL

ここに， ψ叫ん)=(2πcis2 n)-1/2 exp{一 (C21n十

C22 i十 C23 ko) 2/2認}， lþl(k1 ) 口 (2rrc鈍-2匁)-1/2

exp{-(Ca2Ì十C88ko十 C84ん)2βn} ， ψJ-Z(是ト2) 口

(2πc-2 j ,j+l n) -1/2exp{ 一 (CJ ,J- 1k j - 4 +Cj ， jkj-8十

Cj ,J+lkJ
_
2)2/2n} (j=4 , …, a) , 

のようにかけることに注意すればすぐでる.

そこで (3. 10) を示そう.まず O<p<主く 1 (た

だし加が整数となるように A をとるとする)なる

か A に対し，

ゑ(k)p1c( !-p )'H~e-"山

が成り立つことに注意する江口， p.114). すると，

(3. 10)の左辺=PCm~三 h (i) -nPJI >n1/2+'} 
。孟J三五@

1979 年 10 Jj号

~Ptmax h-nPJI >が/茸村}
喜三五J~玉a

三五 L:: P( h-npj I >nI/2+.) 

=おお ... . (~.)ρjrj (1 _þj)いj ，
j I TJ-npjl>鈍l' li:: +'"\'11

そこで p吋þ" え→ÞJ+が1/2+. と考え， ln(t +x) 

=xーが/2十O(x3) (x→0)を汚いれば，

qexp l-71LJeM/山3
j -"1' 

( 2釦(い如)J 

を得る.したがって p*(l-p*)=m.axpj (I-PJ) 

とすれば， (3.10)が得られる.

補題 7 は Inx主主 I-I/x(x>O) と(3.8) とからす

ぐでるので省略する.また補題 8 も同じ不等式を

適用し ， D( ・，・ )~O なることを利用すれば容易に

導かれる.処方補題 9 については，

pjlogVj/qj)=-2pj iog{qj/PAI/2 

送ー2 子 þj( (qル) 1/2ー 1) log e 

子 (p//2_q/1叩 loge

として喜怒らかであろう。
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