
総合報告

整数/組合せ計画法の現状(その 6)

組合せ問題の計算上の

本報告は整数計画法(以下 1 P と略記する)研究部会で

行なった 1 Pに関する諸分野の研究の現状を紹介するサ

ーベイ作業の一部をなすものである.今回は組合せ問題

の解法における計算上の複雑さについて Jター完全な

る概念を中心に最近の研究の動向を紹介してみよう.

1971年に Cook が [3 ]の中で‘fグあるいは JV.9'

窒全ιど竺三里竺里単竺到なる概念を提起して以来，宣算

上の複雑さ (Computational Complexity) に関する理

論の研究は多くの研究者の関心をよび，これまでにも多

くの組合せ論的な問題がこれらの概念を満たすことが証

明され，それによって組合せ問題の“分類化"が行なわ

れている.まずここでは問題が多項式オーダの計算の手

間で解けるかどうかということが問題になるわけである

が，現在までのところ也%.9'-完全なるグループに属す

る問題が多項式オーダの手間では解けないということは

証明されていない.しかしながら JVタ→定全なる概念

が問題の解決に際して計算上の複雑さを表わす尺度とし

て大きな役割を果たしていることは事実である.この報

告では 1 P問題に限らずより広い意味での組合せ論的な

問題に対して，そのもグター完全性についてそれに属す

ることがすでに証明されている問題を整理してみること

にする.

1 序論

すべての問題は YES-NO の解答を求める認定問題

(recognition problem) として表現されうる.たとえば

最小化を行なう最適化問題では，ある官に対してそれと

等しいかそれより小さな値を有する解が存在するかどう

かとし、う問題に変換できる.そこで認定問題に対して以

下に述べるタと JVダという概念を定義しよう.ま

ずタとは認定問題のうち“良い"多項式的に有界な

(“good" polynomial-bounded, [4 J) アルゴリズム

が存在するようなものをいう.それに対してもグタとは，
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認定問題のうち多項式的に有界な深さを有する探索木に

おいてバックトラック探索で解けるようなものをいう.

あるいはチューリング機械の用語を使えば，.9'はトテ

ープの決定性チューリング機械で多項式オーダの時間内

に認定可能な問題の族であるということができ， また

JVタはトテープの非決定性チューリング機械で多項式

オーダの時間内に認定可能な問題の族であると表現でき

る.たとえばタに属するものとしては，マッチング問

題，最大フロー問題，割当問題，輸送問題，グラフの平

面性チェッグの問題などがある.それに対してパックト

ラック法よりも良い方法が見出されていないような問題

としては，たとえば 0-1 整数計画問題，行商人問題，グ

ラフ同型問題などがある.

問題の変換 (transformation) について述べよう.い

ま 2 つの認定問題 P' ， P が与えられたとする. この時

P' のいかなる解に対しても，多項式オーダの時間内にP

の解を求めれば P' の解が得られるように P の解が作ら

れうる場合に問題 P' は問題 P に変換可能(P' is redu 

cible to P , P' is transformable into P) であるとい

い， P'民P と表わすことにする. また P'民P でかつ

pocP' であれば， P と P' は等価 (equivalent)であると

いう.問題 P に対して Pe ‘%.9'であってかっ‘fタ

に属するすべての問題がPに変換可能であれば Pは

Jター完全であるとよばれる.

なお本報告では問題の表現方法としてつぎのような形

をとる.問題の表現に必要なデータを表わす入力(以下

I と表わす)とそのデータが特性(以下P と表わす)を

有するかどうか，つまり (P)を満足するような( 1 )が存

在するか否かが問題である.まず Cook の定理のきっか

けとなった充足可能性問題を定義しよう.

充足可能性問題(Satisfiability ProbJem, SAT) 

(1)項 C"C2， … ， Cp (各項は論理変数の和である)

(p)項の和積標準形が充足可能である.つまり以下の

(a)， (b)を満足するような論理変数の部分集合 Sç {x j, X 2, 
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…， Xn， 九九…， Xn} が存在する.

(司 S は論理変数の補完対を含まない.

(扮すべての k， l;壬 k~三p に対して SnCkキ <þ.

1971年の Cook の定理([3 ]参照)はつぎのとおりであ

る.

定理人%.9に属するすべての問題は SAT に変換可能

である.

上の定理を用いると、グター完全性の定義はつぎのよ

うにもなされることがわかる.つまり問題 P が (i) P E 

JVグ， (ii) SATcx: P を満たせば P は巴/1/.9-完全であ

る.以上から P が‘ノ1/.9-完全であれば Cook の定浬

から Pcx: SAT であるので， PE .9は SATE タと等価

であることがわかる(これはまずあり得ないであろう

が).

定理:すべての Jター完全な問題は，すべてタに属す

るか，全然属さないかのいずれかである.前者の場合は

タ=JV.9 となる.

以上で JV.9， レグター完全，問題の変換可能性などの

説明をほぼ終ることにして，以下では“どのような問題

が‘/ター完全か"について組合せ問題をそれぞれ整数，

グラフ，ネットワーク，スケジューリングに関するもの

と分類して述べてみよう.各問題についてそれが J‘ダー

完全であることを示すには前述の (i) ， (ii) が満たされる

ことを示す必要があるが，いずれの場合にも (i) はほぼ

明らかである(つまり多項式的に有界な深さを有する探

索木においてバッグトラック探索法で解くことができ

る)ので，ここでは (ii) のみに関して簡単な説明を加え

ることにする.

2. 整数とJY.9-完全性

この章では整数論的な問題あるいは整数を扱った問題

の‘〆ダー完全性について述べる.

3-充足可能性問題 (3-Sa由fiability Problem, 3-SA T) 

(1)項 D"D.， …， Dγ(各項は最大 3 個の論理変数の和)

(P)与えられた項の和積標準形が充足可能である.

この問題の‘dペター完全性は SAT民 3-SAT を示すこ

とによって得られる.この変換は， m>3 に対して σ，+

σ.+…+σm なる項を新変数百1J Y2 , …, Ym-3 を加え，

(σ1十円+y，) ・ (σ8+ÿ，+仇)・ (σ4十宮.+Y3) ・……・ (σm-'十

ÿm-4+Ym-3) ・ (σm-'+ σm+ÿm-3) なる形に表現できるこ

とから可能となる. つまり σh …， σm のうちの少なくと

も 1 個が 1 である場合，すなわち σ，+内+…+σ闘が 1

になる場合に限って上の和積形が 1 になることがわか

る. ([IJ, [9J 参照)
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0-1 整数計顧問題 (0-1 Integer Programming Problem, 

日一1 IP) 

( 1 )整数行列 C と整数ベクトル d.

(p)Cx=d を満たすかl ベクトノレ z が存在する.

0-1 IP の JV.9-完全性は SATcx: 0-1 IP から得られ

るが，この変換は論理変数をおj， 1;五 j 豆 n， 項を Ci ， 1 三;i

z玉p とした場合に，整数行列 C=(Cij) ， 整数ベクトル

d=(dïl を，

(+1 XjECi の時

Cij=~ 一 1 X j E Ci の時 ( i=I , 2, …, p\ 

t 0 それ以外の時 \ j=I , 2, …, n/ 

di =1 ー{項 Ci の中の補完変数 (Xi の形)の数}

のように定義することによって可能である([ 9 J 参照).

厳密被覆問題(Exact Cover Problem, ECP) 
(1)集合 S={u;， 1 孟 t亘 t} の部分集合族 {Sj}.

(P)集合 {Th } が相反で U Th= U Sj={Ut, 1 歪;i;玉 t} を

満足するような部分集合族 {Th}~二 {Sj} が存在する.

ECP の‘%.9-完全性は彩色数問題( 3 章に定義)cx:ECP

から得られる.変換はグラフ G=(N， A) に対してS=N

u{(e， i)leEA ， 1 壬 i;五 k} とし，さらには各 VEN， I~i

z玉 k に対して，

SVt={v}u{(e， i)le は頂点世に連結}

および各 eEA， 1 話 i;玉 k ~;こ対して，

Tei={(e, i)} 

とすることによって可能であるは 1 J 参照).

接触集合問題(Hitting Set Problem, HSP) 

( 1 )集合 {SJ> 1 孟 j孟r} の部分集合族{Vd.

(P)各 i ~こ対して 1 WnU;j =1'を満たす集合 W が存在

する.

3 次元マヴチング問題 (3-Dimensional Matching Proｭ

blem, 3-MTC) 
(I)有限集合 T， UçTxTxT なる集合 U

(P)IWI=ITIかっ W のどの 2 つの要素もすべての座

標軸で異なるような集合 WçU が存在する.

まず HSP の巴ググー完全性は ECPcx: HSP から得ら

れる.集合同， 1~五 i~五 t， 要素 SJ> 1;玉 h五 1 {Sj} I (部分集

合 {Sj} の数)，を Ui E Sj の場合に限って Sj E Ui とす

れば両者の等価性は明らかであろう ([ 9 ]参照). 3 

MTC の‘/1/.9-完全性は ECPからの変換によって得ら

れる(詳細は[9Jを参照されたい).各j に対して ISjl 孟

2 とする . T={(i,j) 1 的 E Sj} とし ， {u;} から T への

1-1 写像を a， T から T へのJI原列を π とし， π は各 J に

対して {(i，j)j Ui E Sj} が π のサイクルになるとする.こ

の時 U={(α (Ut) ， (i, j), (i, j)) 1 (i, j) E T} u {(ß， σ， 

π(σ)) 1 すべての i に対して戸キa(Ut)} とすれば ECP と

上の 3-MTC の等価性が証明される.
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ナヴプザ'"ク問題(Knap縄ek Problem, KP) 

( 1 ) (a h a2, …, an, b) E Zn+1. 

(P) L.'j=lajXj=b を満足する 0-1 解が存在する.

数値分割問題(Numerical Partition Problem, NPP) 

( 1 ) (Ch C2,…, C.) εZ8 
(P) L."eI C,,= L.,,$I C" を満たす集合 Iç;; {I , 2,…, s} が

存在する.

上の 2 つの問題の&グター完全性は各々 ECP民KP， KP

cx: NPP から得られるが， これらの変換はし、ずれも容易

である.

前者は， d=I{Sj}I+I ， ー (1 ， Ui E Sj 
υ ii=-\ 

n=I{Sj}l , lo, u;'tSj 

Xj= L. iσjidト 1， b=(dtー I)/(dー 1)

または後者は s=n+2， ci=ai, i= 1, 2，…， η 

C肘l=b+l ， C附2= L. Y=l ai+ l - b

によって可能である ([ 1 J, [9 J 参照).

集合パヴキング問題(Set Packing Problem, SPP) 

(1)集合族 {Sj }， 正の整数 1.

(P ){Sj} は 1 個の相反する集合を含む.

集合被覆問題(Set Covering Problem, SCP) 

( 1 )有限の集合族 {Sj }， 正の整数 k.

(P) U T，， =uSj を満たすような h 個以下の集合を含む

ilIl分族 {T，，}Ç;; {S，，} が存在する.

まず最初に SPP の邑A"ター完全性はクリーク問題( 3 

章に定義)から与えられたグラフ G=(N， A) に対して，

n= INI , N={I , 2, …, n }, l=k, Si={(i,j) 1 (i , j) <$A} 

なる変換を行なうことによって可能である ([IJ ， [9J 

参照).

つぎに SCP の Jグ完全性は，頂点被覆問題( 3 章

に定義)をグラフ G'=(N'， A') からN'= {I， 2 ， …，が}お

よび G' の弧を要素としてめを頂点 j に隣接した狐の

集合とし k=l と置くことによって SCP との等価性が

示される.

行商人問題(TraveIling Salesman Problem, TSP) 

(1)政 (i， j) に長さ Cij を有する措頂点完全有向グラブ.

(P)長さが g 以下のハミノレトニアン閉路が存在する.

TSP の 5.9完全性は有向ハミルトン閉路問題( 3 章

に定義)をグラフ G=(V， E) から n= IVI , cij=O, 

(i,j) E E の時 ; cij=l , (i , j) <$E の時 y=O を用いて

変換することによって容易に証明できる ([IJ ， [9J 参

照).

スタイナー木問題(Steiner Tree Problem, STP) 

(1)グラブ G=(N， A) , R ç;;N， 重み関数 w:A→Z，

正絵数 k.

(P) G は頂点集合 R を含む重さ h 以下の部分木を有す

る.

1979 年 7 月号

最大力'"}ト問題(Maximum Cut Problem, MCP) 

(1)グラフ G=(N， A) ， 写像却 :A→Z，正整数 W.

(P) L. 叩((u， v)) ミW を満たす集合 S ç;;N
(u ,v)eA ,ueS,V$B 

が存在する. STP の也fグー完全性は， ECP を N=

{no}u{Sj}u{ud , R={担。}u{ud ， A={(no, Sj)}U 

{(Sj , uilluiESj} を用いて，

ω((no， Sj)) = ISjl , w( (S1> Ui)) =0, k= 1 {ud 1 

と変換することによって得られる([9 J 参照).また M

CP のむグター完全性は， NPP を N={1 ， 2 ， … ， s} ， A=  

{(i,j) li E N , j E N , iキj}，叩 ((i， j))=CiCj， W=:HL.C;)2 

を用いて変換することによって示すことができる([ 9 J 

参照).

時間書a問題(Timetable Problem, TP) 
( 1 )有限集合 H， 集合族 {Th T 2, …, T n}, Ti ç;; H , 1 話

i~玉 n ， および {Ch C2, …, Cm }, Cj t;;. H , 1 豆 j;話m， 非負

整数を要素とする nXm 行列 R=(R;j).

(P) 以下の性質を満たす関数 f(i， j， h): {1 ， 2，…，河}X

{1 ， 2，"'， m}xH→{0，1}が存在する.

f(i， j ， h)=1 ならば hE T色 nCj，すべての l 豆 i豆町

l 壬 j 壬m~こ対して L. f(i , j , h) =Rij， すべての l 孟 i豆
hEll 

11 , hEHに対して L.'f'=d(i， j , h) 壬 1，すべての 1 壬

j壬m， hEH に対して L.Y=d(i， j ， h) 話1.

特殊時間割問題(Restricted Timetable Problem, RTP) 

との TP の (1) に (1) IHI =3, (2)Cj =H, 1 壬 j~三m，

(3)IT;/=L.'f'=lRij=2 or 3, 1 孟 i 三三 n ， (4)Rij=0 or 

1, 1 ~玉 i~玉 n， 1 豆 j:;;;;'m の 4 条件を加えたものである.

RTP が‘ググー完全であることは 3-SAT民RTPを示す

ことによって得られる(【ラ]参照).したがって一般の

TP が Jグー完全であることが分かる.

以下にいくつかの 5.9-完全な問題を燭げよう.こ

れらの変換に関する詳細は，各参考文献を参照されたい.

単純最大力・y 卜問題 (Simple Maximum Cut Problem, 

SMCP) 

( 1 )グラフ G と正整数 k.

(P)G の頂点が 2 つの部分集合 Sh S2 にそれらの問の

弧の数が k 本以上になるように分割できる. ([ 7]参照)

最適線形配置問題(Optimal Linear Arrangement Proｭ

blem, OLAP) 

( 1 )頂点集合 N なるグラフ G と疋整数 k.

(P) ト i写像 II : N→Z で各現 (u， v) に対して 1 II (u)ｭ

II (v) 1 の和が h 以下になるものが存在する. ([ 7]参照)

3 つ組への分割問題(Parti“on into Triplet Problem, 
PITP) 

( 1 )正整数の集合 {Ah A2， … ， An} と正整数 B， D. 

(P)添字集合 {1 ， 2，… ， n} が ρ壬D なる ρ 個の部分集合

{Sj} に分割され豆 j 三ρ なる各 j に対して ISjl 壬 3
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およびI: Ai謡B が満足される. ([ 6 J 参照) フィードバ'"ク頂点集合問題 (Feedbaek Node Set 
aεS; 

連続集合問題 (Con附U蜘e Sets Problem, CSP) Problem, FNSP) 

( 1 )集合 Z とその有限部分集合族 {SJ， … ， Sπ! と正整 ( 1 )有向グラフ H=(V， E) と正整数 k.
数 D. (p)H のすべての有向閉路が RçV 中の頂点を含みか

(P) I:の要素の列 z で， Ixl=D で各 t に対してんの つ IRI=k なる集合 RçV が存在する.
要素が z 中に連続列として現われるものが存在する. フィードパ・7 ク弧集合問題 (Feedbaek Are Set Pro-

([IIJ 参照 blem， FASP) 

一般化部分ラテン方格拡張問題(Generalized Partial ( 1 )有向グラフ H=(V， E) と正整数 k.

Latin Square Completion Problem, GPLSC) (P) H のすべての有向閉路が Sç二A 中の弧を含みかっ

( 1 )各行のいくつかの要素が N={1 ， 2 ， … ， n} なる集合 同 I=k なる集合 SçA が存在する.
の部分集合に属する整数を割り当てられているような大 これらの問題の Jf/Y'ー完全性はいずれも VCP から
きさ n の行の集合 {Li ， 1 壬 i豆 M}. の変換によって示される. FNSP においては V=N'， E

(P)次数 n のラテン方格のうち行 lJ， l2' … ， lm が行 Li" = {(u, v) 1 (u, v) E A' }, k=んまた FASP においては V

Li2' ..., Li7n と各々一致し， これらの行 Li l' Li2' …, Lim =N'x{O, I }, E={(くu， O)， くu， I))luEN'}u{(くu， 1), 

の割り当てられた整数の数の合計がh であるようなもの くv， O)) 1 (u， 叫 E A' }, k=l なる変換によって等価性が詰E

が存在する. ([13J 参照) 明される([ 1 J 参照).

3. グラフと JV.9'-完全性

この章ではグラフに関する組合せ的な問題のうち巴J

グー完全なることが証明されているものを紹介しよう.

彩色数問題(Chromatie Number Problem, CNP) 

( 1 )グラフ G=(N， A) と IE整数 k.

(P)任意の隣接している 2 頂点u， V ヒ Nに対してゆ(u) キ

。 (v) なる関数。 :N→みが存在する.

CNP の Jf/タ完全性は 3-SATocCNP から得られる.

この変換に伴うグラフは N={xJ， X2, …, Xn} U {九九，

…，ふる} U {v J, V2, …, Vn} U {DJ, D2' …, Dr} および A=

{(Xi , x;) 11;玉 i;玉珂} U {Vi , Vj) li キj}U{Vi ， Xj)li キj}U

{Vi , Xj) 1 i キ j}U{(Xi， Df)lxdDf}U{Xi, Df)lxi'I 

Df}, k=n+1 となる.

クリーク問題(Clique Problem, CP) 

(I)グラフ G=(N， A) と正整数 k.

(P)G は k 個の相互に隣接した頂点の集合を有する.

頂点被覆問題 (Vertex Covering Problem, VCP) 

(I)グラ 7 G'=(N' ， A') と正整数 l.

(P) IRI~ジですべての弧が R のいずれかの頂点に接続

しているような部分集合 RçN' が存在する.

上の 2 つの問題の‘A/Y' 完全性は各々 SAT民CP， CP

ocVCP から得られるが，前者は N={(σ， i) 1σECi ， σ 

は論理変数}， A={(( σ， i) ， (ò,j)) li キj で σキ ò}， k=ρ 

なる変換によってこれらの等価性が明らかとなる.また

後者は G" を G の補グラフとし 1=INI-k とすれば，

S が G においてクリークであれば N\S が G の補グラ

フにおいて頂点被覆であることから等価性が得られる.
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有向ハミルトン閉路問題(Direeted Hamilton Cireuit 

Problem, DHCP) 
( 1 )有向グラフ H= (V， E).

(P)各頂点を一度ずつ含む有向閉路が存在する.

ハミルトン閉路問題 (Undireeted Hamilton Cireuit 

Problem, UHCP) 
( 1 )グラフ G= (V， E).

(P)各頂点、を一度す.つ含む閉路が存在する.

DHCP の νグター完全性は VCP からの変換によって

得られるが，詳細は[ 1 J 等を参照されたい.また UH

CP に関しては DHCP から N=Vx {O, 1 ， 2 }， A={(くu，

0)，くu， 1)) , (くu， I) ， くu， 2)) luε V}U {(くu， 2) ， くV， O)) I (u , 

V) ε E} なる変換が用いられる.

有向ハミルトン径路問題(Direeted Hamilton Path 

Problem, DHPP) 

( 1 )有向グラフ H'=(V' ， E').

(P)各頂点を一度ずつ通る有向径路が存在する.

DHPP のν4ペター完全性はDHCP目DHPP を示すこと

によって得られるが，その変換は V'= Vu {vo' }, vo' '* V , 

E'={(v， w)l(v， t刈己 E， 叩キ Vo} U {v , vo') I (v , vo) ε E}， 

Vo εV によって与えられる.

クリーク被寝問題 (Clique Cover Problem, CCP) 

(I)グラフ σ と正整数 l.

(P)G' は t 個あるいはそれ以下のクリークの和である.

CCP の .Aペター完全性は CNPocCCP から得られる.

つまりグラフ G と彩色数 k が与えられた時にグラフ G'

を G の補グラフとし l=k と置くと等価性が容易に証明

される.

以下のような問題も νググー完全性が証明されている.
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Planar Degree Constrained 3-Coloring Problem E→N(非負整数の集合)， ソース Sh S2 とシンク th t 2, 

(PD3C) 正整数 k.

( 1 )各頂点が次数 4 以下の平面グラフ (p)すべてのら〆E に対して Ifdeuv ) 1 + If2(e削 )1 豆

(p) グラフが 3 彩色である. ([ 7]参照 c(e.削)であるような E→N なるフロー値 h の関数 f" f2 

Degree Constrained Node Cover Problem (DNCP) が存在する.すべての弧の容量が 1 に等しいようなネッ

( 1 )最大頂点次数が 3 であるグラフ G と正整数 k. トワークフロー問題は単純(自imple)であるとよばれる.

(P)G は k 個の頂点、の集合 S を有し s に含まれない DMFP および単純 D2CIF のもグダー完全性は SAT

頂点、はすべて Sに含まれる頂点、と連結している. ([ 7]参 からの変換によって得られる(詳細は [5J， [IOJ参照).

照) また単純 U2CIF の νグター完全性は単純 D2CIF を

3 次ハミルトン閉路問題 (Cubic Hamilton Circuit 変換することによって得られる.以上から任意の容量関

Problem, CHCP) 数を有する 2 品種整数値フロー問題は有向，無向のネッ

(I) 3 次グラフ G. トワークに対して巴ffg>-完全であることがわかる.し

(P)G はハミルトン閉路を有する. ([ 7]参照) たがって2品種以上の多品種整数値フロー問題のもfグー

Degree Constrained Directed Planar Hamilton Path 完全性も得られたことになる.

Problem (DDPHP) 

( 1 )各頂点カ汁以下の外次数と 3 以下の内次数を有する 5. スケジューリング問題と ..A/.9'-完全性

ような平面有向グラフ G.

(P)G はハミルトン径路を有する. ([ 7 J 参照)

グラフ分割問題(Graph Partition Problem, GPP) 

(1) 2p 個の頂点から成るグラフと正整数 k.

(P) G の頂点は 2 つの P 個の頂点集合 S" S2 に分割さ

れ，それらの間の弧の数は k 以下である. ([ 7]参照)

グラフの三角形分割問題 (Partition into Triangles 

Problem, PITP) 

( 1) 3 n 側の頂点をもっグラフ G.

(P)G の頂点集合は n 個の 3 角形で被覆できる. ([ 7]) 

4. ネットワークと ..A/.9'-完全性

ここでは無向あるいは有向ネットワークのフロー問題

の uググー完全性について述べる.

離散的多品種フロー問題 (Discrete Multicommodity 

Flow Problem, DMFP) 
( 1 )無向ネットワーク G，相互に共有しないソース，シ

ンクの組(s"td ， (sμ2) ,…..., (Sk ， tk ) の集合.

(P) sるとんを連結する h 個の相交わらない径路が存在

する.

有向ネ.~トワークの 2 品種整数値フロー問題 (D 2 CIF) 

( 1 )有向有限ネットワーク G= {V， E) ， 容量関数 c: E• 

N(非負整数の集合)， ソース Sh S2 とシンク th t2 ， 正整

数 k.

(P)すべてのら〆E に対してf， (e削)+ん (e帥)亘 c(e削)

であるような E→N なるフロー値 h の関数 Jしんが存

在する.

無向ネ・7 トワークの 2 品種整数値フロー問題 (U 2CIF) 

(I)無向有限ネットワーク G= {V， E) ， 容量関数 C:

1979 年 7 月号

いま仕事 (job) の集合をみ， 1 壬h白人とし，その各々

の仕事はいくつかの手順(operation) から成り，各手順

は各々の機械 (machine) M i , 1 壬 i;;玉m に対応づけられて

いるとする.各機械が同時に 2 つ以上の仕事はで、きない

とした場合，各機械でどのように仕事を処理するのがあ

る評価基準のもとで最適であるかを求めるのがスケジュ

ーリング問題である.各仕事 Jj に対して以下のような

前提と表記方法を用いることにする.

mj: Jj を構成する手順数

的 : Jjにおいて使用される機械の11頂序を示すベクトル

ρjr ろの f番目の手11原の処理時間

rj : Jj が開始可能になる時刻

dj : Jj が終了しなければならない時刻

Bj : Jj の開始時刻， Cj: J; の終了時刻

遅れ: Lj=Cj-dj , 遅延 : Tj=max{O,Lj} 

遅延指標 : Uj=O, if Cj豆 dj ， 重み : Wj 

Uj=l , otherwise , 

スケジューリング問題を河 Imll，.ì lk(n: 仕事の数， m: 

機械の数， l: 問題の種類，え:評価基準.ì :追加制約)

なる表記方法を用いて示すことにする.いま上の l， k に

ついては以下のような分類を用いる.

l=F: フローショップ問題，各仕事 Jj に対して mj=nz.，

μj=(M"M2' … ， Mm ) 

l=P: j置換ショップ問題，フローショップ問題のうち各

機械が仕事を同順序で処理するもの.

l=G: (一般)ジョブショップ問題， m;-， μJ が各仕事 Jj

に対して異なるもの.

l=1 : 立並p

いずれかでで、処理され，的は定義されないもの.
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n 111 p， 二 1 ， prec 1 L: u, 

n 1 m 1 F, no wait 1 L: WjCj 

II m 11, prcc , Pjl 二 11 L: Cj 

川 21 F 1 L: Cj 

川 21 F 1 L: WjCj 

n121 F1 Lm" 

n121 F 1 L二 7j

1l121F1L:Uj 

11131 F1 仁川、

組合せ問題の変換の概略

k=Cmax= ma手 Cj ， k= 'L.wjCj = 'L. 1: 1叩jCj
1 s, 1:'::.-n 

ん =Lmax=.I?a;< L j, k= 'L. wjTj= 'L. 1:1却j 1'j
1豆J 壬 n

k= 'L.Wj Uj = 'L. }=l却jUj

また追加iiilJ約としてはつぎのようなものがある.

rjミ 0: 仕事によって η が任意の値をとる.

九ミ0: 1 つの仕事たとえば Jn に対してのみ凡が非負.

Lmax壬 0: Cj三 dj ， 1 三 j :;;i， n ， この時 hι{Cmax ， 'L.Wj 

Cj}. 

prec. 仕事の聞に前後関係がある.

tree :仕事の前後関係を表わすグラブが校として与えら

れる.グラフの各頂点の枝の入次数あるいは出次数

が最大 1 であるような有向木の集合である.

no wait 開始時間と完了時間の間に待ち時間のないも

の.

mj主;m* : 仕事を構成する手順の数が上限{直を有する.

I~Pj，-~三九:各仕事の処理時聞が上，下限値を有する.

Wj= い主主みがすべて 1 である.

以とのような表記方法を用いるとつぎのようなスケジ

ューリング問題の ~-vター完全性が NPP を変換するこ

とによって得られる ([12J ， [14J 参照).
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Il 1 11 r，註 IJ 1 L: WjCj 

nlll Lm川三五 01 L: WjCj 

川 1 1 r，主 01 Lm. , 

I! 111 r" 主主 01 L: Tj 

n 1 1 11 L: w/lj 

n 1111 L二町 U，

n I 1 I rll 主() 1 L: [ら

nl 2 I }<', rn 主け|仁川

n I 2 I F, tree I CJl¥ax 

111 21 G, rnj 三~) I Cmax 

n 131 G, 111; 与己|仁川品

(1). 河 12111Cmax ， (2). 担 12111 'L.WjCj 

いま (1) の NPPocnl2111Cmax の変換は， n=s, Pjl=Cj , 
n 

1 三三 J 壬 s， y=~ 'L. Cj によって符易に等価性が証明される.
j: 

また KPからの変換によつて以下のような問題の..%.9グ-

完全性も証明することがで2き雪る(任【口1ロ2幻J ， [14J ， [15J参照).

(3).河 11Irn~0，叩j=11 'L. wjTj , nllll 'L.叩jTj

(4).nlll 九三三 0，四j=ll 'L.wpj ， nlllrn~OI 'L. τVjCj 

nlllLmax孟 01 'L. τ勺Cj ， (5).nlllr・ηミ OJLmax

(6). 1I 111 'L.WjUj , nlll 九三三 0 ， Wj= I1 'L.WjUj 

(7). n 121 F , r nミ 01 Cmax , 11121 F , tree 1 C max , 

n 121 G， mj豆 31Cmax

(8).nI3I G， mj 三玉 21Cmax

(3)に関してのみ KP からの変換 KP民 111/ 1 九主主 O ， Wj=

I1 'L. Wj l'j の概略を示そう.いま前述の KP の aj の倒

数を t と表わすと ， n=t+I , 1"j=0 , pj=aj , dj= 'L. j:laj 

十 I ， rη =b，九 =1 ， dn=b+l ， y=O なる変換によってこれ

らの問題の等価性が符易に証明される.以下に掲げるス

ケジューリング問題のうち (9) は DHPP， (10) は CP，

(l l) は 3-SAT からの変換によってもグター完全性が証

明される.
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(9 ).nlmIF, no waitlCmax, nlmlF, no wait，加j=

11.EwjCj 

(10). n 111pj= 1, prec. I.E T i, n 111Pi= 1, prec. I.EUi 

( 11 ). n 121 1, prec. , 1 三三 ρj1豆 21Cmax ， nlmlI, prec. , 

ρj1 = 11.ECmax 

また上に掲げた (1)~(1 1) のようなスケジューリング問

題の νグター完全性を用いると， より一般的な形の問題

の JV.9-完全性も容易に証明することができる. 以下

のような変換が容易に得られるが，ここでは結果のみを

掲げるので証明等の詳細は [14J 等を参照されたい.

π111η~O，叩j= 11 .EwjCj CC π121F， wj=II .E~町Cj

nI1Irn~01 .EWjCj民 nl21FI.EwjCj 

nl11r，よ 01 Lmaxccn 121 FI Lmax 

nl11 九孟0，叩j=ll .EwjTj cc 措 12IF， Wj=ll .EwjTj

nl11rηミ 0， Wj= 11.EwjUjocn 121 F, Wj= 11.EwjUj 

n121F， 九ミ 01Cmaxccn 131 FI Cmax 

河 12II， prec. ， 1 孟ρj1壬 21CmaxCC担 1211， prec. , 

1:壬ρ)1孟 2 ， Wj=ll .EwjCj

nlmlI, prec. , Pj1= 11Cmax白河 ImlI， prec. , Pj1 = 1, 

叩j=II .E~勺Cj

nl2lF， rnミ 01Cmaxccn 131 FI Cmax 

組合せ問題とよばれるもののうち現在までに Jグ一

定全性の証明されたもの(すべてではないが)を分類して

紹介してきた.最後にこれらの相関関係を表わす変換の

概略を模式化したものを描げておく.これからもつぎ、つ

ぎといろいろな種類の問題の‘fグー完全性が証明され

ていくであろうが， JVタ完全なる問題に“多項式的に

有界なアルゴリズム"が存ー在しないということが未だ証

明されていない現在でもこれらの電.#'.9-完全なる問題

が“同程度に"解くのがむずかしい問題であることを示

す目安には十分なりうるものである.この分野に興味を

有される諸氏にとってこのような報告がなんらかの役に

立てれば幸いであることを最後につけ加えておこう.
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