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最適停止問題の諸相

坂口 実

最適停止問題は最も狭く定義すれば， 2一決定(停

止と継続)をもっ統計的逐次決定過程ということ

になろうが実社会面への応用は広く数学的にも研

究に値する諸相をそなえている.本稿では逐次決

定過程としての数学的な理論面には触れずに動的

計画の見地からの種々の問題内容とその解とを概

観する. 1, 2 章では問題のおこりと構造の要点を

3-6 章ではそれらの展開と拡張につき述べる.

1. 2 つの例題

1.1 結婚(あるいは秘書)の問題

n 人の女性カ礼、てまったく無作為的に l 人ずつ

貴君の前に現われるとする苦手日の女性に直面

して，貴君は彼女と結婚するか，またはもっとよ

い女性が将来現われることを期待して，彼女を流

してつぎの (i+ 1)番目の女性に対面するか，貴

君はどちらかに決めねばならぬ.各女性のよさに

順位がつけられて，最良が順位!とする.最良の

女性と結婚できる確率を最大にするにはどういう

政策をとればよし、か? もちろんリコ三ルはない

( 1 度流した女性にさかのぼって求婚はできない)

とする.また n 人目(すなわち最後)の女性まで結

婚せずにきたならば，貴草寺は彼女と結婚せねばな

らない.

i 番目の女性のみかけの順位(今まで、に対而し

た i 人の中での順位のこと)を巴とすると，

(1. 1) Pr( Y包 =k) = l/i , k= 1,…, z 

で、 {Yd~~l は独立列である. みかけのJI煩{すが 1 の
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女性を候補者 (candidate) という.候補者でなけ

れば最良で、あり得ないから，候補者に対面したと

き彼-g-で停止するか流すかの選択が問題である.

i 番目の女性が候補者であるとき，以後最適にふ

るまって最良の女性と結婚できる(これを“勝つ"

という)確率をf(i) とすると，

(1.2) f (i )=max[i/n, iL: f(j)/(j一 1)j] 
i"""i+l 

( 1 ~玉 i~玉 n-l; f(n)=J) 

が成立する.右辺カッコ内の第 1 (2) 項は， 彼女

で、停止した(た流した)場合の勝つ確率であり，

i/ (j -l)j は i 喬 [Cj の女性の後に， j 番目で初めて

また候補者が出現する条件っき確率である.

(1. 2) において〔命題JT三 {il 右辺カッコ内の第

l 項三第 2 項!とおくと i 1可つ(i+ 1)οF が成立

することを利用すると，最適政策は: 1 豆 iくげで

はすべての女性を見送る . s* c存円以後に出現する

最初の候補者で停止せよ.ただしげはL: j-l<l 

を満足する最小在整数である. 各 n に対するグ

の値， およびそのときの勝つ確率が Gilbert

Mosteller1l に出ている .n が大きいときに漸近的

にげさne-1 と 0.368n ， Pr(win) ~e-l である.現実

の人生で、は年令20才から40才までの20年聞が結婚

年令で，毎月!人ずつ新しい女併が現われるとす

ると 240人は十分に多勢である.そうすると 20+

0.368 x 20キ 27才までは結婚せずにょうすを見て，

それ以後に出現する最初の候補者に propose す

るのが最適である.

1.2 逐次抜取りの問題
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cdfF(x) をもっ統計的母集団から l 個ずつ独立

に n 回の逐次抜取りが許されていて，随意のとき

に抜取りをやめることができる.もしも (n-l)固

まで停止しないで-きたならば，最後の Xη=Xn は

必ず受取らねばならないとする . Xj=xJ, j= 1, 

", i， を観察したとする.これを状態 (n， ilx，;) で表

わす. ここでもしも停止すれば利得は的である

が，継続すればつぎの Xi+l を観察することにな

る.どちらを選ぶかは (1)的がどれほど大きいか，

(2) あと (n-i) 回の抜取りが残っている， ことに

依存する.貴君の期待利得を最大にする停止政策

を求めよ.最適停止政策により得られる期待利得

を h とすると，題意により明らかに，

( 1. 3) 町=E{XVvn-tl (n=2 ， 3 ， 一 ; vl=EX) 

が成立する 関数 TF(z) 三E[(X-z)+J三仁(x­
z)dF(x)を定義すると都合がよくて，これは連続

・非負・とつ・非増加関数で，いつも直線EX-z

の上側にあり z→一∞のときそれに漸近し，また

TF(z)→O(z→∞)である.そうすると(1. 3) より，

(1. 4) 山=町-1+TF (叫ー1). 

したがっていJは増大列になる.一様・正規・指

数など各種分布に対するhの数値は直ちに計算で、

きて，坂口 2)に出ている.最適政策は:状態(n，i I 

Xi) においては x.:> (<)叫-i ならば停止(継続)せ

よ，となる.

数値叫は 2 通りの役割を担っている: (1) n 回

抜取りゲームにおける最適政策による期待額 (2)

状態 (n+i，i I 山)にいるとき，停止すべきかどう

かの闇値である.

2. マルコヲ決定過程としての最適停止問題

2. 1 離散時刻の場合

前章の 2 例題を含めて，最適停止問題は離散，

あるいは連続時刻のマルコブ決定過程であって，

本質的に 2 個の決定: acception と rejection ，

あるいは停止と継続，をもつものである.状態 i

(i=O, 1 ， 2，…)において停止すれば利得 R(i) が生

じ，継続すればコスト C (i) がかかるかわりに確ネ
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Pij でつぎに状態 j に移行する . [Pり]は与えられ

た推移確率行列である. (利益)= (利得)一(総コ

スト)を最大にするような停止政策を求めること.

状態 t から出発して得られる最大期待利益をV(i)

とおくと，

(21)V(t)=maxIR(i) , -C(i)+jEPJ(j)} , 

i=O, 1 ， 2 ，・

が成立する.たとえば結婚の問題では，停止しそ

こなったという状態∞と V(∞)=0 を追加すると，

R(i) =i/n, R( ∞) =0, C(i) =0, 

fi/ (jー l)j， i+ 1~j~ 
-b/n， j== ∞ J=='.， poooo=1 

のもとで最適方程式(2. 1)が成立している.

最適政策や v(i) の存在自体が自明でないとき

はつぎのように考える.状態 i から出発して高々

n 段進行したのち停止するときの期待利益の最大

値を Vn (i) とすると， (2. 1) の左(右)辺の Vを Vn

(vトtl に変えた式が成立する . supR(i) <∞， inf 

C(i) >0 ならば Vn (i)， n→∞，が収束する(このと

き過程は stable であるという)ので，この揮限を

V(i) とおくと (2. 1) が成立する.

2.2 OLA停止政策

最適方程式が (2. 1) で記述されるマルコフ決定

過程が stable であるとする.

(2・ 2) B三 {i IR(住-C(i)+Eopd(j)}

とおく .B は，今すぐ、停止するほうが，あと l 段

だけ継続してから停止するよりも有利で、あるよう

な状態 i の全体を表わす.そうすると，もしも B

が“closedぺすなわち，

(2.3) PiJ =O, Vi E B, Vj <! B 

ならば， i E B のとき，かっそのときに限り停止す

るのが最適である (Ross の本めの~6. 5). この政

策を one-stage look ahead (略して OLA)政策

とし、う.

OLA政策は導出が容易であって，多くの問題

に対して直裁にその最適政策を与える.たとえば

結婚の問題ではB= {i li/nミI: {ij(j-l)j} ・j/n}
j=l+l 

={i ll~ I: F1}= {i ls*孟t豆n} であり ， B は明ら
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かに“closed" すなわち (2.3) を満足するから，

i E Bになり次第停止するのが最適である.もう l

つ例題を示そう. 1. 2の逐次抜取りの問題で， n= 

∞として抜取りコストが毎回 C>O かかるとする.

p=<po， p1. … ， Pk>を所与の確率ベクトルとして，

Pr(X=i) =Pi, i=O， … ， k， とする.今度はリコー

ルが許される(すでに流した値を，さかのぼって

accept してもよしうとする.十分多数回やれば最

大値 h が出てくるであろうが，コストがかさんで

損になる.最適停止政策を求めよ.今までの観察

値の最大が i であったという状態を i で表わすと，

推移確率と最適方程式は，

(0, j<i 
pij=iPo+Pl+ …+pi, j=i; 

Ip j, j>i 

V(i)=maxii, -c+jEPdjV(j)} 

k k 

になる . B={iliミ -ctEjP4j}=ikそ5J/-iゆり}
k' 

になるが， TF(i) = L: (j-i)pij は i の減小関数な
j~i+ l 

ので Bは“closed" である.ゆえに Bは最適停止

域である.

2.3 連続時刻lの場合と ILA政策

決定過程が離散時刻でなくて連続時刻の場合も

ごく普通にあることである.前節の例題をそのま

ま連続時刻にして説明しよう. 家を売る問題:

offer あるいは機会(買手が現われること)が到着

率 A の Poisson過程で、やってくるとする.各 offer

には“大きさ" (買手が提示する価格)が伴い， そ

れは cdf F(x)をもち，逐次に到来する offers の

大きさX(れ)， i=l , 2, …( ti は到着時刻)は iidr.v.

列をつくる.すでに流した offer をも recall し

てよいとする.時刻 t においてそれまでに到来し

た最大の offer を Yt とする. このとき過程を停

!とすれば利益は，

(2.4) f(t , Yt)=Yt-ct 

であるとする . C>O は単位時間当りの待ち費用で

ある.期待利益を最大にする停止政策を求めよ.

この問題では底流する確本過程 Wt が Poisson

過程であったが，その他にも Wiener 過程やー
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般の独立増分の過程である場合にも，類似の問題

は多い.一般に時刻 t において Wt=x のときに，

今すぐ停止すれば利得 f(t， x) が得られるとする.

これは {(t，x) 1 t , X>O} において連続・有界とす

る.

(2.5) Thf(t , x) =E[f(t+ h, Wt+h) 1 Wt=xJ. 

(2.6) Af(t, x) 三lim h-1{Thf(t , x)-f(t , x)} 
h • 0+ 

を定義する. 前節での OLA政策の類似をとっ

て ， B={(t, x) IAf(t， x) 孟 O}を停止域にするのを

infinitesimal look ahead (略して 1 LA)政策と

いう.【定理] Bが“closed"，すなわち，

(2.7) Pr{ある有限な t>O において

(t , Wt) <1: SI (O ,x) E S}=O 

ならば， Bは最適停止域を与える (Prabhu4l ) .前

記の家を売る問題では E[f(t+h ， Yt+ h ) 1 Yt=yJ= 

À.h ・ {F(ν)f(t+h，y) +, f( t+ h, z)d F(z)} + (1 一
Jy 

À.h)f( t+ h, y) +o(h) となるから Af(t，y) =Jf!at+ 

À.~: (f(t , z) -f(t , y))d F(z) これに (2 悦代入
すると Af(t， y) =-c+ À.TF (引を得る.そこで B

三 {(t，y) 1 TF(ν) 孟 c/À.} となるから ， 0<c< À.E(X)

を仮定しておけば B={ (t， ν) 1ν~TF-l(C/À.)} とな

り， これは“closedヘすなわち (2. 7)を満足する

から ， B は最適停止域である.

3. 結婚の問題への再訪

3.1 断わられる確率のある場合

結婚の問題(1. 1節)で女性に propose しても彼

女が断わるかも知れなくて，その確率が O~q=l

-P<l とする. もしも断わられたならばつぎの

女性に進む. propose した女性が承諾したとき初

めて彼女は available になる. 最良の女性がそう

なることを win として Pr(win) を最大にせよ.

Smith5l によれば最適政策は 1. 1 におけると同じ

で，ただ s* をより小さい SO に取替えたものであ

る.漸近的に SO竺 np1 /q ， Pr (win) ~ p1/q になる.

3.2 順位 i の女性のもつ効用

順位 i の女性と結婚することの効用を的とし

li主的主的孟・・・孟Un~O とする. 1. 1 では ul=l ，
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U2="'=Un=0 であった.トth girl がみかけの順

位 k( 1;詩語r)をもっていることを状態 (r， k) で表

わす.いま (r-I)人を reject してきて，状態 (r， k)

にきたとする. この girl がみかけの順位 h をも

っという条件のもとで，順位 i をもっ条件っき確

率は n-1 f (~-竹内 -~ì/ (~~-!ì l / r-1 であるかl\hー iJ ¥r-kJ / \rー 1 /1/

ら， この girl を accept することの期待効用は

Q(rj)J;ZLG二 D (仁l)/ (~)となる状
態 (r， k) から出発して以後最適政策を用いて得ら

れる期待効用を町(r， k) とおくと，

(3. 1) 町(r，k) =rnax{Q(r, k) , 
r+1 

(r+ 1) -1 I; Vn(r+ 1, k')} 

(I~k~r， 1 豆 r;玉 n-I ， Vn(n , k) ==Ulc) 

が成立する.みかけの順位是をもっ girl をふ候

補者(記号で Ck) ということにする. [定理] rl*三

r2*豆...;;;玉川*が存在して最適政策は: r E [1 , rl*) 

ではすべての girl を見送る. [n*, n*) に現われ

る最初の C1 を accept ， [r2* , r3引に現われる最初

の C10r C2 を accept，… ， [rn* , n)に現われる最

初の CJ，…， or Cη を accept せよ (Mucciめ).だ

から r-k 平面で図示すると最適停止域は高々 n

段をもっ階段になる . {rj*} の値は {ud から算定

され，たとえば1. 1 の問題では η*=…=円*=1

である.

はじめの (r一 1)人を見送るという制約っきの政

策の中での最適政策による期待効用を九(r) 三

r-1 I; Vn(r , k) とおくと， (3. 1)よれ
1:-1 

(3.2) 九(r)=r- I I; rnax{Q(r， k) ，九(r+1)} 

( 1 壬 r~玉n-I ， 九 (n) 三n-1I; u-t) 

を得る.いま時点 r/n において r-th girl が出現

する，と考えて問題を連続時刻に直してしまう.

g(r/n) =九(r) とおき r/n=α に保ちながら n， r→

∞にゆくと ， n- 1 I; ui→O を仮定しておくと， (3.2) 

は O豆α豆 l での微分方程式

(3.3) ピ(α)= 一α1E(ん(α)-g(α)) +， g(I.)=O 

に帰する・ここで Q(na， 的→Rlc(α)EEf46二 D
ak (! 一α)日を使っている.方程式 Rk(α) =g(α) 
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は単-根をもち，それを的とおくと rk*~n叫

(k=l ， ・・・ ， n) が示される.たとえばUl=U2= 1, Ut=O 

(i ~3) のときは α1ヰ0.35 は方綜式ーlog(3α/2)= 

l 一 α の単 e根であり， α2=2/3，師三 I(k孟 3) ，さら

にこのときの期待効用は g(αtl =2α1一α12 キ 0.58

である.

3.3 有限リコールのある場合

結婚の問題で過去m人までさかのぼって求婚で

きるとする . i-th girl(i+m< 1l のとき)が候補者
(k(! ;五 k孟mー1) 1であり，さらにそれに続く 1~1 =K=="~ 1) t人が

みな候補者でないことがわかったときに彼女のこ

とを(五時間候補者といい俄)で表わす TC 
が VC になったことがわかって初めて，その girl

を accept すべきか否かが問題になる. Srnithｭ

Deely7l によると，ある正整数げが存在して最適

政策は:はじめの(げー1)人はすべて見送る.グ

番目以後に現われる最初の VC を accept せよ.

Yang8l は同じ問題に対してまた別の接近をして

いる.

3.4 2 回以上舵eept する場合

結婚の問題で， r girls を accept してその互主

かが順位 l であれば win とする.十th girl が候

補者であるとき，あと最適にふるまって得られる

Pr(win) を fγ (i)とおくと，

'‘ (3.4) fγ (i) =rnax [ I: ijr-l(j)/(j-1)j+i/n, 
1=i+l 

I; ifr (j) / (j -1) j] 
j=HI 

(1 三;i 壬 n-I ， r~ 1, fo (i) 三 0)

が成立する.右辺[…1内の左(右)項は，この girl

を accept(re ject) したのち最適にふるまって得ら

れる Pr(win) である.たとえば r=2 のときの最

適政策はつぎのようになる(Gilbert-Mosteller ll )

:正整数 SOくがが存在して，はじめの (sO-I)girls 

は見送る . sO-th 以後の最初の候補者で 1st stop, 

それ以後，かつ tO-th 以後の最初の候補者で 2nd

stop をせよ.漸近的には tO 主~ne-I 土干 0.3679n ， SO 

さ ne-8/ 2 キ 0.223In ， Pr(win) 主主 e- 1 +e-8/2と 0.5910

である.

欲張っているが，もしも 2 回 accept して順位
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l および 2 の girls を得たとき win とすればど

うであるか? Nikolaev釣， SakaguchPO)により

答だけを書くと， 5*<げが存在して最適政策は:は

じめの (5*ー 1) girls は見送る.グーth 以後の最初

の C1 (定義は3.2にある)で 1st stop，それ以後

の最初の C1 またはがーth 以後の最初の C1 or C2 

で 2nd stop をせよ.漸近的にはげさne- 1 / 2 =

0.6065n ， げさnα，ただし αキ0.2291 は方程式 αー

が1/21ogα =(7/2) e- 1 /2 ー l の単一根であり， こ

のとき Pr(win) さα (2e- 1 / 2 ー α) キ0.2253である.

3.5 期待順位を最小にする問闇

Chow-Moriguti-Robbins-Samuelsll ) は結婚

の問題に対して別の接近をしていて，そこでは目

標は期待順位を最小にすることである.トthgirl 

のみかけの順位を Yr で表わすと ， Yr=k であっ

たときの彼女の順位の条件っき期待値は， (1. 1) 
九ー〈γ-k) /:¥  / --、 / 

および3.2の Q(r， k) より 2L Qこりはごk)/

(ぅ)=吐~.k になる はじめの r girls はすべて
r+1 

見送るという政策の中での期待順位の最小値を糾

とおくと，最適方程式

(3.5) 肋ーl=E min{(n+I)Yr/(r+ I), Vr} 
n+ 1 ;. 

=-，--.τL: min {k , (r+ 1) 叫/(n+I)}
r(r+ り k=l

( 1 ;三 r豆 n-I ，vn_l=EY';= (n+ 1 )/2) 

が成立する.ゆえに y，壬 (r+l)vγ/(n+ 1) になり

次第停止するのが最適である.たとえば n=4 の

とき V8 ， V2 , V J, Vo の値を算定したのち最適政策は

: 1st girl は見送る. 2nd girl は Y2=1 ならば

accept , 3rd girl はお=1 or 2 ならば accept

せよ.このときの期待順位は VO=1. 875 である.

VO の値はもちろん n の関数であるが， n→∞のと

き有限確定値に収束することは驚くべきことと言

ってよい. [定理] lim vo=ll (1 +2/k)1/ゆ+1)キ
n-今回 k~l 

3.8695. 

また最近 Rubin-Samuels12 ) は memory の観

点から，この問題に別の面白い接近をしている.

そこでは，いつも今まで、に出現した候補者だけし

か記憶できなくて，対面する各 girl は記憶のgir1

と比べてよいか悪し、かのどちらかだけが観察され
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る. したがって可能な決定に今までの reject ，

accept の他に remember が入ってくる.

4. 逐次抜取りの問題への再訪

4.1 逐次割当の問題

X1，ー・， Xπ がこの順に l 個ずつやってくる . n 

{闘の数値(0<) 壬þl~三一. ~五戸(三五1)がある.到来し

た各 Xi にどれかの ρ如j を掛け合わせて 4五石 Xψ

を最大にせよ.ここで、(jJ，… ， jn) は 1 ，… ， n の順列

である.もしも全部の r.v. X1，"'， Xη が同時に

到来するのならば，それらの観察値を大きさの11原

に並べて Xi 1 豆 臼%として E1mdj を作れば

よし、(周知の Hardy-Littlewood-Polyá の補題). 

だから {Xd の到来が逐次なことが重要である.

この問題は1. 2 の逐次抜取りの問題の拡張になっ

ている.実際þi=O(1 豆 i~三 n-k) ，= t(n-k+ 1 ~t 

三五 n) にとると ， k 回 accept できて， これら accept

した観察値の和を最大にするのを目的とする問題

になる.さて所求の最大値をgn(þJ， "'， þn) とおく

と，

(4.1) gn(þl , …,þn) =E[max{�}Xl +gn-l 

(ρ1，…，*，… ， þn)} ] (nミ 2， gl(þl) =þ1EX) , 

ただし*は J 養日が欠けていることを示す，が成

立する. [定理J al ，η 三五...;;玉 anーいが存在して最適

割当政策は:まず X1 E [ai-ν片山，nJ ならば X1

にはか(i= 1 ， …， η;~，η三一∞， an， n三+∞)を割当

てよ.以降は(ρ1，…*・ "， þn)に対して最適にふる

まえ.このとき期待利得~t. ~. þiai ，n+l であり，
，. ai.n 包 ~1

(4.2) 山川+1=\
. 

♂dF(x) +a向4レ川-→1い，
aも 1.1μ4 

ー

+ai ，π(1-F(ai ,n)) 

が成立する (Derman-Lieberman-Ross18)). ai ,n 

などはF( ・)だけに依存してjりなどに依存しない.

þh … ， þπ が残っているとき þi が割当てられるよ

うな X の期待値がの円+1 である，と解釈すれば

(4.2) は分りやすい式である.数値例 :F(x)=ふ

0豆Z主玉 1 ，のとき (4.2) は向，n+l ==向，π一 (1/2) (ai ,,,2 

-aト1 ，，，2) (n~2， al ,2= 1/2). そこで ai ， n は n=2
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のとき 1/2; n=3 のとき 3/8， 5/8; n=4 のとき 39/

128，1/2 ， 89/128; …などになる.

4. 2 Random walk の上の最適停止

戦争をやめるには過去の戦闘で引続いて何度も

勝っているうちがよい . {Xi}を各Xiが Pr(X=I)

=p, Pr(X=O)=q=I-P， という Bernoulli 分

布に従う iid r. v. 列とする . X=1 が実現するこ

とを success という . k 回の試行ののち停止した

ならば， 利得は(そのときの success run) -kc 

であるとする. 0くc<1 は l 回当りの試行コスト

である.期待利得を最大にするような停止政策を

求めよ.あと j 回の試行が残されていて， いま

success が r 回続いているという状態を(j， r) で表

わす.この状態から出発して最適にふるまって得

られる期待利得を Vj(r) とおくと，

(4.3) Vj(r) =max{r, -c+ρVj-l(r+ 1) 

+qVj-l(O) }, Vo(r) 三r

が成立する . Vj(O)を単に Vj と書く.いま問題を

少し修正して X=O が起ったならば stop を強制

される.もし状態(j， 0) で stop すれば Vj をもら

うとする.この修正問題に対しては最適方程式は

Wj(r)=max{r , -c+ρ Wj_ 1 (r+ 1) +qVj-d と

なり， OLA停止政策(2.2節)は停止域B={ (j， r)

I r~ -c+p(r+ 1) +q Vj-d = {(j, r) Irミ (ρ -c)/

q+ Vj-d をもっ. Vj は単調増大のゆえに B は

“closed" になるから最適停止域である n=∞

である場合は (4.3) は意味をもたないが，このと

きも I二と類似の解を導くことができる (StarrHl ，

ROSS15J). 成功ならば l つ上の状態に進み失敗な

らば最悪の状態に落ちる， とし、う事態は qUIZ や

gamble で多く見られる.

4. 3 One-armed-bandit の問題

2 台のパチンコ機械A ， Bがある.当りの確率

をそれぞれ p， q として ， q の値は既知であるが，

p の値はまったく未知であるとする.全部で n 回

パチンコをやるのに，当りの回数の期待値を最大

にするには，どのように逐次に A or Bを選べば

よし、か? もしも p> (<)q であることがわかっ
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ていれば，機械A(B)ばかりを η 回やれば最適で

あるに決まっている.しかし pの値が未知である

から機械Aをやりながら ρ の真値を推定しつつ，

同時にそれを選択のために活用しなければならな

い.この種の問題は標記(略してOAB)のように

よばれ，推測統計学において広範な研究がある.

two-armed-bandit (略して TAB)の問題は，こ

の自然、な発展である.参考文献を 1 つずつだけ挙

げると Woodroof32J, F eldman33J. 

5. 連続時刻磁率過程の上の最適停止

5.1 取替過程

ある機械の作動状態が実数値zで表わされ，時

刻 t のときの状態 Xt は平均速度 0，分散速度 1 の

Wiener過程で、記述されるとする.Pr(Xo=O) = 1, 

状態 z のときに単位時間当り運転費用が ax2 とす

る.理想状態 O から外れる程運転費がかさむので

適当に取替えをする.この費用は l 回につきK>O

とする. (時間)平均的な期待費用を最小にするに

は取替政策をいかにすべきか? 状態zのときか

ら出発して最適取替政策により得られる割引期待

費用を V(x) とおくと，最適方程式

(5.1) V(x)=min[K+V(O) , 

ax2Jt+e叫E{V(x+Jx)}] 

が成立する.右辺において取替えをすると瞬時に

状態Oにもどること，時間Jt後にかかる費用はe 凶

倍に割引されるとしている . Jx は時関心におけ

る変動だから正規分布 N(O， Jt) に従うr. v. であ

る.この式で α→O のとき V(x)-V(O)→if(x) , 

αV(O)→r として α→0 にゆくと，

(5.2)f(x) =min[K,(ax2-r)Jt+E{f(x+Jx)} ] 

になる . r は(時間)平均的な期待費用を表わす.

E{f(x十Jx)}= f(x) + 1/2Jtf" (x) +o(Jt)を代入

すると，取替えをしない間 :Ixl 豆).，では 1/2f" (x)

=-ax2 +r， したがって ， f(O) =f'(O) =0 のもと

で積分して f(x)= ー( 1/6)ω4+rx2. これに条件

f(え)=K を代入すると r= (1/6)aÀ2+K).-2. これ

を ).>0 につき最小にすると，
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ﾀ= (6K/a) 1/" min r= (2/3)1/2(Ka)1/2 
になる.機械運転の制御 (Taylor16 ) ， Bather17)) 

の他に，ダムの水量制御(Faddy18))，企業の株主

への配当 (Foster19) )などの問題もこれに属する.

5.2 配分過程

潜水艦が魚雷をもって作戦に従事している.

target が到着率 A の Poisson 過程で出現する.各

target には大きさ X が伴っていて，それは cdf

F(x) をもち， 逐次に到来する target の大きさ

X(ti) , i= 1, 2 ・ 1 は iid 列をつくる. 到来した

target に j 発の魚雷を一斉射撃すれば，それをと

る確ギは l- q1， 0 三五 q=l-pくしとする.作戦時

間 t と n 発の魚雷とが与えられたとき， とった

target の大きさの和を最大にするような政策を求

めよ.所求の最大値を Vπ (t) とおくと微分方程式

(5.3) Vn'(t) =え E [max {( 1-qi)X + Vn-i(t)} 
1 s, .1;:;;.n 

-Vn(t)J+ , Vη(0)=0 

が成立し最適政策は:全区間[0，一∞)が (n+ 1)個

の部分区間に分割されて，出現したtargetの大き

さが左から j 番目の部分区間に落ちたならば(j-

1) 発の魚雷を発射せよ，となる (Sakaguchi20 )). 

Donis-Pollock2l), Albright22、 ， Mastran-Thoｭ

masぬ Samue124 ) などの論文で扱っている問題

は，すべてこの問題の特別な場合か変形である.

5.3 湖で魚をとる

湖に魚が N尾いるのを i 尾ずつ捕える. どの

魚も釣り上げられるまでの時間 Z は指数分布

Pr{Z壬 t}=I-e 凶をもっ iid r. v. である . n-th 

capture time を 1tn とおくと Un+l-Un は平均値

f1-1 の指数分fIj・ r. v. の (N-n)個の最小値で、あり，

したがって平均値{(N-n)μ} ー 1の指数分布に従う.

釣り始めてから時間 t で Yt=n 尾をとったときに

停止すれば利得は f(t，n) =n-ct であるとする.

c>O は単位時間当りの待ち費用である.期待利得

を最大にする停止政策を求めよ. (2.3節参照).

E [f(t+ h, Yt +リ I Yt=nJ=f( t+ h, n+ 1) (N-n) 

ph十f( t+h， n){1 一 (N-n)μh} +o(h) であるから

(2.6) において Af(t，n) =瀁/�t+ (N-n)μ{f(t， 
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n+ 1) ーf(t， n)}=-c+(N-n)/μ となり ， B三

{(t , n) 1 Af(t, n) 豆 O}={(t， n) In孟N-c/μ} にな

る.この B は明らかに“closed" だから最適停止

域を与える.現実問題としてはNが未知であろう

から，このときの統計的接近をも Starr2めはやっ

ている.

6. いろいろな拡張

6.1 多次元確率変数およびゲームへの拡張

1. 2節の逐次抜取りの問題において ， F(x) を 2

変量 cdf H(x， y) にしてみるのが拡張の第 l 歩

である.①今度は停止時の z も g もどちらも大き

くしたいので，そのように目標を設定する必要が

ある(Sakaguchi26ゆ7)) .②player が 2 人いて，

player 1 , II は停止時のそれぞれ ιν を最大に

したい.停止の規則として 2 人のうち両方とも停

止したときに process が停止するとか，あるいは

どちらか一方が停止すれば相手がたとえ継続した

くとも process が停止するとか決めておく.問題

は逐次ゲームになる.本稿に続く蔵野氏他の稿が

あるので詳しくはそちらに譲る.

6.2 陪審員の選定

検察側と弁護側(それぞれ player 1 , II とする)

とでJ 人の陪審員を選定したい.地域住民からラ

ンダムに何十人かの有資格者を抽出し，各人に逐

次に面接して陪審員として適当であるか否かを

査定する. 1, II は同時に，しかし独立に，彼を

accept か reject かを決める. 両方とも accept

のときだけ彼は陪審員として“選定"される. 1 , 

H はそれぞれA ， B回 reject 忌避)する権利を

もっている. Xi (i= 1, 2，…)は i 番目の人がもし

も陪審員となったら，彼が有罪に投票する確率で

ある. {Xdl孟悩J+A+Bは iid で共通の cdf を F(x)

とする.選定された陪審員たちを {i' }， それらのも

つ確率を {Xi'} で表わすと，この逐次ゲームの目

標は， 1 (II) にとってE(IIXυ)→max(min)にす

ることである.あと j 人の陪審員を選定しなけれ

ばならなくて，そしてI， II はそれぞれあと α， b
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回の忌避権をもっている，という状態をσ= (j， a，

b) で表わす.状態。におけるゲームの値を V(σ) ，

また x=x を観察したときのゲームの条件っき値

を V(σIx) とおくと，

V(σ)=EV(σIX) ， 

V(σIx) =valÍ吋 rYr~~~ ~fr~引!lacc LV(゚) xV(r)JJ 

が成立する.ここで α= (j， a-l ， b) ， ß= (j, a ,b-

1), r= (j一 1 ， a, b) , � = (j, a -1, b -1 )は o から移

り得る 4 つの状態である Brams-Davis29 ) はこ

のゲームを解き数値例を与えている.もしも両人

の決定が同時ではなくて，年!こ 1 /J~，つぎ 1:::'II /J~ 

決定する規則の場合は逐次双辺ヶームになる.先

手の I が accept したときだけ H はreject か acce­

ptかを選ぶ.今度は I は故意、に相手の忌避権を使

わせるようふるまえるから I が E より有利である

(Roth-Kadane-Degroot30" Sakaguchi28)). 

6.3 連続時刻の非協力ゲーム

し l節の結婚問題(これを Aηで、表わす)をゲーム

に l直すことを考える . m人の競争者がし、て各人が

独立に別個の問題 Aπ に l丘由ーする.最良の女性を

accept したものの中で最も早く accept したもの

が勝ちとする.誰がいつ stop したかは他人に a

切知らされない.各人は白分の勝つ確さおを最大に

しようとする.この非 0 和ゲームを A"mで、表わす.

さて各時点 i/n (i= 1, 2 ，・"， n) において i-th girl 

が出現すると考えて ， i/n=x に保ちながら Z ， n• 

∞にゆくと [0， 1 ]での連続時刻ゲームになる (3.2

節参照).たとえば A. n におけーる最適方程式(1. 2) 

は A∞では，

V(:v)=max川:zV(制/州}， V( 1) 二!
という積分方程式になり，解 V(♂)=;cUe-1 をも

っ. [定理]問題 A""m の解はつぎの通り;方程式

zlogz= 1 一 ( l-mz)I/ 1n の (0， 1) での単一根を

Zm* とおく.各 player が時点 Z叫*以後に出現す

る最初の候補者で‘ stop するのが，ただ l つ、j!.衡

戦略である . Z1ネ =e- 1 =0.3679 ， z2*=0.2953 , Z5本

=0.1659, z1O*=0.091うである. Presman-Sonin 
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31)は，これを一般に到着密度以x) の Poisson 流

(ただし O豆z豆1)に対して拡張している.
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