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賭けの数理-\1

1. 簡単な賭けの再定式化

これまで、は賭けについて，確率や配当率などはすべて

わかっているものとして問題を論じてきた.しかし現実

の問題においては，確率やその他の条件がわかっていな

いことも多い.今度はそのような問題を考えよう.

まず最も簡単な場合として，熔け方が 1 通りしかな〈

かっその結果は「勝」と「負j の 2 通りしかないような

場合を考えよう.そうして「勝」の場合は賭け金は rf告

になり「負J の場合はI!告金はすべて失われてしまうもの

としよう.

いま勝つ確率を P とすると， 明らかに p> l/r なら

ば，これは有利な賭け， p<l/r ならば不利な賭けとな

る . p>l/r の場合，所持金 Xo のうち π だけを賭ける

とすれば， )情けの結果得る金額を X とすると，

E(log X) =ρlog(rπXo+ (1 ーπ)Xo )

+ ( 1-p) log (1π)Xo 

となるから，これを最大にする π の値を求めると，

Z E(log X) = P(f三 l一一 ρ 
=0 

iJrt: Tπ+(1 ーπ ーπ

より， π=(ρfー 1)/(rー 1) となる.すなわちこれがプラ

イマンの戦略を与える.

p<l/r の場合には，とくに凸関数で表わされるよう

な効用をもっ場合以外で、は， J!者けを行なわないほうがよ

し、ということ Iこなる.

2. p 未知の場合

そこでいま ρがわからない場合を考えよう.このよう

な場合には，最初「試しにJ 何回賭けをやってみて，そ

の結果から ρ を「推定」し ， p>l/r と判断されれば賭

けを続け p<l/r と判断したら賭けをやめるということ

が考えられる.この場合自分て、は賭けをせずに他人が賭

けを行なうのを「見て j 判断することは許されないとし

よう.したがってもし p<l/r ならば「試しにJ 賭けて

みることによって，いくらかの金を失わなければならな

いことになる.また一度に賭けることのできる額には下

限があって，あまり小さい額は賭けられないものとしょ
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う.そうしなければ事実上[無料でJ 賭けてみることが

できることになるから，問題は意味を失うことになる

問題を単純化して回に賭けることのできる額は一

定であるとしよう それを 1 としておく. 主た γ=2 と

する.いま所持金額が c (c はE繋数)であるとき，賭け

るべきか，賭けるべきでなし、かを決める問題を考えよう.

3. ベイズ法

この場合P について「何もわかっていなし、J としただ

けでは，これ以上議論を進めるのが困難であるから，そ

の値はわからないが，それが大体どのような範囲にある

かについての確率分布は与えられているとしよう.この

「確率分布J は同じような賭けのメカニズムについて，

過去の経験から知られている頻度分布を表わすと考えて

もよいしあるいは賭けをする人の「判断]を表わすと

してもよい.確率の意味は主観的にせよ客観的にせよ，

とにかく何らかの意味で「事前分布j が与えられている

としよう.そのような事前分布の密度を f(ρ) としよう.

いま Jl荷けは N 固まで(もしその前に所持金が無くなっ

てしまわないなら)できるものとする.このとき最もう

まく賭けたときに得られる期待金額は， c, N および f

の関数になる.そこでそれを，

r*(c, N , f) 

と友わそう.ここで 1 回賭けを行なうと，その結果「勝

つ j た場合には所得金額は c+1 に， r負け l た場合には

cー 1 になる.また，それぞれの場合に P についての分

布はつぎのような「事後分布」に変わる.すなわち勝っ

た場合，

内)=山) /JPf(P)dρ 

負けた場合，

戸市)=(I-p) f(p) /J(1 -P)f(P)dρ 

である.

ところで，最初に賭けを行なわないことにした場合，

2 回目以降に賂けを始める理由はないから，決定として

考えられるのは，賭けを全くしないことにするか，第 1

回目に賭けるかである.もし賭けをしないならば，当然
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所持金額は変わらない.したがって期待金額を最大にす

るように行動するとすれば，

同(c， N , f) =rnax (c , i" *(c, Nー 1 ， f)) 

という関係が成り立たねばならない. ただしここで Fネ

は賭けを行なうときの期待金額であって，それは，

川， N-1.f)=同 (c+1 ， Nー 1 ， f*)SPf(ρ)dρ 

日(cー I ， Nー 1 .f**)S( 1-p)f(p)ゆ

と表わされる.これは，勝った場合と負けた場合の状況

をそれぞれ考えてみればわかる.

ここで問題は l つのDP問題として表現することがで

き Tこことになる.

4. ベータ事前分布の場合

ここで明らかにつぎの関係が成り立つ.まず，

1'*(C, 0, f) =c 

しMって 戸仇 0， f)=S(C+1)Pf(ρ)dρ 

+S(cー 1) (!一川(ρ)dρ

=C+S(2 P一 l)f(p)dρ

=c+2E(p一 1/2)

ただし E は P の事前分イ'jif(ρ) についての平均を表わ

す.それゆえまた，

r*(c, 1, f) =c+max (O, 2E(ρ-1!2)} 

となる.

先へ進むために，さらに f(p) を特定化して， 事前分

布としてつぎのようなベータ分布を考えよう.

f(ρ ) =pa-l(! _p)ß-l!B( α， )゚ 

そうすると，これに対する事後分布もベータ分市になる.

その母数は，もし賭けに勝てば α +1 ， ß に，負ければ

a , ß+1 に変わる.したがってこのようなベータ分布に

対応する刊の値を同(c， N， 日， ß) と表わしておくと，

r*(c+1 , Nー 1 ， f*)=1"*(c+1 , Nー 1，日+1 ， )゚ 

1"*(Cー 1 ， N-1 ， f料)ニ同 (c-1 ， Nー 1 ， α， +゚1) 

と表わすことができる.またここで，

È(P)=SPf(P)ゆ=α/( 日 +ß)
-eあるカミら，

Fホ (c， Nー 1 ， f) =-~^r*(c+ 1, Nー 1 ，日+1 ， )゚ 
日+戸

+ゐr*(cー 1 ， Nー 1 ， a， 什 1)
と表わすことができる.したがって，

r*(c, N， α， )゚ 

=rnaxJc，手石川(c+1 ， N-1 , a+1 , )゚ 
a •-I:J 

+-J!"r*(cー 1 ， N-l , a , +゚1)1 
α+ß ' ') 

1979 年 2 月号

となる.この関係と，

同 (c， 0, a , )゚ =c, r*(O, N , a , )゚ =0 

から川 (c， N , a , ß) が順次定められる.

まず N=1 ならば，

r*(c, 1, a , )゚ =c (a三戸のとき)

=三仁川1)+ 人(日
日+ß' a十P

=c+町一戸 (α>戸のとき)
日十戸

となる.つぎに N=2 のときには，し、くつかに場合を分

けて考えねばならない.

a) α話ß-1 のときには，

同(c+1 ， 1, a+1 , )゚=c+l 

r*(cー 1 ， 1, a , ß+ 1) =cー!

?ごから，

r*(c, 2, a , )゚ =c 

b) ß-l<a孟戸+1 のときは，

日 -ß+l
r*(c+l , 1 ， α +1 ， ß)=c+l十一一一

日 +ß+l

同 (c-l ， 1, a , ß+l)=cー 1

だから，

a-ß , a(a-゚ +l) 
戸(c， l ， 日， )゚ =c+ -;-，-~+ 一一

a+゚ ' (a+戸)(a+戸 +1)

=c+a~ll+里士2 )-ß(2a十戸+1)
α+ß)(a十戸+1)

となる.ゆえに ， a(2 α +ß+2)壬ß(2 α +ß+1) ならば，

1"*(C, 2, a , )゚ =c 

日 (2 日+月十2)註戸 (2 日十戸+1)ならば，

(四一戸 )(2a十戸+1) 十日
町c， 2, a , )゚ =c+ 

(日 +ß)( 日+ß+1)

となる.

c) 日>戸 +1 ならば，同様にして，

日-ß 日(a-ß+1)
*(c, 2 向。)=c+ ー~~~+ 一一一一ー

日+ß' (a+戸)(a+戸 +1)

+, ß(~，-， ß-1) 
(四十戸 ) (a+戸 +1)

=c+ 2 (aープ ß)
目 a+ß

となる.これに対応する具体的な賭け方は，

i) 日 (2 日+戸+2)話戸(2a+戸+1)のとき，賭けない.

ii) a(2a+゚ +2) >戸(2a+戸+1)かつ a孟戸+1 のと

き回賭けて，勝ったらもう l 回賭け，負けたら賭け

をやめる.

iii) α>戸+1 ならば 2 回続けて賭ける，

ということになる.

N=2 でもこのようにかなり問題は複雑になるから，

より一般の場合は簡単に解析的な解は得られない.
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