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賭けの数理-VI

今度は不利な賭けの場合について考えよう.すなわち

i 番目のくじのj 番の目が出たときの単位当りの利得を

rij' j 番の目の出る確率をめとするとき.すべての t

について，

L: rij わ <1

となる場合である.この場合にはいつまでも賭けをつづ

ければ確実に損をすることは優マルチンゲールの理論か

ら示される.したがって一般にはこのような場合には賭

けはしないほうがよいといえるであろう.

しかしながら，もし一定の金額があれば何か重要なこ

とが可能になるが，現在の所持金額はそれには足りない

というような場合， とにかく 「イチかノ〈チか」賭けてみ

るということは考えられる.すなわち今所持金額を l と

するとき，これを是が非でも R(>I) までふやしたし、と

いう場合を考えよう.もちろん一般にはそれを必ずふや

すということは不可能であるから ， R までふやすことの

できる確率をなるべく大きくすることを考えよう.いま

Xt を t 回賭けをした後の所持金額とすると，このことは，

Pr{max Xt注R}

を最大にするような賂けの戦略をえらぶことに帰着す

る.

いま不利な賭けの場合 E(Xt + 1 I Xtl 三五Xt であって，

{Xd は優マルチンゲーノレとなる.また 0 壬Xt だから，

結局確率 1 で Xt→Xω (t→∞)が存在し，

E(X∞ )<1 

となる.上記の問題は(一度 R を越えたら，そこで){日け

をやめれば XT+ 1 = …ー =xω となるから，

Pr{X∞孟R}

を最大にする問題であると考えられる ところでこのこ

と t土，

u(X)= い X註R u(X)=O: X<R 

とおけば E(u(Xoo )) を最大にすることに等しい そこ

でより一般に任意の効用関数 u(X) に対して E(u(Xw ))

を最大にすることを考えよう.

2. 

いままったく賭けをしないとすれば， X，ω=Xo =1 と
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なることは明らかである.したがって賭けをすることが

積極的な意味をもつためには，

E(u(Xoo))>E(u(I)) (2.1) 

とならねばならない.そこでどのような「効用関数J u に

ついて，上記の不等式が成り立つような戦略が存在する

かを調べよう.

最初に叫が凹関数(すなわちがujÒX2<0. このことは

いわゆる「貨幣の限界効用減少」を意味する)の場合に

は (2.1) 成り立ち得ないことを証明しよう.ジェンセン

の不等式を用いれば u が凹関数のとき，

E{u(X内)IXd壬u{E(Xt+11 Xt)} 

そうして u は単調増加関数と考えられるから，

u{E(Xt+11 Xtl}豆u(Xtl

したがって ， E(u(Xt+tl)亘 E(u(Xtl) t=O, I , 

が得られる.ゆえに E(u(X∞))壬u(Xo )=u(1) となる.

すなわちいわゆる「リスクをきらう， risk-averse ながj

用をもっ人J は，不利な賭けには手を出さないほうがよ

いということになる.これは当然である.

他方効用関数が凸ならば，積極的に賭けたほうがよい

場合が生ずる.一番簡単な場合として賭け方が 1 通りし

かない場合を考えよう.このとき回目の賭けにおし、

て l 単位の賭け金はみになるとすれば，不利な賭けで

あるから μ=E(Ztl<1 となる.この場合賭け方の戦略

としては，各回において所持金のうち賭ける金額 πt ， t=

1, 2... ーである.そうすると，

Xt=的Zt+ (1 -rrtlXt - 1 t=l , 2 ・・・

とし、う関係が成立する.いま l 回だけしか賭けを行なわ

ないとすれば，

E(u(X1) )=E[u{πZt+(1ーπ)}J

を最大にするように π(=πtl を定めればよい. そこで

いまこれを π の関数として似π) と表わせば，叫が 2 凶

微分可能であるとすると，

空 =E[(ZI ー 1 )u' {πZI+(1 π)} ] 
0π 

Ò~Ø=E[(Z， ー 1)ザ {πZ1+(1 ーπ)}]
0πる

となる u が凸関数であるとすれば u">O であるから，

がゆ/Òπ2>0
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となる.すなわちゅは π の関数として凸関数になる.し

たがって 0孟π話 1 の範囲でのりの最大値はその両端，

すなわち π=0 または π=1 で最大になる.すなわち

まったく賭けをしないか，所持金を全部賭けるかのどち

らかが最適であることになる.そこで，

E(u(Z,))>u(l) 

ならば，全額を賭ける，すなわち「ノノレカソノレカ J 一発

に「勝負する」のがよいということになる.もし逆に

E(u(Z,)) <u(!) ならば，賭けをまったくしないで現状

に甘んずるよりしかたないことになる.

以上の議論は u が凸であれば，必ずしも(すべての点

で) 2 次微分可能でない場合にも成り立つことは示され

る.

つぎに最初の所持金額が c であったときの最適戦略は

同じ論理によって，

E(u(cZtl ) ミ u(c)

によって11:， =1 または O になる.そこで一般に最大T

回 (T註2) 賭けを行なった後，賭けをやめる場合を考

えよう.このとき最初の所持金額がc であるとき，最適

戦略をとった場合の期待効用を，

り*T(c)=max E{u(XT)} 
ll'1, ... ,1rT ,X o=C 

とおくと，ダイナミックプログラミングの「最適性の原

理j により，

りT*(c)=max E(V*T-,(Xtl) T=2, 3,'" 
π1 

同じように考えれば結局最適な解としては町本=0 な

らば π川*=……=π戸=0 となるものだけを考えれば

よいことがわかる.また前記の議論により πグ=1 ， 0 は

Xt- ， および T-t の値によって決められることは明ら

かである.したがって最適戦略はつぎのような構造をも

つことがわかる.すなわち各 h に対し，正の実数の部分

集合 R♂が存在し，

Xt- 1 εRT-t* ならば π戸 =1

Xt- , <1 RT-t* ならば πt*=O 

となる.そうして R，*cR2*c…が成立する. ~、いか

えれば Xt が RT- t - ，* の外に出るまで全額を賭けつづ

けるのがよいということになる.

ここで T→∞とすると，結局 URt*=Roo* とおいて

Xt が R * の中に入っている限りは賭けをつづけるのが

よいということになるように思われるかも知れない.し

かしすでに何回ものべたように，無限に賭けをつづけて

いれば句最後には必ず全額を失ってしまう.すなわち

X∞三 O となる.すなわちこの場合には，

E(u(X∞))< limE(u(Xt)) 

であって，等号が成り立たないことになる.そこで十分

大きい T を取り ， Xt* が Roo* の外に出るか t=T とな

れば賭けを止めることにすれば，

E(u(X∞) )=E(u(XT*)) 

の値を，可能な上限にいくらでも近づけることができる.

の関係が成立する. つまり不利な賭けの場合には，もし賭けをするならば

百戸(c)=max [E{u(cZtlL u(c)J 必ず全額を賭けること， (これを「捨身の戦略J bold 

となる.ところで E(u(cZ，))， u(c) はともに c の凸関 strategy という.)ただし十分多数回賭けつづけたら止

数であるから V，*(c) も凸関数である. それゆえ上記 めることが最もよい戦略であることがいえるのである.

の議論をくり返せば 3.

V2*(c)=max [E{v円cZ，)}， v，*(c)] 以上の議論は賭け方，すなわち「くじ」が何本もある

となることがわかる.したがって数学的帰納法により， 場合にも簡単に拡張できる.すなわち k 本のくじのそれ

むT*(c) =max[E{vT-'*(CZ,)}, VT_ ,*(C)J ぞれに、ついて単位金額当りの利得を Zi， i=I ，"'， k とす

が成り立つ.そうして最適戦略においては， ると番目のくじを的だけ買うときの期待利得は，

πt*=O または 1 ， t =1 , 2,… , T 11:0= 1-I;11:i とすると，

となる.またこのとき川本=0 なら fi 11:2*= … =πr*= 0 E(u(π，Z，+ … +πkZk+π。))

となるものとしてもよい. すなわち， もしある j に対 となるが，ここで u が凸関数ならば，これは π0， n'h …,11:k 

して引*=…=11:j* =0,11:* j村 =0 ならば， に関する凸関数になるから， これを最大にする債はある

π，0= 1 ， π♂=πj+lぺ… ， 7CT-j+l0= …πrO=O つの伊(0亘伊豆島)について町*=1 となる.すなわ

としても，結果は同じになる.ところがこのような π♂ ちどれか i つのくじに全額を投ずるか，あるいはまった

は賭けを T-j 回でやめる戦略と同じであるから， こ く賭けをしないのがよいということになる.

のときの最後の所持金額を XTO とすれば， した，ぶって k=1 の場合の議論とまったく平行的につ

E(u(XrO) )=E(u(XT_jO))壬 max E(u(Xr)) ぎのことカ丸、える.すなわち実数の k+1 個の集合Rキ (i)

となる したがって解が一義的ならばこのような形の i=O, J ，・ "， k が存在し， rほとんどJ，最適な戦略は十分

町*は解にならないし，そうでない場合は町宇 O とな 大きい T をとって t壬T のときは XtER*(i) ならば

る同等な解が存在する. πt+hi*.=l とし t>T ならば πt ，♂ =1 とするものとなる.
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