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統計的予測の形式と方法

統計的予測の主な形式について述べよう.

X J, X2， ・・・ ， Xn をデータとし Y を予測すべ

き量とする . X 1, "', X n , Y は未知母数 θ をふく

むある分布に従うものとする.

いま Y が実数であるとするとき Y の値そ

のものを直接予測しようとする方式は，点予測

point prediction とよばれる. XJ，・ "， Xnから計

算される予測量

Y=Y(Xl, …,Xn) 

は，すべての O について，予測誤差の期待値が O

になる，すなわち，

Eo(Y-Y)=O V8 

であるとき，不偏予測量 unbiased predictor で

あるとよばれる.不偏予測量の中で誤差分散，

VO(Y-Y)=EO(y-y)2 

を最小にするものがあれば，それは(一様)最小分

散不偏予測量とよばれる.

多くの具体的な例では Xl，…， Xπ と Y が(確率

的に)独立になる.このときには，

Eo( Y) =g(O) 

とおけば， Y が不偏予測量であるとき，

Eo(Y)=g(O) 

EO(y_Y)2=Eo(Y-g(θ))2+Eo {Y -g(θ))2 

=Vo(Y)+Vo(Y) 

となる . Vo( Y) は Y の定め方と独立であるから，

Y は g(8) の不偏推定量になり，かっそれが最小

分散不偏予測量になることは， それが g(θ) の最

小分散不偏推定量になることを意味する.したが

1979 年 1 月号

って不偏予測論は不偏推定論に帰着する.

XJ，…， Xη と Y が互いに独立でないときには

点予測の問題はやや複雑になる.その場合には，

XJ, "'， Xn が与えられたときの条件付期待値を，

Eo(YIX)=g(O, X J, ・・・ ， Xn) 

と表わせば，不偏性の条件は，

Eo(Y -g(O, XJ，一 ， Xn)) =0 

また分散最小の条件は，

110 ( Y -Y) =Vo( YIX) 

+Eo(Y -g(O, X1， … ， X.π))2 

であるから，

Eo{Y -g(O, X 1, …, Xn))2 :最小

となる.

この問題は一般には簡単な解をもたないが，

g(O, X1 ， 一 ， Xn)=g(θ)+h(XJ， … ， Xn) 

という形に分解される場合には， g(O) の最小分

散不偏推定量:針。)を求めて，

Y=g(θ)+h(XJ， ・ー， Xη)

とすればよい.

[例 1 J X1 ， ・・・ ， Xn， Yが多変量正規分布に従い，

その平均，分散がすべて μ，および σXJ，・ 1

Xn は互いに独立， Xi と Y との相関が pi である

とき (pi は既知とする)，

E(YIX)=μ十 pl(X1一μ)+ ・・・ +ρη (Xn一μ)

=(l-pl- … -pn)μ 

+p1X1 + ・・・ +pηX"

であるから，

Y=(l-pl … -pn)X十 p 1X1 + ・・ー・・ +pnXn

=X+Pl(X1 -X)+ ー…・十pn(Xη -X)

とす:hばよい.
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量 Yに対して X!，…， Xπ から 2 つの量

Y=Y(X!, ・・・ ， X，，) YニY(X!， ・ "， Xη)

を ril'算して， Y がほぼ Y と Y の間に入るであろ

うという形で予測するのが区間 f測である.

もう一つの例として . ZI , ZN が互

いに独立につぎのような術皮関設をもっ指数分1tì

に従うとし，

[例 2 ] 

~ ~ 

'--'--

で，

Zm< ー・・ < 

z>o 

それを大きさの I1頃に並べたものを

f(z)= ト-Z/O

Z1， ・・・ ， ZN のうち小さ

その中の最大のもの

を予測する問題である ， ZI， ZN が寿命を表わ

すものとすれば，寿命試験の観測を途

Po{Y< Y<Y} 孟 lαV8

となるとき ， [Y, Y]を信頼係数 l 一α の予測区

間 prediction interval という.

Y=Z(N) Xηニ Z(nh)(I=Z'I )， ・Z'N) とし，

(N)n) とする.すなわち

いほうから n 個を観測して，
予測|三聞を求める直観的な方法は，分布が θ を

ふくまないような適当な統計量

Y) T=t(Xr, ''', X町

を計算して，

P，.{t<T<t}=1 一α

となるような t， t を求め，つぎに tく Tく t を Y

に関して解くことである. このときもし Y につ

いての伝聞 [Y< Y<YJ が得られるならば，

PO{Y< Y<Y} ニ 1 ーα

この

Yl= (N-i+ 1) (ZU ,=Z'i_l') 

ただし Z(O， =o とする.

Yr，・ ， YN は互いに独立に同じ指数分

そうして Xr，・ X" を与えることは

i=I ,"', N 

って，最大値を予測する問題と考えられる.

とき，

とおけば

布に従う.
V8 

Yr，・ Yη を与えることと同じであるから，
このような区聞は相似 similar であるととなる.

いわれる.

[例 3] Xr，・・・， Xη， Y が瓦いに独立に正規分;(Iì

N(μ，ポ)に従うとき，

Z(N)=Z(N)-Z(N_l)+ (Z,N-1l -Z(N-2)) +… 

=YN+ートー1+"'+会Y，

/ n (Y-X¥ =J一一一( ρ ) S2= .__1 , L; (X,-X)2 
• n+l \δ n-I 

となることを用いれば，

E(ん)|X)=(1+j++NLn)

とおけば， T は自由度 n-2 の t 分布に従うから

その両側 α 点を tα と表わせば，

P{ITI くん}=I 一α

、I

l

一λ+
 

+
 
n
 
y
 

一
什

N
 
+
 

=(l+j++NLJ+xn 

より，

p{x一川n;l<Y<Zωv'n:I} 

また θ の最小分散不信l推定-hiは，

θ=;(Y1++ れ)

となるから， { }内が子測区間を与える.

もう少し複雑な場合として I二員・己の例 2 の場合を

づ((N-n+1 )Xn +X1+...+Xn _ ,) 

=;{(Nー州十nX}

このとき，取り lニげよう.となるから，結局 Zくめの最小分散不偏予測訟はp

ん =(1+す++NLJ+Xη Z(N)-X,,= YN+--L-YN_'+"'+" 1 y ,,+, 
L lv-n 

かつ，

T = Z(l!X-:JS"" Z(N) -:::X" 
一 一一一一一一一一

主 Yi/n θ

は Xr，・・・， Xη と独立で，となる.

2. 

オベレーションズ・リサーチ

つぎに区間予測について考えよう.予測される
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の分布は θ をふくまない. したがって T の分布

を(簡単な形にはならないが)，計算して，

P{T<T<T}=1 一α

となるような T， T を求めれば，

Xn+TÔ<ZCNl<Xn十fÊJ
より Zcれの予測区聞を求めることができる.

もっと複雑な問題についてはつぎのように考え

ればよい.予測|玄関 Y(Xb 一 ， Xη)<Y<Y(Xt，

一， Xπ) に対応して，区間予測関数件を，

lþ(X" ・ "， X.η， Y)=1 Y<Y<Y のとき

=0 Y豆Y または Y注Y

と定義すれば，

Eo(ゆ)注 l 一α '10 

となる. このことは l ーゆが XJ， "'， Xη ， Y が仮

定された同時分布に従うとし、う仮説を検定する問

題に対する，水準 α の検定関数になることを表わ

している.

ことができ，

したがってこのことからゆを求める

それから逆に Y の予測区聞を求め

ることができる.

このような考え方からノンパラメトリック予測

|玄関が求められる.

し、ま X t,"', Xη， Y が互いに独立に， 同じ連続

分:布に従うとする.いま X!， Xn , Y を一緒に

考えて，その n+1 個の値の集合を，

On+1 = {ZJ, Z2， …，2:叫d

と表わすと，。川1 が与えられたとき，

P{Y=ZiIOn+d = 1/(n十 1) i= 1, 2，一 ， n十!

となる.そこでいま f を任意の関数とするとき，

f(ZI) ， …，f(z叫 1)

すると，

の中での f(Y) の順位を R と

P{R=i} = 1/(n+ 1) 

となる.それゆえ併を，

i= 1, 2，・ " n+1 

。=1

とすれば

R~玉j のとき

E(ゆ)=j/(n+!) となるから， j を

1-α=j/(n+1) となるように定めれば， lþ から

信頼係数 1 一α の予測区聞が得られる. すなわ

ち f(X.，J i=l ， ・ ， n の中での i 番目の値を

f(X)(りと表わすことにすれば， R -;，玉j は，

1979 年 l 月号

f(Y)<f(X)ω 

と同{O互になる.そこで上から定めうる Y の範囲

が区間になるならば，予測区聞が得られることに

なる.たとえば， f(X)=X2 とすれば， 予測区間

l'i, 

-IXI(J)<Y< IXIω 

となる.

t記の議論においてさらに f は O叫1 に依存し

てもよし、ことがわかる. すなわち W を XJ，…，

Xη および Y の対称関数として f(Xi，~ア)の中で

j 番目の値を f(X， W)rjJと表わすとき，

P{f(Y, W)<f(X, W)(jJ }=j/(n十 1) 

となるから，右辺が l 一α に等しければ，

f( Y , W) <f(X, W) [jJ 

を Y について解いたものが，もし区間になれば

信頼係数 l 一α の予測区聞が得られることになる.

C例 4 J いま W= (L;Xi十 Y)/(n+1)= (nX+ Y) 

/(叶 1) とし ， f(Y, W)= I Y-WI 

うすると上記の条件は，不等式

とする. そ

ム Y-XIくふ In(Xi-X)+ (X.-Y) 

か，少なくとも n-j+1 個の Xi について成り立

つことを意味する. また上記の不等式が成り立つ

ことは，

n+1tv Xもミ Y主主X+ nO:::(X-Xi) 
n-l 

となることに等しし、から，予測区間はこのような

区間のうち少なくとも n-j+l 個にふくまれるよ

うな部分として与えられる.

3. 

予測区間とよく似た概念として予測限界 pre-

diction limit がある.それは Y の値について，上

側あるいは下側の限界 Y，

Xη から計算して，

あるいは Y を Xl，・ 1

P，， {Y>Y} 壬α あるいは Iう{Y<Y} 孟α Vθ 

となるようにするものである.このとき Y， およ

びY をそれぞれ信頼係数 1 一α の上側予測限界あ

るいは下限予測限界という. このような(片側)予
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測限界を求める方法は，予測区間を求める方法と

ほとんど同じである.

【例ラ] 1 月の事故件数は，えを母数とするポア

ソン分布に従うことがわかっているとする.この

とき過去のデータ X1 ， '''， Xn にもとづいて，ある

日の事故件数 Y の上側予測限界を求める Xr，

…, Xn , Y， の同時分布は，

P{X1=Xl， …， Xη=Xn， Y=y} 

λ-"，+・・・・ +Xn+lI

Xl!'" …zn!, y16A 

と表わされるから T= L;Xi 十 Y が与えられた

ときの Y の条件付分布は，

P{Y=y!T=t} 

t! / ¥Y( n ¥t-y 
y!(t-y)! ¥n+1 )¥n+1 ) 

という形の 2 項分布になることがわかる.

そこで与えられた t に対して，

L;P{Y=〆 IT=t}~α
官f;亘y

>α-P{Yニグ+1!T=t}

となるような y の値を出 (t) と表わせば出(t) は

t の増加関数になる.そうして，

P{Y壬Ya(T)} 壬α

となる.そこで与えられた Xi に対して，

Y三玉Ya( L;Xi+Y) 

をみたすような Y の値の最大値を Y とすれば，

それが Y の上側予測限界を与える.

4. 

予測されるべき値がベクトル傭，すなわち 2 つ

以上の実数値 Yr， "', れである場合， その実数

値関数 Y=g(Yl， ・"， Yk) の点予測， あるいは

区間予測については，これまでの議論をそのまま

あてはめることができる.また Yr，・ー ， Yk の同

時予測についても，点予測の場合にはそれぞれの

成分についての不偏予測量を考えればよし、から，

あまり問題はない.これに対して同時区間予測に

ついては，やや新しい問題が生ずる.すなわち今

度は一般に Xl， "'， X.η に対応して k次元ユーグリ

ッド空間内の集合 C を対応させ，

34 

P8{ (Yr，…， Yiι)cC} 孟 l 一α\;/8

となるようにする.このようなCを信頼係数 l 一α

の予測域 prediction region という .C は連続

な集合であることが要求され，また凸集合で、ある

ことが一般には望ましいと考えられよう.

〔例 6] X 1, "'， Xη ， Yr，・・，れが互いに独立に正

規分布 N(μ， a2 ) に従うとする.このとき YI-X，

…, Yk-X はすべて平均 0 ，分散(!+ l/n)a2 の

正規分布に従い，かっ，これらの値の共分散は

σ2/nとなるから，分散行列の逆行列を求めること

により，

z.2 、

----'.1 L; (Yi-X)2ー ι (y-X)21a" l ~ , -" --, n + k ,- --, J 

が χZ 分布に従うことがわかる.σ2 をその推定量;

82 でおきかえれば， F 分布に従う統計量が得ら

れるから，

pf ~21L; (Yi-x)2--A~7:- (Y-x)21<F.α 
l82L~'~" -~， n+k'~ ~~'J'~UJ 

=1 一α

となる.ただし Fα は自由度 (k， n- l) のF分布の

上側の点である.ゆえに同時予測域は，

z.2 
L; (Yi-X)2--~-，-(Y -X)2<F.α82 

n+k 

となる. これは (X， ・・・ ， X) を中心とする楕円体と

なっている.もっと複雑な問題については，区間

予測の場合と同じく地域予測関数件を，

(Yr, "', Yk) εC のとき

ゆ (Xr，… ， Xn ， Yl, …, Yk)=1 

(Yr, "', Yk) $C のとき

ゆ(Xl， … ， Xn ， Yr,… , Yk)=O 

と定義すれば，

Eo(ゆ)註 1-α\;/8

となるような併を求めればよいことになる.

ここに述べたような問題についてのその他の多

くの例題については，前の章でも述べた私著「統

計的予測論」および石井吾郎氏がBASIC数学

に連載中の「統計的予測論」を参照していただき
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