
特集番多地域の OR

交通網の分析手法

交通網を対象とした問題の巾で，オベレーショ

ンズリサーチの分野と深い関連をもっているもの

に各種の輸送型問題がある.これノらの問題は詐通

回路網を用いて定式化され，基本的な問題として

最短径路問題，最大流問題，最小費用流問題など

がある.

本稿で考えるのは都市内道路網における基本的

な流れの問題である.道路網の例として図 12の仙

台市を見てみよう.図で1主幹線道路のみを示して

ある.また↑j内の一部分を拡大して 2 万日千分

の l 地形図にある納街路を示したものが閃 13であ

る.図 13の調子で図 12の範問を見た場合には道路

網の交差点数は約2， 500にものぼる.

このように，幹線道路のみではなく細街路を合

めて解析を行なう場合には，対象となる回路網の

規模が大きくなるため，データの作成および電算

機による処理に際して大変な手間と費用がかか

り，しかも，得られた結果が詳細すぎて整理にも

手間がかかるということがしばしば生ずる.

以下に述べる“連続休流れ"のモデルを用いた

流れの問題の定式化は，上記のような回路網を用

いた定式化の問題点を解決する有効な手法の l つ

となり得るものである.このモテ、ルは回路網の慌

に分布した枝を通る流れを連続な流れ場で、近似す

ることを基本として導かれ，したがって，回路網

のより細かし、校を合めて考えるときに，より有効

となるという特長をもっている.

連続系で離散系を近似する例は他の分野にも求

めることができる.材料力学の分野で“応力が材
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料によって決まるある値を超えない範囲内では応

力とひずみは比例する"とし寸法則が成立するこ

とはよく知られている.この法則を i グロな視点

から眺めると，物質の結晶構造という離散的な系

のふるまいをひずみとか応力とかの連続景を用い

てマグロに記述したものと解釈することができ

る.

道路網の場合にはミグロな構造に対応するのが

綱街路からなる回路網であり，適当な広さの範聞

に分布する細街路を“束ね"て見るのがマクロな

見方である.回路網内の“ミグロな流れ"はキル

ヒホァフの法員11 (連続の条件)を満たし，各校の

もつ符景:とかゴストとかの性質に従ってふるま

う.その様子を“マクロな流れ"に反映させるよ

うに“マクロな連続の条件，符量，コスト"をう

まく定義することにより，回路網を近似する連続

体モデルを構成することができる.

都市聞の道路や，都ilï内で、も高速道路，幹線道

路については回路網を用いて表わすほうが適当で

ある.これらの道路を回路網で表わし，ほかの道

路網を連続体で近似して，両者を複合系として解

析することもできる.これについては本文では触

れないので[ 8 ]を参照されたい.

1. 連続体流れの基本的な概念

.M匁とする道路網は 'T1. j(fjグラフをなすものと仮

定する.この道路網を覆う 2 次元の領域Vを考え，

V 内の流れ場で道路網の流れを1<わすことにす

る .V の境界 av は充分なめらかであるとする.
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原点を合む凸集11-となることはゅの性質から容易

(凶 l 参照).

つぎにコストを定義しよう .v 内のよ13からそ

の近くの点 x+l へ“粒子"が移動するのに必要

に才Jかる

V2 

な時間(コスト)を z と Iの関数として cp(x ， 1) と

友わす.関数 p に対しでも流量の上限併に課した

3 条件を要請する.条件(A) ， (B)は距離の白然な性

。

質であり，条件む)はよく知られた三f{J不等式で、あ

る.これらの条件を満たす￠のグラフは原点を頂

点とする，上に聞いた凸錐である(図 2 参照).与

えられた￠から点♂におげる速度集合を

D(x) = {ll ψ (x ， l) 豆 1} 

と定義する.また，回路制の枝に対しては，その

校の長さを校を通り抜けるのに必要な時間で割っ

たP請を速度ということにする.

ヂに双対な関数ザは， ηを 1の双対変数として，

ザ (x， η)=4axirl一 cp(x ， l)} (5) 

で、定義される.前に述べた ψ の性質を使って(日)

点を計算すると次点が得られる.

伊*(x， η)=0

(4) 

コスト v と速度 D

V 内の各点 x= (x J, X2)' における流れベク

トルを v(x)= (V1(X) , V2(X))' と記す.

回路網流れの連続の条件は回路網内の各点で流

入量と流出量が等しくなることである.これに対

応して，流れベクトル uが満たすべき条件は V 内

の各点 zにおいて発散が 0 とし、う条件である:

図 2界最 C図 1

支た，

ηερ*(♂)， 

+∞ザ$.Dキ (x) ，

ただし，

D*(x) ={η|η ・ 1三 cp(.T ， 1) , ¥fl}. (6) 

また ， cp* に双対な関数が再び、伊となることから，

ý'l (x , 1) =maxη・ 1=η(♂， 1)01 (7) 
可 ED'(xl

(1)式は点 z を囲む任店;の領域において流入是と

流出量が等しいという条件と等価である.

つぎに容量を定義しよう .v内の点♂に置かれ

た単位法線ベクトル n をもっ微小長さ ds の線分

S を考える.連続体に谷量があることを表わすた

めに，線分 Sを通過する流量には上限が存ú:する

ものとし，それを z と，線分 Sを友わすベグトル

s=nds の関数としてゆ(x， s) と表わす:

V(.T) ・ 8三三件 (x ， s) , \fs, xE V. (2) 

ゆが流量の日浪として店;味をもつためにつぎの 3

)
 
-(
 

d ・ ðV1 , � 
咩 v='.:;-=' +';', ~." =0, .1) ε V. 
�1 ' �2 

を得る.

これまでに定義した量を平行な直線が

交差してできる回路網について導いてみよう.図

3 の回路網Gαは直線上を両方向に通過できるもの

その界最と速度をすべての校に共通に C，

e2 

・\ 8, 
d 
'8, 

回路網 G
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図 4

ea 
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一一一ー白 血I r 
干

回路網 Gα

ここでv

図 3

とし，

ま fこ

ゆ (x ， O)=O.

正数 α と任立の 8 に対して

ゆ (x ， αs)=αゆ (x ， s). 

任立の 2 つのベクトル SI と S2 に対して

ゆ (x，sIl +ゆ(♂， S2) 二三件 (X ， SI+.~2).

条件(A) ， (同は流量の自然な性質を反映している.

またね)は (2) で n のすべての方向についてゆが 1:

限 (1二界で、はなく)となるための条件である.

(2) 式の不守:式を満足するペグトル U の集合

C(x)={vlvossø(x, s) , ¥fs} 

を点♂における容註という . C(x) がベクトル Uの

1978 年 12 月号

(3) 

つの条件を要請する.

8キO なら tまゆ(♂ ， s) >0, (A) 

(B) 

(c) 
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d ~d 

c 
r 

c 
r 

速度 D図 8速度 ])α図 7キ半量 C図 B千字量 Ca図 5

D={引 t (l) 三 1} ={主川町|古川 I ~1} 
(13) 

速度図 4 の回路網 C は Ga を回転して Tfi

ね合わせたものである.

d と表わす.

が得られる.速度Dを図 8 に示す.

ここで、注意しておきたいのは， (10)式の容量C

は (8) 式の符最 Cα の形の集合の集合和となるこ

と，また， (13) 式の速度 D は (11 )式の速度 J)α の

形の集合の凸包となることである.このような関

係は，主ね合わせによって生ずる回路網とその要

(8) 

Gn を近似する連続休の界最:は図 5 に示す

-1~三』三 1} Cα ={vlv= よそeα，
γ 

イコ

素となる回路網を近似するそれぞれの連続休の問

とするのが適当であることは明らかであろう.

ぎに同路網Gを考える .G内に青かれた法線ベク

トル n をもっ単位長さの線分 S と交差する i 方向

(i= 1, 2, 3) の直線の木数は，図中の記号を用い

In.eil/r; で与えられる.そこで，各 i 方向

の校の符量をのとすると， 線分 S を通過する流

量の上限は nの関数として次式のように表わされ

て，

に成立するものである.

連続体流れの問題の定式化

V の境界 av上に流入 n P， 流出 IIQ を素とな

るようにとり“二端子"の最小費用流問題を定式

化しよう.境界 av の外向き法線ベクトルを n，

aVìこ沿う長さを 5 と記す.

最小費用流問題は V への流入量を指定して総

2. 

(9) 

この q(n) と(3)式とから G を近似する連続休の

年学量

¥fn} 

-z e
 
n
 

Q
η
 

C={vlv'n三 q(n) , 

q(n) =.E 

る.

費用を最小とするように流れ u を決める問題であ

コストとしては 1 章で述べたものを用いる.る.

= {vlv=えん Ci ei , 
i=l ri 

が得られる.容量C を図 6 に示す.

回路網Gaを近似する連続体の速度は図7に示す

Da= {111=Àdeα-1 ~引三三1} (11) 

とすればよい.また，四時網Gの校を使ってjZz

から点 x+l へ最短径路に沿ってゆくのに必要な

時間 t (1) は，各 i 方向の校の速度をんとして，次

( 10) -1 ~三ん三二 1} 

式のように表わされる.

1=店街i

=可:n{tl IVil I 吋1川ei }

í~ I ん|t(l) =minl.E '-~ 
li=l Ui 

( 12) 

Pから Q への流線

オベレーションズ・リサ{チ

図 9この t(l) と (4) 式とから Gを近似する連続体の
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Pから Qへ向かう流れ Uにかかるコストはつぎの

ように導かれる.まず，流れ U の流線はすべて P

Lの点から始まり QJ:の点で終わることに注立し

よう.それらの流線の l 本をげとし，げに沿う;長

さを l， 接線ベクトルを I と表わすと， σ に治っ

て“粒子"が移動するのに必要な時間は， (7)式よ

(14) 

となる.つぎに σ に平行な流線からなる微細な流

112:を考え(図 9 参照)， 2:;の断面(長さ dp ， Q 

へ向かう法線ベクトル p) を通過する流量を

df=v ・pdρ

とすると，2:;内の流れにかかるコストは

Ts=T. df=~s7J (X'山(句 dldρ)

=L7J(μ).v dV (15) 

と炎わせる .J二式の変形で、は σ に沿って t と u と

が平行なことを用いた.最後に(1 5)式を Pからの

流入量について積分して，流れ u にかかるコスト

φ (v) =~l'To df=~v7J (x 山 dV (16) 

を得る.

;!jlj約条件は ， P からの流入量:を O として，

-Lv.n ds=¥ v.n ds=O. (17) 
J1' JQ 

また境界 Lav- (PUQ)における連続の条件

v.n=O, (18) 

および V内での連続の条件と Ifj量制約の条件

div v=O, (19) 

vEC(x) , (20) 

である.条件 (17) - (20) の下で( 16) を段小化する

のが最小貸用流問題 Iもである. lJ的関数も条件

の式も凸で、あるから，これは凸J十画問題で‘ある.

問題 Pc の双対問題は，つぎの制約条件

P色一 δC 
aX'i 

V 内， (21 ) 

こ =z1' P 上， (22) 

'=0 Q 上， (23) 

の下で，目的関数

1978 年 12 月号

I[f (Z1'， 句) =-~vØ(川)dV+θZ1' (24) 

を長大化するように Zp， とおよびη を決める問題

である.ここで， ψ は η(♂， v) .v の双対関数

ψ (:c ， η) =max{v・万一 η (x ， v) ・ vlVEC(X)} 

(25) 

であり，スカラーZ1'， スカラー関数 Cはそれぞれ

(17)式， (1 8) 式と(19) 式に対するラグ、ランシュ采

数である.回路網問題の用語にならって C をポテ

ンシャル，マを圧とよぶ. (24) 式を θで微分して，

al[f 月
初一 ~L，，1'

を得ることから，入口ポテンシャルZ1'は流入量θ

の変化に対する総費用の変化の割合，言い換える

と，流入量が θ の混雑時における最短径路の長さ

(時間)を表わしている . v を Iもの解， η を Dcの

解とすると，両者の聞には相補条件が成立する:

ψ (x ， η)+守 (x，v) .V=V ・マ・ (26) 

最短径路問題および最大流問題についても上と

同様にして定式化することができる.

3. 連続体流れの問題の数値解法

前主主で定式化した最小費用流問題を取り上げ，

その数値解法を導く.

問題 PC と Dcを比I絞すると，前者がベクトル関

数を変数とするのに対して，後者はスカラー関数

を変数とし，しかも制約条件が扱いやすい形をし

ていることがわかる.そこで，問題 Dc の離散化

問題を導くことにしよう.

まず領域 V を l){!10に示すよう iこ三角形(要素と

よぶ)に分割する.'Jl[京の数を L， 節点の数をM

として，それぞれ Ae， e=l ， … ， L ， j , j=l ， ・ー ， M

と)<1て，-.t. 

ポテンシャル Cの近似関数をびと表わし，各要

素内で 3 つの節点における値 Ç，jから定まる mの l

次式〈したがって連続)となる関数とする(図 11

参照).また，流れ u の近似関数をがと表わし，

各要素内で一定値をとる区分的定数関数とする.

流れがの容量，コストは各要素 A. 内で一様であ
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P Q 

~(x) 

図 10 領域 V の分割

表 1 データ作成にかかった時間.

作業は筆者が 3 日間行なった.

作 業 1 時間

前処理|要素分割，線引きなど ~ 1 時間

データの|交差点数(約2， 500点 I 2 時間30分

読み取り|要素境界と交差する 4 時間30分
校の容量，速度(約770本)

図 11 t;;の近似関数 U

に代入して，つぎの離散化問題の制約条件を得る.

データの検査 3 時間 10分
。sa

V 内， (27) れα= 一
�i 

:輕=Zp 節点 j が P上， (28) 

心 =0 節jA j が QJ-. ， (29) 

ると仮定し，それぞれCe， ゃ (va) ・がと表わす.

まず「を Dcの制約条件 (21) ， (22) および (23)

‘

4
3
J

、
一

J
i
足
、
合
ホ
ムυ
ふ
ん

|司 13の争~~U

---ーーーーー」

o 2km 
ft: しろいし

図12 仙台市の道路網
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図 13 仙台市街の一部

つぎにつの要素内でが，

ヲu; が一定，容量，コストが一様

なことを使うと， (25) は要素

Ae 内で，

。e(ηα)=max {vα ・ ηαー

ηe(V“) _val vaεCe }， (30) 

と表わすことができるので，日

的関数 (24) を

ψ (ZF， ça， ηa) = 

-L: rþe(ザ)L1.+θZF， (31) 

のように積分を和の形に直すこ

とができる.ここで'L1.は要素Ae

の面積を表わす.

この離散化問題は M1闘の変

数ふと目的関数の計算に必要な

2L 1闘の変数がからなり，凹

な目的関数(31)を最大化する問

題である. 4章の計算例では

Wolfe[10]のアルコリズムを用

いて解いた.

ここで，離散化問題の要素内

o 

、十句iOOm
/分

恒置量百~扇面函

の容量とコストを，対象とする道路網から計算す

る方法の基本的な考え方について述べる.

先に l 章で平行な直線からなる回路網を近似す

る連続体の容量とコストを，回路網内に置いた線

分 Sを通過する流れを考えることにより導いた.

一般の回路志向に対しでも同様に考えればよいが，

たとえば容量の計算では，線分 Sを置く場所によ

1978 年 12 月号

2km 
直面高司

図 15 各要素の速度

って交差する枝の容量の和が異なるので， s を V

内で一様に置いてその平均値をとるようにする.

これを実際に地図上に線分を置いて計ー算するの

も l つの方法であるが，つぎのようにすると少し

は手間を省くことができる.すなわち，それぞれ

の要素で、覆われる道路網を，ランダムに直線を置

き，そのうちのいくつかの校を除いてできる回路
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0 入口

・山口

N
P
4
1
 

o 2 km 

ー
(a) 流入量が少ない場合

図 16 最小費用流一一南から北へ 等ポテンシャル線の間隔は1. 2分である.

(b) 流入量が多い場合

図 17 最小費用流一一周辺から中心部へ

等ポテンシャノレ線の間隔は l 分である.

制で表わし，線分を置くかわりにランダムな直線

の交点に関する積分幾何学の公式を用いる.この

ために必要なデータは，要素境界を横切る近路の

方向作量および速度，各要素内の 3 次と 4 次の

交差点数である.詳細は[ 9 ]を参照されたい.

4. 計算例一一一仙台市の道路網一

図 12に示す仙台市の道路網を例題として，閃仁Ir

の破線で固まれた範囲の道路網を近似する連続休

流れのモデルを用いて，最小費用流問題を解いた

結果を以下に示す.

モデルを構成するのに必要なデータは 2 万 5 千

分の l 地形図より読み取った.表 l にデータ作成

にかかった時聞をまとめる.簡単のために，道路

782 

の谷昼:は幅員 1m あたり l 台/分，速度は 500m/

分とした.図 14 ， 15はそれぞれ各要素の符量およ

び速度を表わしている.要素の数は99，節点の数

は62である.

I! i 内を南から北へ向かう流れについて u十算した

結果を図 16に示す.図中，折れ線は等ポテンシャ

ル(時間)線を示し，また，条件 (26) が成立して

いる非零な流れがをもっ安素を，等ポテンシャル

線に垂直な方向にハノチングをして示してある.

図 16(a)は流入量が少なく容量制約が効いていない

場合で， (b)は流れが飽和する直前まで流入品:を増

やした場合て、ある. (乱)と比較して， (b)ではう回す

る流れが多く，入口ポテンシャルが約1. 8 倍にな

ぺている」ことがわかる.

つぎに， 111 の周辺部から中心部へ向かう流れに

ついて流入 14 を飽和する直前まで増やした場合の

計算結果を図 17に示す.凶 lþrの折れ線は等ポテン

シャル線を示し，それらが密になっている部分が

流，/Lのネック(蚊小切断)となる領域に相当する.

不ックとなるのは，いくつかの入 IJ のほか，鉄道

に沿"'た場所で、ある.最大流量は約336台/分であ

り，道幅に換算すると 336m となる.

なお，この例で、は回路網流れの問題の解との比

較を行なわなかったが，別の計算例では両者が良

く一致することが示されている([ 8] , [9 J 参

照). 
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まとめ

ここで述べた手法は，筆者が実験中のものであ

り，道路網解析の手法として定着したものとは言

い難い.そこで，現在までに筆者が経験した本手

法の特長および問題点を述べてまとめとしたい.

本手法によれば，

i) 対象とする回路網の規模にかかわらず，必

要な解の精度に応じて分割を決めることによ

り解くべき問題の規模が定まること，また，

ii) 回路網の校が密になった場合には連続体近

似の考え方がよりよく当てはまることから比

較的粗い分割で精度のよい解が得られるこ

と，

そのほか，モデルの構成に際して，

iii) 回路網を構成する場合に比較して少量のデ

ータですむこと，

というような特長がある.

これらの特長に対して，欠点としては，

iv) 離散系では有限個の変数で記述される問題

が，連続系では変数が無限次元になるために

“難しく"なること，

v) 流れがベクトルになるために，多種流問題

への展開が難しいこと([8 J 参照) , 

などがある.数値解法に関する問題点として，

vi) 回路網流れ問題に比較して，問題の形を生

かした有効なアルゴリズムがないため計算時

間ではそれほど得にならないこと ([8J，伊]

参照)，

vii) 対象とする回路網に応じた適切な分割の方

法を示し，その解の精度への影響を評価する

必要があること，

などがあり，検討を行なっている.

終りに，本稿をまとめるにあたって，ミのよう

な機会を与えかっ貴市ーなご助言をくださった東大

工学部奥平耕造助教授，平素より御指導をいただ

いている同伊理正夫教授に心から感謝の立を表し

ます.また 4 章の計算では東京大学大型計算機

1978 年 12 月号

センター HITAC 8800/8700を利用した.
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