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高信頼性システムの最適設計
一数理計画法の立場から←

1. まえがき

最適という言葉がエンジニアリングの一真髄と

して認められるようになってからすでに久しい.

信頼性の分野では，従来，部品の品質向上，管理

の改善に努力が払われてきたが，システム的に各

部品，ユニットの総合的な構成法をどのように与

えれば信頼性を効果的に向上させ得るかという考

え方が，人工衛星関連技術の要請とともに現実の

形をとるようになった.また今日では，プラント

システムが複雑，大規模となるにつれて，安全性

の面からも信頼性を一つの評価基準として含めた

形でのトレードオフが重要視されるようになり，

ここに標題のような Aつの研究分野の定着をみる

に至った.

この分野の問題は，定式化されるとほとんどす

べて数理計画法適用の対象となり，既成の手法を

動員することによって解けることもあったが，問

題の多くが整数変数を含む非線形と iなるために独

自の解決を迫られる場合が多かった.そのため

に， Moskowitz-Mclean[22J , Bellman-Dreyfus 

[3J，三根[ 16J 以来，種々の定式化と解法が数多

く提案されてきた.提案された解法の多くは，と

くにヒューリスティッグな接近，あるいは近似解

法の範鴎で種々の工夫をこらし，アルゴリズムの

改善に小刻みの進歩をもたらしたが，今日では手

法の種類が過大となってそれらの比較，評価がき

わめてむずかしい状況となった.本稿は，このよ

うな現状について，できれば一種の交通整理の一

助となるように，著者らの経験にもとづいて該分
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野のサーベイを行なう.

従来の文献では，非線形全整数計画問題として

とりあげるものが圧倒的に多く， 1956年以来， 100

編を超え，解法の種類は数卜に達する.本稿にお

いてもこの種の問題の解説に重点をおくこととす

る.

2. 信頼性システム

」つのシステムはいくつかのサブシステムから

構成され，各サブシステムはまたいくつかのユニ

ットから構成されると考える.サブシステムの構

成の仕方により，信頼性システムは直列システム

(図 1 )と非直列システム(図 2 )とに大別される.直

列システムでは，どの一つのサブシステムが故障

しでも，システム全体の故障となる.

l直列システムを取り扱った最適化問題は，一般

的には変数分離可能な問題(目的関数，制約条件

式ともに--変数関数の和または積で-あらわされる

問題)となるが，非直列システムの場合は変数分

離不可能となる，たとえば[38].

高信頼性システムの設計に際して考慮すべき葛

藤する目標(評価基準)としては， (i)信頼度，ア

ベイラピリテハ リスグ等信頼性に関する目標，

O---C壬寸二子一一一亡二ト→

図 1 直列システム

Sub. 4 

図 2 非直列システムの例
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図 3 冗長方式

(ii) 設計費，部品等の購入費，制作費等経済 tの

目標， (iii)納期学の時間的目標， (iv) その仕事に携

わることが可能な人員上の Fl 際パv)重量，寸法学

に関する目標，等がある.これらの円僚のうち一

つあるいは複数個を目的関数，他のいくつかを制

約条件式として多くの最適化問題が生じる.

サブシステムの信頼性を向上させる方策として

は， (i) し、くつかのユニットを用いる冗長方式の採

用(たとえば，図 3 ), (i i) 高信頼性部品の使用，

(iii) ディレ{ティング(部品を定格値以下で伎用

すること)， (iv)環境ストレスに対する強化処置字

がある.

3. 最適化問題

高信頼性システムの最適設計問題は， 1956年以

来種々の定式化がなされてきた.数理計画法の立

場から問題を分類する.

(1)単一目的計画問題

主要な目標の一つを目的関数とし，他のいくつ

かの目標を制約条件として定式化された問題で、あ

る.その中には， (i)故障率あるいは故障確率等の

連続最を変数とした非線形実数計画問題，たとえ

ば[13 ， 28 ， 34，日， 38 ， 41J ， (ii)連続最とともに各サ

ブシステムに対する冗長ユニット数および種々の

構成案に割り付けられた番号等の離散最を変数と

した非線形混合整数計画問題，たとえば日， 10， 15 ，

26, 40J , (iii)離散量のみを変数とした非線形全整

数計画問題，たとえば[3-5， 12， 16 ， 17， 21 -23, 32, 

1978 年 9 月号

(c) 直並列疋長

(f) I、ーμut-of--m冗長

37,42J. 

実際のシステム設計への応用

を試みた文献としては.人工衛

星設計を取り扱った (iii) に属す

る [42]è ，原子炉への適用を試

みた(iii) に属する [5J ， (ii) に属

する [6Jがある.

(2) 多目的計画問題

実際のシステム設計に際し

て，設計技術者が本来欲してい

るものは，与えられた決定領域において単に一つ

の日擦を最適化するための技術で、はなく，たとえ

ば信頼度，電車(，コスト等複数の目標聞において

もっともよくバランスしたシステム構成を得るた

めの技術である.このための一方法が多目的計画

である.

この問題には単一目的の場合と同様に， (i)非線

形実数計画問題[29J ， (ii) 非線形混合整数計画問

題[1[ ， 30J ， (iii) 非線形全整数計画問題[25Jがあ

る.~i) , (ii) に属する問題と (iii) に属する問題に

は，パレート最適解の個数が一般的にはそれぞれ

無限と有限とし、う本質的な差異を有することに注

意する必要がある.

4. 最適化手法

4. 1 単一目的計画問題

(i)非線形実数計画問題解法

解法としては， 幾何計画法 (Geometric Proｭ

gramming Method) [35J , 二次計画法 (Quad

ratic Programming Method) [[3J，動的計画法

(Dynamic Programming Method) ，たとえば

[28J，未定乗数法たとえば [41J ， SUMT 

(Sequential U nconstrained Minimization 

Technique) , たとえば[38J ， GLF 法

(Generalized Lagrangian Function Method) 

[ 14, 27], GRG 法 (Generalized Reduced 

Gradient Method) [14J等が現在使われている.

その他一般に非線形計画法の分野で開発された手
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法を用いることができる.

一般的にいって，与えられた問題が凸計画問題

の場合には， GRG法またはGLF法がもっとも有

効であると思われるが，その他の場合には動的計

画法を用いるのが無難である.

( ii) 非線形混合整数計画問題

現在効果的であると思われる手法は，実数変数

を離散化して動的計画法を適用する方法 [15 ， 26J

と整数変数をまず実数変数と見なし GLF 法を用

いて解き，得られた実数解のうち整数変数に対応

する解を整数に丸めて固定し，再び実数変数部分

のみを変数として GLF 法によって解く方法[10J

である.その他の近似解法が [6 ， 40J において用

いられている.

( iii) 非線形全整数計画問題

改めて第 5 節で詳説する.

4.2 多目的計画問題

諸分野にあらわれる一般の実数変数の多目的計

画問題の解法としては，現在すでに20種以上の手

法が提案されている.とくに高信頼性システムの

設計への適用という面から，どの手法が利用可能

であり，また，もっとも適しているかについての

議論が必要であると感じられる，坂和ら[29Jは最

近多目的の信頼性問題に SWT 法 (Surrogate

Worth Trade-oH Method) を適用した.

多目的の混合整数計画問題の解法として提案さ

れた手法は現在ないが，坂和[30J および稲垣ら

[l1 Jは，整数条件を省きそれぞれ SWT 法および

ICO 法 (Interactive Coordinate-wise Optimiｭ

zation Method) を用いて実数のノミレート解を求

めその本来整数の部分を丸めるという操作により

混合整数の多目的信頼性問題を解いた.

仲川ら[25Jは，多目的全整数計画問題のパレー

ト解が一般的には有限個数であることに着目し，

分岐限定法 (Branch-and-bound Method) にも

とづいた手法を提案し，信頼性問題への適用を試

みた.
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5. 非線形金整数計画問題の解法

5.1 厳密解法

0-1 アルゴリズム法:普通変数(非 0-1 )問

題を線形の 0-1 問題に変換し，既存のアルゴリ

ズム(切除平面法，陰的列挙法等)を適用して解く

方法，たとえば[9， 37J. この方法は，変換された

問題が原問題と比較してきわめて大規模な問題に

なることと，原問題の特殊性がまったく利用でき

ないという 2 点から見て，あまり効率のよい手法

ではない.

辞書式列挙法: Lawler-Bell のアルゴリズムあ

るいはそれを改良した手法，たとえば[21 ， 32J. こ

の手法は，大ざっぱにいって，目的関数の単調性

にのみ注目した手法で、あるといえる. [21Jの 6 例

題について著者らが検討した結果[24Jによれば，

これらは，実行可能性のみを考慮し他の推測手法

(Fathoming Techniqne) をまったく用いること

なく分岐限定法を適用して簡単に実行可能解を列

挙できる問題であるが， [21 Jにおいて 6 例題す

べてにつき実行可能解の個数以上の解を列挙して

いることは，本手法の有効性に疑義のあることを

示すものである.

動的計画法:たとえば[3J. この手法は制約条

件式が l 個の時には，計ー算効率がきわめてよい

が，それが 3 個以上の問題に対しては実際上適用

困難である.

分岐限定法にもとづく手法:普通変数のままで

分岐限定法を適用する手法，たとえば[24J. この

手法の最大の利点は，問題の特殊性を充分考慮し

た効率のよい解法の開発が可能である点にある.

実績として30変数 3 制約の並列冗長配分問題(た

とえば O ← l 線形計画問題に変換した場合 300 変

数日制約以上の大規模な問題に相当)が 109秒

(FACOM 230/75) で、解かれた例[24Jがあり，ま

た最近は，離散型動的計画法を分岐限定法の一種

と見なすことにより従来の動的計画法よりすぐれ

たアルゴリズムが開発されつつあるので，今後は
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分岐限定法がもっとも有望であるといえる.

5.2 近似解法

近似解法は，1)最適解を得ることがむずかしい

大規模問題を処理する場合， 2)厳密解法のための

よい初期値を得る場合に利用される.解法の良否

を判定する基準としては，1)解を得るのに必要な

計算時間， 2)得られた解の質，に加えて， 3)適用

範囲の広さを挙げるのが妥当であろう.計算時間

については，提案されている約30種の手法のほと

んどが， 50変数程度のかなり大規模な問題を大型

計算機の利用により長くとも数分程度で解き得る

能力をもっている.それに，もともとシステムが

大規模となれば，計算に要する費用は全費用に対

して問題とならないので1)の基準はあまり重要

と考えられない.そこで，ここでは 2) および 3)

を比較の基準として議論する.

近似解法適用の対象とされてきた問題の主なも

のは以下の 4 問題である.

(Pa) :単一あるいは複数の線形制約条件式のも

とで，直列システム全体の信頼度 Rを最大にする

ように，各サブシステム i に対するユニット(故

障確率引)の並列冗長数Xi を決定する問題:

maximize R(x)=DZ=l (1 -q山)

subject to I:Z=l aji Xi s.bJ (jニ 1 ，・ ..， m)

Xi 注 integer.

(Pb) :与えられた信頼度Rmin 以上で，コストC

を最小にする並列冗長ユニット数を決定する問

題:

minimize C (x) = I:Z=l Ci Xi 

subject to DZ=l (I-q,;'''i) ::::Rmin 

X古:::: 1 integer. 

(P c) :非線形制約条件式のもとでの並列冗長配

分問題:

maximize R(x) = Di=l (I-qれ)

subject to I:Z=l gμ(山)ζbj (j= 1,… , m) 

Xi:::: 1 integer. 

ここで gji (Xi) は単調増加関数である.

(Pd) :非線形制約条件式のもとで，直列システム

の信頼度を最大にするように各サブシステムに対

1978 年 9 月号

してあらかじめ準備された構成案(冗長の場合を

含む)の中から最適な構成案を選択する問題:

maximize R(x) = Di=l Ri (Xi) 

subject to I: i=lgji(X.) 三bj (j=I ，… ， m)

Xi:::: 1 integer. 

ここで品(山)は単調増加関数とする.

(i) 前進法

ある初期(暫定)解が(一般的には，= (1 , 1,…, 

1)) から出発しある感度ふを考え，暫定解 x にお

いて，どの制約条件式も乱すことなく十 l 増加可

能でJ高度の値がもっとも大きい変数 z♂に l を加

える操作を，すべての変数が十 l 増加不可能とな

るまで(停止条件)繰り返す手法を前進法とよぶこ

とにする.この手法の基本的な考えは，三根[16J

によって最初に発表された.

a) 三根[16Jの手法:問題 (Pa) の制約条件式が

l 個の場合に適用された.感度としては，

Si=~ln (仁qi:i+l)， Si*=max {Sd 
ai ¥1 -qi-i / iE]. 

を用いた.ここで L は十 l 増加可能な添字集合を

あらわす.

b) Barlow ら [2Jの手法:三根の手法を複数制

約条件式の場合に拡張した手法で、ある.各制約条

件に対して重みん (I: j=l ，(j=l) を想定することと

し，三根の感度Siにおける aiのかわり~，こ I: j=l，(jaji

を採用していくつかのんの値に対する解を得，そ

れらのうちで最善の解を選ぶことにしている.こ

の手法は，制約条件式数が増加するとき指数関数

的にl計算時聞が増加する.

c) 佐々木の手法，たとえばロ 1J : (九)に適用

された.

Si=qi"i, Sグ =max{Sd
iE]. 

前進法で得られた解を修正する手法も合せて提案

されているが，大規模な問題に対してはかなりの

計算時聞を必要とする.

d) Ghare ら [8 ， 36Jの手法: (Pa) に適用された.

Sμ=色ln(仁些ι1ν=min max {SJd 
aji \ l-qi-i ノ j iE]. 

ここでγj=bj-I:Z=l aji Xiで、ある.実際の計算プ
ログラム[36Jにおいては， Si* を max ・ min と誤
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ってプログラムされており，筆者らの計算経験に

よれば，理論にしたがって作製したプログラムよ

り，誤ったプログラムのほうがはるかによい解を

与える.なお，解の修正手法も提案されている.

e) Sharma ら[33Jの手法:佐々木[31Jの手法を

非線形制約条件式の場合(Pc) に適用したもので

ある.用いられた感度は佐々木と同じである.

f) Misra[18Jの手法: (Pa) に適用された.鎌田

(姫路工大)の検討によれば， [18Jのフローチャー

トには誤りがあり，複数制約条件式の問題に対し

ては，多くの場合計算は停止しない.もし， [18J 

の基本的な考え方を生かし修正するならば，感度

St=l(位三虻判， Sグ=max {Sd 
aJi¥ 1 _q"X" ノドL

を用L\ 各々の制約条件式j に対する解の中から，

最善のものを採用するとよい. (後述の表 l の f

はこのようにして算出されたものである. ) 

g) Aggarwal ら [IJの手法: (Pc) に適用した.

S，，=一一一一一坐うプ q，Xi +---
日~1 (gj,(xá 1) -gμ(山)) 

Sグ =max {Sd 
iEL 

この手法は， Siの分母に問題があり，アクティブ

でない(省いても最適解に変化のない)制約条件式

を強く考慮することが多く，一般的に制約条件式

数が増加するにつれて得られる解は悪くなる.

h) 仲川ら [23Jの手法: (Pd) に適用された.

ふ =ln(到担担当・ [(1-α) ・ max {L1xd 
\ Ri(Xi) ノドL

十α ・ L1xï]

Si*=max {Sd 
ieL 

ここで d的=min{b'j/ (gji(山+l) -gji(的) ) }. 

いくつかの α の値に対して解き，得られた解の中

で最善のものを最終的に解とする.

(Pa) に属する例題140個をランダムに作製し，

これらをa) ， c)-h) の各手法によって解いた結果

を表 1 に示す(初期解としてはが=(1 ， 1 ，…， 1) を

採用した).解の質をあらわす指標としては，正解

率 (20問中最適解が得られた問題の数)/20，と相

対誤差
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(R (xoPt) -R (が)) / ( 1 -R (xoPt)) 

xopt ; 最適解

が :各手法により得られた解

を採用した.同表は手法の評価に関して充分客観

性のある資料とみられるが，もちろん，例題の特

異性によって手法の優劣に異同が生じることはあ

ろう.解の質および適用範囲の広さから見て，現

在のところ， h)の手法がすぐれている.

(ii) 実数解法

整数条件を省いて実数解を求め，整数解に変換

する手法を実数解法とよぶことにする.この種の

手法の最大の弱点は，実数解から整数解に変換す

る操作にあり，普通，実数解を丸めて整数解とし

ているが，解の質に問題が残る.現在のところ，

三根[16Jが行なったように，実数解の小数部分を

切り捨て整数解とし，前進法の初期解として用い

るのが妥当であろう.

a) Moskowitz ら [22Jの手法; Lagrange の未定

乗数法を用いて， 問題 (Pb) の実数解を近似式の

形で求めた.

b) 三根[ 16Jの手法; Lagrange の未定乗数法を

用いて，制約条件式が!個の場合の (Pa) の実数

解を近似式の形で求めた.

c) Federowicz ら[7]の手法:幾何計画法を用い

て l 制約条件式の場合の (Pa) の実数解の近似式

(三根の近似式と同じ)を求め，複数制約条件式の

場合に拡張した.

d) Misra [19Jの手法: (Pa) の実数解を求める

ために Lagrange の未定乗数法による方法と最大

原理による方法(正確な実数解を求めるために両

手法とも Newton法を用いている)の 2種類を提

案したが，最大原理を用いて導かれた結果の式

は，未定乗数法によって得られた式とまったく同

じである.

e)Misra ら [20Jの手法:正確な解を求めるため

に Newton法を用いた以外は，ほとんど Federo・

wicz らの手法と同じである.

上記のことからわかるように，問題(Pa )， (Pb) 
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表 1

問題の規模 (nxm)
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c
 

1¥ 0.02102 0.02598 0.03082 0.02942 
d)料~ 0.42043 0.51962 0.61649 0.58845 

o 18/20 16/20 13/20 12/20 

0.01183 0.00227 0.00107 
0.23653 0.04541 0.02133 
14/20 13/20 9/20 

0.00417 0.00310 0.00107 
0.08334 0.06210 0.02133 
17/20 11/20 9/20 

1¥ 0.00410 0.01808 0.03082 0.06192 
f) ~ 0.08207 0.36159 0.61649 1.23834 

o 18/20 16/20 13/20 8/20 

1¥ 0.22623 O. 55135 0.03082 0.61009 3.53407 0.00310 0.00107 
~ 1.10876 3.25551 0.61649 2.15883 10.23024 0.06210 0.02133 
。 7/20 2/20 13/20 2/20 0/20 11/20 9/20 

1¥ 0.00000 0.00000 0.00025 0.00010 0.00010 0.00020 0.00006 
~ 0.00000 0.00000 0.00504 0.00206 0.00206 0.00395 0.00116 
。 20/20 20/20 19/20 19/20 19/20 18/20 17/20 

g) 

)
 

h
 

1\:平均相対誤差 ~:最大相対誤差 0: 正解率

ホ 修正手法を含まない 料 [36J のプログラムを用いた (修正手法も含む)

を解くためには，幾何計画法および最大原理を用

いる必要はまったくなく， Lagrange の未定乗数

法で充分である.また， (Pa) に関しては，省、くと

最適解に変化をもたらすアクティブな制約条件式

はほとんどの場合一つである L，二.根の近似式は

かなりよい近似値を与えるので，各制約条件式に

対してこの近似式を用い解を求め，その中でもっ

とも低い信頼度のものを求める解とすれば充分で

ある.

前進法，実数解法以外にも種々の手法が提案さ

れているが，評価のむずかしいものが多くここで

は割愛する.

8. あとがき

本稿は，数理計画法の適用という観点からまと

めたために，実際の応用事例につし、ての説明を省

略した結果になったことを心残りに感じる.それ

らについては，文献[5 ， 6 ， 42J等を参照されたい.

なお該分野のサーベイに有用な報文として他に

文献[4 ， 17 ， 39J等がある.

また本稿を草するにあたっては 150 余編の論文

1978 年 9 月号

を準備したが，紙面の都合上，参考文献として掲

げるのは42編に止まった.その選択に際しては多

分に著者らの主観が入ったことと思われるが，こ

の点大方のご了解を得たい.

信頼性分野の多目的問題は今後の重要な研究課

題である.実数変数の場合については，社会シス

テムのí1JIJ御等のために，多目的問題の解法に関し

てすでに幾多の成果が挙げられており，多分それ

らの技法を単に借用すれば足りるであろうが，混

合整数の場合と全整数の場合の問題について，将

来信頼性分野独自の定式化と解法が要請されるこ

ととなろう.
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