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賭けの数理-1

1. 公平な賭けとマルチンゲー)(...

完全に公平な賭けの場合，すなわちすべての“くじ"に

ついて， 1 単位の金額を賭けたときの期待値が 1 であるな

らば，第 t 回目の賭けの結果，賭けをする人の金額が Xt

になるものとすれば，どのように賭けを行なったとして

も，

E(Xt IXt _ 1 )=Xト1

となる.確率変数の系 Xh X2， ・が上記の関係を満たす

とき， これをマルチンゲーノレとよぶということは前回に

述べた.上式から容易に，

E(Xt)=E(X，ト1)= ... =X，。

となることがわかる.すなわちどのように賭けを行なっ

ても，期待金額には変りはないことが示される.

ところがこのことは，公平なj溶けの場合は損も得もし

ないということを意味するものではないことは，すでに

示したとおりであって，下手な賭け方をすれば(たとえ

ば毎回全所持金額を 1 つの目にだけ賭けるような乙とを

すれば)，

Pγ{lim Xt=O} = 1 

すなわち必ず「すって」しまうことは可能である.と

ころでマルチンゲーノレに関する基本定理として，つぎの

ことが成り立つ.

定理 Xt ， t=I ， 2 ， ・・がマノレチンゲーノレで、あるとき，

sup E( I XtI) <∞ならば， 確率 1 で Xt はある確率変

数 Xoo に収束する.すなわち，

Pγ{lim Xt=Xoo}=1 

賭けの場合 Xt注0 で E(IX， I)=E(Xt)=X，。だから定

理の条件は白動的に成り立つ.すなわち Xt は必ずある
X∞に収束する.

よりくわしくいえば， このことはつぎのように表現す

ることができる いまある賭けの方式を定めたとする.

(それはどんなものでもよい • 1 凹ごとに賭け方を変え

てもよいし また [-1 回までの結果によって t 回目の

賭け方を決めてもよい. しかしとにかく!情け方のノレール

はあらかじめ定めておくものとする)そうするとそれに
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応じて X" X2, ..・の(同時)確率分布が定まることにな

り，そうして X1 ， X2 ，' ・はマルチンゲーノレになる.そう

すると Xt は t が大きくなると，必ずある値 Xω に収束

する.ただし「大数法則j などの場合と違って X∞は一

般には確率変数であって，定数ではない.

2. 定理の証明

この定理を証明するのにつぎの不等式が用いられる.

補助定理(Doob) X J, X2 ， ・・ ， Xn ， …がマルチンゲーノレで

あるとする . a<b を定数とするとき，確率変数 Hπ をつ

ぎのように定義する. XJ， X2，…の中で最初に a 以下に

なるものを Xkl' つぎに Xk1 + h Xk1 + 2 ' ・・の中で最初に b

以上になるものを X;" X J,+1, Xjz+2, • ーの中で、最初に

a 以下なるものを Xk '2' Xk2+1' Xk2+2' ・・の中で最初に

b 以上になるもの Xjz とする.このように続けて Xη ま

での値に a 以下から b 以上への変化が h 回起ったとき，

すなわち jh孟坦 <jh+1 のとき Hη=h とする n<j1 な

らば Hn=O とする.このとき，つぎの関係が成り立つ.

(b-a)E(Hn)孟 E(Xη -a)+

(ただし ， (Xk-a)+=max(Xk, a)-a である. ) 

註明 与えられた系列 X1 ， X2， ・・に対して kJ， j J, k2, j2, 

ーを上記のように定め， またすべての k に対してらを

つぎのように定める.

ik=O k三五j1 ん<k壬j2，

ikニ .i 1<k三王丸 j2く島三五九，

そうすると，

~ ik(Xk-Xk-l )=(Xん-Xi，)+(為3-Xjz) + ー-
1(:=2 

三五 (a-b)h k" +1壬n のとき
n 
L: ik (Xk-Xk_ 1 ) 壬 (a-b)(hー 1)+ (Xn-Xjh) 
k=2 

壬(a-b)h+(Xη -a) nくん+1 のとき

となる. (第 2 の式は h=O のときも成り立つことに注意

しよう. )したがってこれをまとめると，
n 
L: ik(Xk- X;トd 三五 (a-b)h+(Xn-a)+
k=2 

となる.ここでら， h を XJ， X2，…に依存する確率変数

と考えて両辺の期待値をとると， らの値は XJ， X 2, 
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X!・ -1 のみに依存して定まるから，

E(ik(Xk-Xk_1) ) 

=E{ikE(Xk-Xk-1 I X" X 2, …, Xk-tl}=0 

となる.したがって，

O孟(a-b)E(Hn)+E(Xn- a )+

これより上記の不等式が得られる.

ところで， E(Xη -a)+ 孟EIXnl ート lal

(証終)

であるから ， supEIXtl=K<∞ならば，すべての Hに

対して ， (b-a)E(Hη)壬K+lal

となる.右辺は有限であるから，

P{lim Hη=∞}=o 
n→∞ 

とならなければならない.すなわち， 任意の a， b に対

して，無限個の k， j について，

Xk1三五a Xk2壬a， … 
Xh註b Xh;;'ミ b， •• 

となることはない.このことを用いれば X，が収束する

ことはつぎのようにして証明される.すなわち Aa， b を

2 つの有理数 a<bìこ対して，

lim inf Xt<a<b<lim sup Xt 

となる事象をあらわすとすれば，上記の事実より，

P(Aα ， b)=O 

である.ところが Xt が収束しないということは，少な

くとも 1 つの Aωb が起こることを意味する.他方この

ような Aa ， b は可算個しかなし、から，そのうちのいずれ

か l つが起こる確率が 0 ，すなわち Xt が収束する確率

は 1 となる.

来しないことは明らかであろう.なお Xt が収束する場

合， X，孟0 ならば Fatou の定理により，

定浬 E(X，ω)壬E(Xt)=X，。

が成り立つことがわかる.すなわち極限の値の期待値は

最初の所持金額を越えることはない.し、L 、かえれば[損

をすることはあっても，得をすることはなし、J ことにな

る.

さらにつぎのことも積分の一般論から直ちにいえる.

定理 もし Xt が有界ならば E(X∞ )=X，。

すなわち X，がある限界に達したら，必ず「賭け」を

やめる(そのことは Xt + 1 =Xt + 2 = ・・・となることを意味す

るものと考える)とすれば， 期待値は最初の所持金額に

一致することになる.

したがってたとえば，所持金が 0 になるか，あるいは

一定額Aに達するまで賭けを続けるとすれば，

X∞=0 あるいは A

であって，どんな賭け方をしても，

P{Xoo=A}=Xo/A 

となる.

4. 不利な賭けの場合

上記の議論は，不利な賭けの場合，すなわち第 i 番目

のくじの j の「目」が出たときの「配当」金額を fりと

するとき，子Pjrijく!となる場合にも適用できる

このとき Fりを，

rijミ~rij かっ Zρjrij=l i=1 ， 2 ，・田・
J 

3. 定理の意味 となるように定義する.そうしてんj を「配当J とする

マルチンゲールの収束定理の意味するところは，どん 賭けを考えると，これは公平な賭けになる.すなわちも

な賭け方をしても，賭け金は収束してしまう，すなわち ともと熔けは公平なのに九j-rij だけ「胴元」が「ピン
1 回の賭けの額を無限に小さくしてゆくのでない限り， ハネ」するものと考えてもよい.いまある賭け方をする
実は無限に賭けを続けることはできないということを示 とき，もしんJ を「配当J とする公平な賭けであった
している.いうまでもなくこのことはあ註0，すなわち ら，つまり「胴元J が取ることがなかったら，得られた

「借金J をして賭けを続けることはできないという仮定 であろう金額を Xt とすると，つねに Xt註Xt となる.

から導かれるものである.もし無限に借金をすることが Xt はマルチンゲ{ルになるから， すでに述べたよう

許されるならば，マルチンゲール定理は必す・しも成り立 に Xt→X∞となる.ところが，

たない.たとえばつねに一定額ずつ同じ方式で賭けを続 X, -Xt 

けるとすれば(所持金が足らなくなったら借金をして) は単調に増加するから，これは一定の値に収束するか無

X ,=Xo+ Y ,+ Y2+...+ Y , 限大に発散する.

という形になり ， Y" Y2 ， ・ーは互いに独立に同じ分布に あ=Xt一 (Xt一九)
従う確率変数となる.公平な賭けの場合 E( Y;) =0 であ において， X，注0 であるから ， X， -Xt が発散すること

るから，結局 t が大きくなれば X，はほぼ平均 Xo，分 はない.したがって X，は一定の確率変数 X∞に収束す

散 ta2 の正規分布にしたがうことになる.そうして t が る.すなわちつぎの定理が成り立つ.

大きくなれば分散が無限に大きくなるから，結局 定理不利な賭けにおいて Xt はある確率変数 X∞に確

EIX， I~EIY，十… + Y， I~c v' t ネ 1 で収束する.そうして，

となって， EIXtl は発散してしまう.この場合 X，が収 E(Xoo )孟X。 となる.
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