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ブロック・デザインと符号

1.まえがき

やさしい解説をかくようにとのことでしたが，

この種の理論はガロア体や有限群にもとづいてい

るので，それらの知識を前提としないと，筋の通

った話は困難である.すると，ガロア体や有限群

の話からはじめなければならないが，これを説明

していると，それだけで一つの解説になってしま

う.しかも，本誌の多くの読者にとっては，ガロ

ア体や有限群はけっしてやさしい話ではないので

ある.そこで，思い切って，つぎの立場をとるこ

とにした.それは，ガロア体や有限群の知識はま

ったく要求しないかわりに，数学的な話も止めて

しまうというものである.つまり，具体的な例を

あげながら，話の筋道をつけていくもので，これ

なら何とかで、きそうである.幸い，似た内容の解

説を本誌にかいたことがある [12Jので，それへの

橋渡し的な役割を果たすことになり，記事の重複

も避けられる.

このようなわけで、，この解説では，ガロア体や

有限群をまったく知らない読者を対象として，ブ

ロッグ・デザイソと符号の概念をごく初歩的に説

明しである.軽い気持で読んでもらいたい.

2. BIBD と Steiner システム

2.1 プロ'"ク・デザインとは

u 種類の品物 Vo， V t, V2 ， … ， Vト1 があるとし，

これから何個かの品物を選び出すことを考えてみ

る.たとえば， Vo と V 1 を選び出せば，

Bo={Vo, Vd 

であるし ， Vo と V2 と V4 を選び出せば，

1978 年 8 月号

Bt= {Vo, V2, V4} 

である.この Bo や Bl をブロッグとよび，それに

含まれている品物の個数をブロッグの大きさと名

づける.したがって ， Bo は大きさ 2 のブロックで

あり ， BJ は大きさ 3 のブロックである.すると，ブ

ロック・デザインというのは，この Bo や Bl を作

るようにして，一般に何個かのブロックを作り出

し，それらのブロッグの聞に，む個の品物に関し

て何らかのバランスをもたせたものである.

ところで，パランスをもたせるといっても，そ

のもたせ方にはいろいろある.このため，いろい

ろのタイプのブロック・デザインが定義されるこ

とになるが， もっとも重要で，またよく研究され

ているのはデザインとバランス・デザインで

ある.そして，あとで説明する符号と密接な関係を

もってくるのは，前者の t デザインのほうである.

このため，バランス・デザインの話は文献にゆ

ずり(たとえば， [14J) ，以下では，もっぱら t デ

ザイソの話をする.

2.2 t デザイン

b 個のブロック Bo， BJ, B2' …, Bb-l を勝手に

作り，そのバランスを考えてみる.まず，各ブロ

ックに含まれている品物の個数が同じであれば，

それは一つのバランスである.つまり，各ブロツ

グの大きさを同じとするわけで，その値を普通は

k と書く.このとき ， k=v とすると ， v 種類のす

べての品物がどのブロックにも含まれてしまっ

て，当り前の結果しか出てこない. このため，

k<v と決めておこう.

つぎに，特定の品物 Vi に注意してみると，一

般に，これを含むブロックと，含まないブロック
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とがある. この含むほうのブロックの個数を，

V.: の繰り返し数と名づける. すると，どの品物

に対しでも，その繰り返し数が同じであれば，こ

れも一つのバランスである.このときの繰り返し

数を，普通は r とかく.

つぎに t を 2豆 t~誌の範囲で勝手な整数にと

り，特定の t 個の品物 Vむ ， V.:2 ， ・・・ ， Vi t を選んで

おく.そして，これらのすべてを含んでいるブロ

ックの個数を調べてみる.すると，品物の選び方

によっては，そのようなプロックは 1 個もないか

もしれないが，とにかく，個数が求められる.こ

の値を， ViJ' V i2 , …, Vit の会合数と名づける.

すると個の品物をどのように選んでも，その

会合数がすべて同じで，しかもその値が正であれ

ば，これはかなりのノミランスである. このときの

会合数を，普通はギリシャ文字のえであらわす.

以上で 3 つのバランスを説明したが，これら

を同時に満たすものが t デザインである. 3 つの

条件を要約すると，

( i ) 各ブロックの大きさは，つねに一定値 k

(k<v) である.

( ii ) 各品物の繰り返し数は，つねに一定値 r

(r<b) である.

(iii) t 個 (2壬 t壬 k) の品物の会合数は， 品物

の選び方に関係なく，つねに一定値 À (1 ~玉』

<r) である.

となる.

2.3 t デザインの基本的な性質

t デザインには， その特徴を指定するパラメー

タとして ， v , b , r， k， ん t の 6 つがある.しかし，

これらの聞には，前のバランスの条件によって，

2 つの関係が成り立っている.これを求めてみよ

う.

まず，すべてのブロッグに含まれている品物の

延べ数を 2 通りの方法で数えてみる.品物の種

類は u 通りで，それぞれの種類が T個のブロック

に含まれているから，品物の延べ数は vr のはず

である.一方，ブロックの個数は b 個で，各ブロ
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ッグに h 個ずつの品物が含まれているから，品物

の延べ数は bk でもある.したがって，

vr=bk )
 
-(
 

の関係を得る.

つぎに個の品物を同時に含むブロックの延

べ数を，やはり 2 通りの方法で数えてみる v 種

類の品物から t 種類を選ぶ仕方は vCt 通りで，そ

れぞれについて t 個の品物がえ個のブロックに

含まれているから，その延べ数は À.vCt 個である.

一方，各ブロックに含まれている k 個の品物から

り個を選ぶ仕方は kCv 通りで，ブロックの個数は

b 個であるから，その延べ数は b.kCt 個でもあ

る. し Tこカ:って，

ﾀ.vCt=b.kCt 

の関係を得る.

式(1)， (2) によって，勝手に選べる t デザイン

(2) 

のパラメータは 4 個となる.これを v， k, À, t と

し ， t デザインを Dt (v, k , À) とあらわすのが普通

である.

ところで， t デザインは式(1)， (2) を満たすが，

この両式を満たすり， b, r , k , À, t のすべての組合

せについて，いつでも t デザインが作れるとは限

らない.むしろ，その逆に， t デザインの絶対に存

在しない組合せで，式(1)， (2) を満たす v， b, r , 

k， ん t が見つかっているのである.そして ， t デ

ザインが存在する場合でも，それを具体的に作り

出すことは，一般に，数学上の大変むずかしい問

題となっている.

2.4 BIBD とその具体的な作り方の例

t デザインにおいて，とくに t=2 のときを釣

り合い不完備型のブロック・デザインとよび，英

語の Balanced Incomplete Block Design の頭

文字をとって， BIBD と略称している. BIBD は，

実験計画法の分野で有効に活用されることがわか

っている [7J ため，その作り方や性質がとくによ

く研究されている [5J. 式 (2) で， t=2 とおくと，

ﾀv(v-l)=bk(k-l) (3) 

となるから， これと式(1)がパラメータの聞の関
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係を与えることになる.そして， BIBD がとくに

よく出てくるため， D2(V, k, À) の添字を略して，

単に D(v， k , À) と書くことにしている.

BIBD に対しては，いろいろの作り方が考えら

れている臼]， [11]. しかし，その作り方の多くは

数学的で，予備知識なしに説明するのは困難であ

る.このため，なぜそうなるかの説明は省略し，

もっとも簡単に作れる BIBD の実例だけを示す

ことにしよう.

すべての整数を 2 で割ると，その余りは O か 1

である.いま，どの整数も 2 で割った余りで書く

ことにすると，和の計算は，

0+0=0 , 0 十 1 = 1 
(4) 

1+0= 1, 1+1=0 

となる.そこで，この O と l を要素とする 3 次元

のベクトルを考え，どの要素も O であるベグトル

だけを除くと，その他は，

九=(g). Pl=O). P2=( ~)， P3=(l) 

日=(ï). 叶)叫1)
の 7 個である. ところで， 式 (4) の計算で 2 つ

のベクトルの和を作ってみると，たとえば，

九十吋g)+O)=(l)=九

九吋g)+ (l )=(D=Pl (5) 

山=0)+0 )=( ~)=九
のように 3 つのベグトルが組になっている.調

べてみると，組になっている 3 つのベクトルは，

ベクトルの添字だけで、示すと，

{O, 1, 3}, {O, 2, 5}, {O, 4, 6} 

{1, 2, 4 }, {1 , 5, 6 }, {2 , 3, 6} 

の 7 組である.そこで，この添字を 7 種類の品物

V o, V 1. …, V7 の添字と見直し，各組を大きさ 3

1978 年 8 月号

のブロックと見て，

Bo={O , 1, 3} , Bl={O, 2 ， 日}

B2= {O, 4, 6}，品= {1 , 2, 4} 

B4={ 1, 5, 6 }, Bs={2 , 3, 6} 

B6={3 , 4, 5} , 

の 7 個のブロッグを作れば，これは，

(6) 

v==7, k=3 , ﾀ= 1 

の BIBD D(7 , 3, 1) となる.ただし，添字の i

だけで，品物 V..: を示すことにした.

つぎに，すべての整数を 3 で割ると，その余り

は O か l か 2 である.そこで，どの整数も 3 で割

った余りでかくと，和と積の計算は，

0+0=1+2=2+1=0 

O 十 1=1+0=2+2=1

0+2=2+0=1+1=2 (7) 

1xl=2x2=1 

lx2=2xl=2 

となる. ここで，この O と!と 2 を要素とする 3

次元のベクトルを考え，どの要素も O であるベク

トルを除くと，その他のベグトルは26個で、ある.

この各ベクトルに 2 を掛けると，たとえば，
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のように 2 つのベクトルが組を作っている.そ

こで， この 2 つを同じとみて，一方のベクトノレで

代表することにすれば， 13個の代表として，
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を作ってみると， 式 (5) と同じ形で， 今度は 4 つ

のベクトルが組を作っている.そして，その組を

具体的に調べてみると，

Bo={O, 1, 3, 7 }, B1={0, 2, 5, 8} 

B2={0, 4 , 6, 12 }, Ba={O, 9, 10, 11} 

B4={ 1, 2, 4, 9 }, B5= {1, 5, 6, 11} 

B6={! , 8 , 10, 12} , B7={2, 3, 6, 1O} 

Ba={2, 7, 11, 12 }, Bg={3, 4 , 8 , 11} 

Bl0= {3, 5, 9 , 12} , Bll={4, 5, 7, 1O} 

B12={6 , 7, 8 , 9} (8) 

の 13個のブロッグを得る.これは，

む= 13, k=4, ,1.= 1 

の BIBD D (1 3, 4, 1) である.式(8)を読者自身

で求めてみると，これの構造がよくわかるであろ

う.

なお，この方法からは， v=b の BIBD しか作

れないが，少し工夫すると，それ以外のものもで

きる.たとえば，

Bo={O, 1, 2} , B1={3, 4, 8} 

B2={5, 6, ?}, Ba={O, 3, ?} 

B4==={ 1, 4 , 5} , B5==={2, 6, 8} 

B6==={0, 4, 6 }, B7=== {1 , 7, 8} 

Ba=== {2, 3, 5}, Bg={O, 5, 8} 

B 10 ={ 1, 3, 6 }, Bll={2, 4, ?} 

がその例で，これは，

v===9, k=3, ,1.=== 1, b= 12, r=4 

の BIBD D(9, 3, 1) となっている.

(9) 

2.5 Steiner システムとその具体的な作り方

の例

え=1 の t デザインをとくに Steiner システムと

よび 3 つの独立なパラメータ t， v , k を使って，

普通は S(t， v， k) と書く. 19世紀の幾何学者 J.

Steiner が，この種の問題を 4 次曲線の 2 重接線

の研究で取り扱ったことから，この名称がある

[8J. 式 (2) で， ，1. =1 とおくと，

り(v-l) ・・・ (v- t+ 1) =bk(k-1) … (k-t十 1) 

(10) 

となるから，これと式(1)がパラメータの間の関
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係を与えている.

ところで， 2.4 節で作った BIBD では，式 (6)

と式 (8) のどちらをとっても ， ，1. =1 となっている.

これは， え >1 の BIBD を作ると，ブロックの個

数 b が多くなって，そのすべてを示すのが煩らわ

しいためもあったが，まさに Steiner システムの

一つの作り方を示したことにもなっている.しか

し，これでかたづけたので、は簡単すぎるので，も

う一つの作り方を示そう.

t=3, k=4 とした Steinerシステムで，とくに

v=2加の場合を考えてみる . m=2 とすると ， v== 

h となって，自明な Steiner システムとなるが，

あえてこれを書くと，

Bo={O, 1, 2, 3} 

の一つのブロックだけとなる. いま ， Bo に含ま

れる 2 つの数に着目し，それが O と l であれば，

{O, 1, 0', 1'}, {O, 1, 2', 3'} 

を作るというようにして 6 通りの組合せについ

て，

{O, 1, 0' , 1' }, {O, 1, 2' , 3'} 

{O, 0ら 2 ， 2' }, {O, 1 日 2 ， 3'} 

{O, 0', 3う 3 }， {O, 1', 2', 3} 

{1', 1, 2, 2' }, {O', 1, 2, 3'} 

{1', 1, 3' , 3}, {O' , 1 , 2' , 3 } 

{2', 3' , 2, 3}, {O', 1', 2, 3} 

を作ってみる.これに，

{O, 1, 2, 3}, {O', 1', 2' , 3'} 

を加えれば， これらは t=3 ， k=4, v=8 に対

する Steiner システムとなっている. 0' , 1', 2', 

Y をそれぞれ 4， 5, 6, 7 に書き直し， ブロック

に含まれている数字のj順序を変えれば，

Bo={O, 1, 4, 5} , Bl={O, 1, 6, ?} 

B2={0, 2, 4 , 6 }, Ba={O, 2, 5, ?} 

B4={0, 3, 4,?}, B5={0, 3, 5, 6} 

B6={I , 2, 5, 6 }, B7= {1, 2, 4, ?} 

Bs={I , 3, 5,?}, Bg={ 1, 3, 4, 6} 

Bl0={2, 3, 6,?}, Bll={2, 3, 4, 5} 

B12={0, 1, 2, 3}, B1S={4, 5, 6 , ?} 
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となって，普通のブロックの表現に戻る.

上の作り方に注意すると v=16に対する Steiner

システムも直ちに得られる.そして，この方法は，

v=2m に対する Steiner システムを ， v=2m+l に

対する Steiner システムに拡大するとき，その

まま使えるのである [4J. その方法というのは，

まず前者の各ブロッグ

{a , b, c, d} 

に対応させて，後者に 2 つのブロック

{a , b, c, d}, {a' , b' , c' , d'} 

を作っておしつぎに， 前者の 2叫個の数字から

2 個を選ぶすべての組合せについて，それが α と

戸の数字のときは，それを含む前者の各ブロック

{α， ß, a, b} 

に対応させて，後者に 2 つのブロック

{α， ß ， α， ß' }， α ， ß, a', b'} 

を作るというものである.これだけの操作で，シ

ステムの拡大は完成である.

なお，上に求めたり=8 の Steiner システム

は，り=8， k=4 , À=3 の BIBD にもなっている

ことを，念のために注意しておこう.

3. t デザインと重み一定符号

3.1 誤り訂正符号とは

これまでの t デザインの話とは無関係に，まず

符号の説明をしよう.映画に出てくるインディア

ンは，よくノロシをあげて，敵の来襲を知らせて

いる.これは，ノロシをあげることをしあげな

いことを O とすればか O の信号を送るという

ことで，もっとも簡単な符号の例である.いま，

ノロシの合図を 2 回にすれば，送れる信号は，

00, 01, 10, 11 

の 4 通りとなり 3 回にすれば，

000, 001 , 010, 011 � 
100, 101 , 110, 111 ) 

の 8 通りとなる.

符号理論では，式( 10) のおのおのの信号を符号

語とよび，対象とする符号語の全体を符号と名づ

)
 
l
 
i
 

f
t
-、

1978 年 8 月号

ける.したがって，式(11)は 8個の符号語から構

成される( 2 進)符号である.ここに 2 進とい

うのは 2 進数字にもとづいた符号のことで 3

進数字にもとづけば 3 進符号となる.しかし，以

下では 2 進符号だけを扱うので，とくに 2 進と断

らないことにする.

いま，途中の径路に雑音があってが O に変

わり o が 1 に変わることもありうるとしよう.

すると，式( 1 1)の 8 個の符号語を使ったので、は，

雑音による誤りを検出できない.そこで，符号語

の数を減らしてを偶数個だけ含むもの

000, 01 1, 101 , 110 (12) 

に限定すればカ所の誤りで l が奇数個となる

から，雑音を受けたことが検出できる.このよう

な符号を誤り検出符号とよんでいる.

式( 12) の符号では， 001 を受けても，もとの符

号語を知ることができない. 000, 01 1, 101 のど

れからもカ所の誤りで 001 が出てくるからで

ある.つまり，誤り検出符号では，誤りを検出で

きても，訂正はできないのである.

ところが，つぎの 8個の符号語

000000, 001011 , 010101 , 011110 ) 
ト(13)

100110, 101101 , 110011 , 111000 ) 

から構成される符号では，誤りが l 箇所だけのと

きは，どの符号語のどの場所が誤っても，もとの

符号語に訂正できる.その理由は，このなかの i

つの符号語を別の符号語に変えようとすると

と O の交換を，少なくとも 3 カ所でする必要があ

るからである.たとえば， 001011 と 010101 では 4

カ所， 001011 と 011110では 3 ヵ所で，この数を 2

つの符号語の聞の Hamming 距離， または単に

距離という.そして 2 つの符号語のすべての組

合せについて，その聞の距離を求めたとき，その

最小値を符号の距離とよぶ.すると，距離が 3 の

符号では 1 :カ所の誤りが訂正でき，距離が 5 の符

号では 2 カ所の誤りが訂正できる.このような符

号を誤り訂正符号とよんでいる.

こう考えてくると，誤り訂正符号がもっともす
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ぐれているようであるが，これには符号語の犠牲

があることを忘れてはならない.式(1 3) の符号語

の長さ( 2 進のケタ数)は 6 で， 64( =26)個の符

号語があるはずなのに，わずか 8 個しか利用して

いないのである.そこで，符号理論の大きな関心

は，誤り訂正機能を充分に保ちながら，なるべく

多くの符号語を含むような符号を捜すことに向け

られてくる [IJ ， [9J. 

3.2 t デザインと重み一定符号の関係

符号語に含まれている l の個数を，その符号語

の重みという.したがって， 0101010 の電みは 3

で， 1010101 の重みは 4 である.また，ある符号

を構成するすべての符号語の重みが等しいとき，

その符号を重み一定符号とよぶ. 7 個の符号語

1101000, 1010010, 1000101 , 0110100 

010001 1, 001100 1, 0001110 (14) 

から構成される符号は，長さ 7 ，重み 3 の重み一

定符号である.

重みが等しい 2 つの符号語の聞の距離は，つね

に偶数である.たとえば， 1110000 と 1010100の間

の距離は 2 で， 1110000 と 0000111 の聞の距離は 6

である.これはつの符号語の l の位置にもう

‘つの符号語の O が対応すれば，別の位置でかな

らず逆の対応が起きているからである.

重み一定符号は，ある種の電気回路に有効に利

用される [12Jため，その構成法がし、ろいろと研究

されている.ところが，符号語をもっとも多く含

む能率的な重み一定符号が， BIBD や Steiner シ

ステムから，じつは簡単に作られるのである.

まず， Steiner システムから説明しよう.長さ

n， 重み m， 距離 2d の重み一定符号において，

それに含まれる符号語の数を K(n， d, m) とあら

わしておく.すると，若干の計算から，

K(n , d, m) ;'i,,, Cm-d+dmCm-d+l (15) 

の関係が得られる[ 12].ところが，この式の等号

を満たす重み---定符号が Steiner システムか

ら，つぎの方法で作られる.たとえば，式( 6 )を，
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したものである.そこで，各行を符号語とみて，

7 個の符号語を作れば，これが求める重み一定符

号である.式( 14) の重み一定符号はこうして作っ

たもので，距離は 4 である.なお，式( 15) の等号

を満たす重み一定符号があれば，逆の方法で，つ

ねに Steiner システムを作ることができる.

つぎに， BIBD の説明に移る.上に定義した符

号語の数 K(n， d, m) について，別の方法で計算

すると，

K(n , d , m) 豆 dn/{dn-m(n-m)} (17) 

とし、う関係も得られる[ 12]. ただし，右辺の分母

が正となる場合についてである.すると，この等

式を満たす重み」定符号が， BIBD から，つぎの

方法で作られる.

式(1 6) の行列であらわされた Steiner システム

は， BIBD でもあったので，これについて説明す

る.今度は，各列を符号語とみて 7 個の符号語

1110000, 1001100, 0101010, 1000011 , 

001100 1, 010010 1, 0010110 (18) 

を作れば，これは式( 17)の等号を満たす重み一定

符号である.式(16)は，たまたま正方行列であっ

たため，式 (14) と式( 18) は閉じような符号になっ

たが般には別のタイプの符号となる.たとえ

ば，式 (9) の BIBD を利用すると，

100100 100100, 100010010010, 100001001001 

010100001010, 010010100001 , 001010001100 

001001100010, 001100010001 , 010001010100 

という符号が作られる.
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BIBD から作られる重み一定符号では，どの 2

つの符号語の聞の距離も，つねに等しいことが特

徴である.そして，式(17)の等号を満たす重み一

定符号は，かならずこの特徴をもってくる.この

ため，この重み一定符号から，逆の方法で，つね

に BIBD も作れるのである.

4. あとがき

ブロック・デザインのなかの t デザインについ

て説明したのち， BIBD と Steiner システムにつ

いて少し詳しく解説した.また，符号の概念を簡

単に説明したのち，重み一定符号がどのような形

で BIBD や Steiner システムと関係づけられる

かを述べた.これらの解析はまったく初歩的で，

予備知識を要求しないかわりに，数学的な説明も

行なわなかった.このお詰びとして，さらに勉強

したい読者のために，若干の文献をあげておく.

ブロック・デザインに関しては， [5 Jが標準的

な教科書であり，内容も豊富である.また，有限

の立場から述べたものには， [2 J と[l1 Jがある.

つぎに，一般的な符号理論の話は， [1 J と [9Jが

くわしい.また ， t デザインと重み一定符号との関

係づけは，本誌への解説[12Jや， もとになった論

文[6J ， [10J , [13Jにある.なお，この種の研究

は，筆者らと独立に， ソ連でもなされてし、た.そ

して，これを合む各種の研究結果が，高い立場か

ら[ 3 J に述べられている. これには， BIBD や

Steiner システム以外の若干のブロック・デザイ

ンに対してもいろいろの関連づけが数学的に述べ

られている.
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