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考えればこれが GF(p) をつくる.

たとえば GF(5) の加法乗法は表 1 のようにな

組合せ理論の応用への入門

そ組合せ理論というのはきわめて広い分野で，

の応用の全貌をとらえることは筆者は任にたえな

ここではその中でガロア体というものの る . a+x=O なる x を -a(a の負数)，

る x)を a-1 (α の逆数)と考え，これによって減法，

除法が定義できる.実数の四則の特性の中で， 0 以

外の各数がすべて逆数をただ l つもつ，という性

質が GF(5) にもあることは表 1 から容易にわか

る.もし s が素数でないと mods の算法を考えて

もこの性質が成り立たなくなるのである

a.x=1 ないので，

応用だけを取りあげてみることにしたい.事実組

合せ理論の中のとくに実用的な応用の面ではガロ

ア体の活躍はめざましく，ガロア体だけに限って

も話題は結構豊富になるのである.したがって表

題はむしろ「ガロア体の応用」というほうが内寄与

(mod 6 

をためしてみられるとよし、). 

s が素数でなくても素数の累乗つまり s=pr な

ら， [3J [5Jなどにあるように上の方法をやや拡張

した方法で，大きさ s のガロア体GF(s) =GF(〆)

しかしそれ以外の自然数 s に対して

大きさ 5 の有限体は残念ながら存在しないので

なじみのない読者にふさわしし、かも知れないが，

も多いかと思って表記のものとした.定理などの

証明は省略したが例題を通して納得しうると思

う.

がつくれる.

ある.

ここで、は簡単のため GF(ρ) に限ってその応用

の話をしよう.

ガロア体というのは一口でいえば，実数の四則

と同一特性の算法をもっ有限集合であるといえ

る.その意味で有限体とよぶ人もある.元の数が

s 個の，つまり大きさ s の，ガロア体を GF(s) と

書くが， s がちょうど素数ρ のときつまり GF(ρ)

はもっとも簡単なガロア体で， mod p の算法と同

ガロア体とは

直交実験の構成

たとえばある化学製品の歩留り V に影響を与え

る因子として，反応温度 (A) ， 炉 (B) ， 触媒(C)

が考えられ，各因子の水準が，

2. 

つまり {O， 1，… ， pー1}の中

で普通の整数としての加法乗法を行ない結果が ρ

以上になれば ρで割った余りをとるという算法を

ーのものである.

C(O: 触媒無
1. ，.<L~~ (1) 
II :触媒有

BfO: 第 l 炉

(1 :第 2 炉
GF(5) の加法，乗法表 1

であるとする.

舟tにある特性値g に影響、を与える因子が上の

ように離散的な水準で特徴づけられている場合の

実験を要因配置実験 [IJ とよんでいるわ.われわ

れの目的は各国子の水準が特性値にどのような影
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このような頻度を l 次の頻度とよび，これらが各

因子の中で水準によらず一定である実験を，強さ

!の直交実験とよぶことにしよう. (吟，付は強さ

1 の直交実験であるが， (イ)はそうでない.

さらに今度は 2 つの因子の水準組合せの出現頻

(BC)oo= 1 

(配)01=1

(BC)lO=1 

(BC)l1= 1 

け (AB)oo=1 (AC)oo= 1 (BC)oo= 1 : 

(AB)OI=1 (AC)ol=1 (BC)OI=I! 

(AB)lO=1 (AC)lO=1 (BC)lo=I I
, 

(AB)l1=1 (AC)l1=1 (BC)l1=I) 

((AB)oo は A が O で B が O である水準組合せ

の出現頻度，他の (AC)りなども同様). (げ)につい

ても調べてみられたい). (ロ)では (AC)りが水準組

合ぜ (ij)によって異なるが，けではすべての因子

対の中で 2 次の頻度が同一である.

験を強さ 2 の直交実験とよぶ.

すぐわかるように強さ 2 で、あれば必然的に強さ

1 でもある.付は強さ 2 ， (ロ)は強さ1， (イ)は強さ

このように見てくると表 3 でり(ロ)

付)の順に良い実験であるといえよう.一般に同 4

実験回数であっても強さが強いほど良い実験であ

るといってよい.良いか悪いかの判定は，特性値

の構造式によるが，構造式の中に交互作用効果[IJ

が存在しない場合， (実験回数が同一であれば)強

さ 2 の直交実験が主効果 [IJ の推定に関して最良

である(推定量の分散が一様に小さい)ことが証明

されている [2J.

さて強さ 2 の直交実験をつくることは表 2 のよ

うに小さな例ならなんとかなるが，因子の数が多

い場合には大変な仕事になる.それというのも (3)

のような条件は組合せ論的なものであり一般にこ

の種のものは取扱いにくいからである.

ガロア体を用いるとこれがきわめて簡単に解決す

度つまり 2 次の頻度を調べてみよう.

(ロ) (AC)00=2 

(AC)OI=O 

(AC)lO=O 

(AC)11=2 

(AB)oo=1 

(AB)ol=1 

(AB)lO=1 

(AB)l1= 1 
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響を与えているかを実験によって

知ることにある.

このときすべての水準組合せを

T 回*ずつ行なう実験を完全実験

とよぼう( *因子数が少ないとき

はr~2 のときもあるが通常r= l).

完全実験を行なえば当然完全な情

報が得られると考えられるが，因

子数が 10各因子がすべて 3 水準と

(3) 

このような実

いった程度の場合で、も，実験回数は 310 士"， 6 万固と

これで、はたまらなし、からといって多くの技

術者は，あまり重要でないと思われる因子の水準

を 1 つに固定して実験回数を減らそうとするが，

そうするときわめて偏った情報しか得られず，対

象に対して誤った判断を下す恐れがある.

もっと少ない実験で偏らない情報が得られない

だろうかという考えは自然な要求である.いま表

2 の完全実験から 4 つの水準組合せを選ぶ 3 通り

の方法を表 3 に示した.表 3(イ)は上の技術者のよ

うに因子Cの水準を O に固定したやり方で， (ロ)付

はさらに工夫した選び方である.いま各実験の中

で各水準の出現頻度を数えてみよう.

なる.

1 ですらない.

(2) 

Co=4 

C1=0 

Bo=2 

B1=2 

Ao=2 

A1=2 

)
 

イ
t(
 

(ロ) Co=2 

C1=2 

(A の 0， 1 水準の出現頻度をそれぞれ Ao， A1 と

してある Bi' Ci も同様)，けは(同と同じである.

Bo=2 

B1=2 

Ao=2 

A1=2 

り

ABC  

11 0 0 0 

5: 1 1 0 

6 , 0 1 1 

7I 1 0 1 

表 3

(吋

|ABC  

げ)

: A B C 

1 i 0 0 0 

2! 1 0 0 

3! 0 1 0 

5I 1 1 0 
ところが

る.

1) これに対して因子が計量的情報で特徴づけられる

のが回帰分析とよばれている.上の例で温度は計量

的ではあるが， ここでは800 0 ， 900。とし寸量に固定

して離散化して考えている. いま因子がm個あって各因子とも水準が s であ
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表 4

んら i X, X2 X3 X. 
o 010 0 0 0 
o 1 I 0 1 1 2 
0210221  

1 0 I 1 0 1 

120  

1 2 i 1 2 0 2 

20'2022  

2 1 2 1 0 1 

22i2 210  

効果が考えられる場合は，実

は強さ 4 の直交実験をつくれ

ばよいことがわかる.その場

どの 4合は (5) のA として，

つの列ベクトルも l 次独立で

あるようなものを選べば (5)

の rが強さ 4 の直交実験とな

ることがわかる.

。F( 訓"

また 2 因子

交互作用の一部分だけが考え

られる場合それに対応する直

交実験をつくるためにガロア体上の射影幾何の点

と直線の関係が利用される[3].

図 1

るとする. (水準数が因子によって異なる場合は以

下のようにすっきりし、かないが実用的な処理法は

誤り訂正コードの構成3. 
いろいろ考えられている).このとき実験回数 sη

の強さ 2 の直交実験をつくるには， GF(s) 上2) で

X=[XIo …，♂叫J ， t=[tlo ・ー ， tnJ 
x=tA, 地点Aにある情報源から i 秒に 1 ピットの割合

1 のどで情報が出現しているとする.つまり 0 ，

れかが 1 秒に 1 個の割で出現している.簡単のた

め 0 ， 1 は等確率で独立に出現しているとしよう.
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定理 1

上 1 次独立であれば，

r={x=tA; tEGF(υs)戸n

カが:強さ 2 の直交実験を構成する.口

例として m=4 因子， s=3 水準の場合を考えよ

GF(3)は第 l 節の方法で計算できる.

体は実数と四則性が同じだから，

た線形代数的概念は実数の場合と同様に通用す

この情報を地点、Bに送信したいのだが，送信能

力は l 秒に 2 ビット，つまり情報の出現速度の 2

倍であるとする.また送信途上で、ノイズのため誤

る確率，つまり 0( 1)を送って 1 (0)が受信される

確率が pであるとする.正しく受信される確率は

としてつぎの定理によればよい.

A のどの 2 つの列ベグトルも GF(s)

(5) 

q= ト-p である.カ、ロアう.

2 倍の送信この誤りの確率を少なくするため，l 次独立といっ

能力を利用しようとしてつぎのように考えた人が

l が出たら 11いる.情報源から O が出たら00を，

を送信する.つまり駄目押しのために 2 回送信す

るわけである.

。

る.

(6) 

0 ・・・。情報源

信

この中に 4 つの列ベグトルがあるが，とすると，
(7) 

こうしておいて受信側では 00 が受信されれば

0 , 11が受信されれば 1 が送信されたと推定し， 01

あるいは 10が受信されたら確率 1/2 で O か l かを

00111100 ・・・送

こうしたら正しく受信され決めるとでもしよう.

る確率は多少増加するだろうか.答は否なのであ

る.いくら駄目押しをしてもこのようなやり方で

は少 I~ も改善にならない. (各自確かめてみてくだ

483 

これからどの 2 つをとっても 1 次独立で‘あること

が容易に確かめられる. (5) より F をつくると表 4

これが強さ 2 の直交実験となるこ

とは (3) のような頻度を調べることによって容易

に確かめられる.

特性値の構造式の中にすべての 2 因子交互作用

2) したがって水準数 s が素数の累乗でないと以下の

論法は成り立たない.

のようになる.
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表 B

コード デコード方式

000• 000000 100000 010000 001000 000100 000010 000001 001100 

100• 110100 010100 100100 111100 110000 110110 110101 111000 

010• 011010 111010 001010 010010 011110 011000 011011 010110 

001• 101001 001001 111001 100001 101101 101011 101000 100101 

110• 101110 001110 111110 100110 101010 101100 101111 100010 

011• 110011010011100011111011110111110001110010111111 

101• 011101 111101 001101 010101 011001 011111 011100 010001 

III• 000111 100111 010111 001111 000011 000101 000110 001011 

(000) (100) (010) (001) (110) (011) (101) (111) 

表 5

コ{ド デコード方式

00• 0000 1000 0100 0001 

01• 1101 0101 1001 1100 

10• 1010 0010 1110 1011 

II• 0111 IIII 0011 0110 

距離3) が 1 であるから正しくデコードされる確率

はすべて (9) に等しい.

ザ+3pq3_ q2=ρq2(q_p) (10) 

であり q>p である限り表 5 による方法は正しく

受信される確率を改善していることがわかる.た

ところが，情報源から出た記号をいくつかまと

それを適当にコ{ド化すると，正しく受信

される確率が改善されることがわかる.問題はそ

のコード化の方法にある.いま情報源から出る 2

さい. ) 

めて，

とえば p=O.1 のときには，

q2=0.8 1, 

つの記号を表 5 のようにコード化して送信すると

)
 
-l
 
(
 

q4+ 3pq3=0. 8748 

である.

する;

o 1 1 0 1 1 
\、\
1101 1010 01 さて 2 つをまとめて処理すると誤り受信の確率

を減らすことができたが，それなら 3 つをまとめ

ればさらによくなることが期待される.事実表 6

(8) 

こうすると最初の 2 秒だけ時間おくれがあるが，

あとは (8) のように連続して送信できる.

のようなコードとデコード方式をとると，正しく

デコードされる確率は P=q6+6pq5+ρ2q4 で，

p=O.1 のとき t主 P=0.8923 となる.

このようにして受信の誤りの確率をいくらでも

少なくできることが c. Shannon によって証明

さてこの場合受信されるベクトルは 16通りのも

のがありうるが，これを表 5 のようにデコードす

るとする.つまり表 5 の第 l 行のどの 4 次元ベク

トルが受信されてもすべて00の出現を推定する.

第 2 行に属するものを受けとったときは，出現記

しかしこれを実現するためには

表丸 6 などに示すようなコードとデコード方式を

具体的につくる必要があるが，これが Hamming

[引をはじめとしてその後多くの人たちによって

研究されてきた. これが誤り訂正コ{ド問題の基

されている[4J. 号は01であると推定するなど.

さて 2 つの記号をそのまま受信したときそれが

2 っとも正しく受信される確率は q2 となるが，

表 5 のようなコードをデコード、方式を用いたとき

正しくデコードされる確率を求めてみよう.表 5

本的考えである.でたとえば 00 が出現して 0000 が送信されたとす

いままで、考えた例は送信速度が情報出現速度ーの1000, 0100, 0001が受信されたときると， 0000, 

2 倍であるという前提から，いつで-も 2 倍の次元

のベクトルへのコード化であったが，一般には情

報元の n 次元ベクトルを m 次元(nくm) ベクトル

そしてその時に限り正しくデコ{ドされるからそ

の確率は，

q4+3pq3 

3) n 次元の 0， 1 ベグトノレ [X" …， XnJ , [札
YnJ のハミング距離とは Xiキ釣となる t の個数

(9) 

である.他の場もよくみると，あるコードとそれと

オベレーションズ・リサーチ

同一行にある他の 3 つのベクトルとの Hamming
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にコード化する問題となる.誤り訂正コードの問

題とはこのときどのようなコードを選びどのよう

なデコ{ド方式をとるのがよいかを研究すること

だといえる.

すぐわかるようにコード語相互の Hamming距

離ができるだけ大きいコードが望ましいし，デコ

ード方式は各コード語に Hamming距離の意味で、

もっとも近い受信ベクトルをデコードするのがよ

• 、h
L
V
 

2 つのベクトル x， y の Hamming 距離を d(x，

y) としコード V( コード語全体)の最小距離を，

d(V)=min {d(x ,y) :久 YEV， X手y} (12) 

で定義するとき ， d(V) が大きいものが望ましい.

事実 d(V) ミ 3 で最寄りのコード語にデコードす

る方式をとれば誤りが l つ起こってもそれを訂正

することができるし ， d(V)~5 ならば 2 つの誤り

を訂正することができる. (10) で計算したような

正しくデコードする確率は d(V) だけからは決ま

らないが，いずれにせよ d(V)はコード V の良さ

を決定的に特徴づける尺度である.

そこで m， n が与えられたとき ， d (V) が最大

となるような V を選ぶこと，あるいは d(V)が一

定値以上になるようなVを求めることなどはすべ

て組合せ論的な問題で， m , n が大きいときには

大変な難問である.またデコード方式として受信

ベクトルを最寄りのコード語にデコードすること

も l つ l つ search するようでは実用にはなら

ないので，その簡単で効率的なアルゴリズムが望

まれるのである.

このような問題の多くはガロア体の導入によっ

て一挙に解決してしまう.まず {O， 1} を GF(2)

の元とみなし， この m 次元空間 GF(2)叫の中に

コード V を選ぶことになるが， V として GF(2)m

の線形部分空間をとるときこれを線形コードとい

う.線形でないコードにも良いものはあるが，構

成やデコードのアルゴリズムが簡単で取り扱いや

すいため現在実用化されているもののほとんどは

線形コードであるといってもよい.

1978 年 8 月号

線形コードつまり線形空間Vを表現するには，

GF(2) 上 lXm 行列 H (l=m-n， H のランクは

りを考え，

V=  {x : HxT=O, xEGF(2)m} (13) 

(xT は z の転置)

とすれば V が GF(2)怖の中の n 次元線形部分空

間になることがわかる.このような V を (m， η)

一線形コードとし、っている. (13) におけるHがV

を特徴づける行列でこれをパリティチェク行列と

よぶ.

線形コードの利点の第 1 はつぎの定理にある.

これによって d(V) が直接求められるのである.

定理 2 d(V)=t+1 である必要十分条件は， V

のパリティチェク行列Hのどの t 列をとっても l

次独立で， 1 次従属な t+ l 列が存在することであ

る.仁]

この定理 2 によれば;たとえば d(V)=3(1 誤

り訂正可能)のコ{ド V をつくりたければ，どの

2 列も l 次独立で 1 次従属な 3 列があるような行

列 H をつくりさえすればよい.

例 1 つぎの行列 Hはどの 2 列も l 次独立で、，

l 次従属な 3 列(たとえば第 1 ， 2 , 4 列)がある.

11 0 0 1 0 11 

H=IO 1 0 1 1 01 

LO 0 1 0 1 1J 

したがって H をノミリティチェグ行列とするコー

(14) 

ド， ペコまり，

Xl +x・ +X6=0

HxT=O: ぬ+ぬ+X5 =0 (15) 

X3 +X5+X6=0 

の解全体 V は d(V)=3 であることが定理 2 から

保証される.実は表 6 のコード(表 6 の左から第

2 番目の欄にあるベグトル全体)は( 15) の解全体

になっている.これに対して d(V) =3 となってい

ることは容易に確かめられよう.

線形コードV の表現には (13) による方法の他に

もう!っ，

V={x=tG:tεGF(2)勺(16) 
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による方法がある.ここで G は GF(2) 上ランク

n の nXm 行列で，

HGT=O (17) 

を満たすものであれば( 16) が( 13) と同ーのものと

なることは容易に確かめられよう.この表現(16) 

はそのまま送信アルゴリズムを与えるといってよ

い.情報源から n 次元ベクトル t が出たら ， X=tG

なる m 次元ベクトルを送信すればよいのである.

最後にデコードアルゴリズム，つまり受信され

たベクトルをどのコード語に対応させるかの手順

を述べておこう.これもガロア体上の線形コード

ならきわめて簡単に処理できる.

まず V は GF(2)叫の線形部分空間だから V

の平行移動によって GF(2)協全体を尽すことがで

きる.つまり Vi=V+動={X十Hも : XEV} とす

ると，

GF(2)m=VUV1U...UVM ( 18) 

このとき，各 Vもをコセットといい，かをコセッ

トリーダという. (18) をコセット分割というが，

各 Vi のコセットリーダとして Vi のどんな元を

選んでも，この分割は不変であることが知られて

いる.

Vi の中のウェイ卜(成分中の!の数)最小のも

のをコセアトリーダとして選んで、， GF(2)m の元

全体を表 7 のように並べたものをデコード表とい

う. (表 6 は表 7 の具体例である. )この表で受信ベ

クトル z が Xj の行に属していれば Xj にデコー

ドするというのがデコードの原則である.

この原則を実現するのにテープ、ルサーチを行な

うようでは意味がないが，つぎのような計算で可

表 7

V V1 VM 

Xl=O Yl YJr 

X2 X2+Yl'" X2+YM 

XN XN+Yl'" XN+YM 

0σ1 σM 
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能である.

受信ベクトル Z に対して，

σ=XHT (19) 

をシンドロームというが，すぐわかるように，同

ーコセットの元はシンドロームが等しい.コセッ

トリーダ抗のコセットの元はすべて同ーのシン

ドローム，

σ戸YiHT (20) 

をもっ.またシンドローム全体は明らかに J 次元

ベクトル全体に一致する(表 6 の( )の元はシン

ドローム)から，かりにこれを 2 進法 l 桁の数と

みて大きさの順に並べておくこともできる.

以上の性質を利用してデコード方式の手順を述

べると;受信ベクトル X についてシンドローム

σ=XHT を計算する.σ=σt なら z を，

Xj=X-Yi (21) 

にデコードする. (以上の手順では酌に対するコ

セットリーダ Yi を記憶しておきさえすれば，テ

ープ、ルサーチはいっさい不必要である).

以上誤り訂正コードの組合せ論的難聞がガロア

体の導入による線形コードの利用によってうまく

処理できたことをみたが， 定理 2 に示した， ど

の t 列も l 次独立で、あるHをつくることも与えら

れ m， n が大きいときは決して容易ではないし，

また送信やデコードアルゴリズムの簡単な回路に

よる実現などのため，さらにカ、ロア体上の多項式

環の理論にもとづいた巡回コードの研究などに発

展している[3J[4J[5]. 

4. ディジタル情報処理のためのガロア多項式

直交実験や誤り訂正コードの構成は数学的には

GF(2) 上の n 次元ベクトル空聞から m 次元ベク

トル空間への写像という形で表現することができ

たが，一般にディジタル情報処理とよばれるもの

は，有限集合。ニ {a!， ・.， aN}から有限集合 r=

{bb bM } への写像f によって表現できると

いえる.

f 
Q 一一→ f (22) 
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例 2 文字読み取り:たとえば図 2 のようにあ

るわくの中に文字が書かれたときそれを読みとる

という問題を考えよう.わくの中にたとえば図 2

のように，上，左上，右上，中，・ーなどの 7 本の線を

考え，書かれた文字が線を横切ればいそうでな

ければ O とすると，各文字に 7 次元の 0 ，ベク

トルが対応する.

実際にいろいろな人によって書かれる文字は図

2 に示すような標準的なものからは多少ずれたも

のとなるであろうから，文字読み取りの問題とい

うのは図 3 のような写像であるといえよう.この

場合。={O， 1}7, r={ ア，イ，・・ 1 ン}と考えられ

る.

図 2 で考ーえた線の入れ方は筆者がたまたま主主意

的に考えたものであるが，図 3 における各文字の

原像が重くならないようにしたりまた Qの中のブ

ランク(どの文字にも写像されない点)があまり多

くならないようにするには，わくの中にどんな線

を考えるべきかなど実際にはいろいろ研究する問

題は多いと思われる.口

さて (22) の関数 f を実際の装置で実現するに

は，磁化されているか否か，光が当っているか否

かなど binary な処理媒体が用いられるから，結

局のところ ， ai ゃんを 0， 1 にコード化して考え

るのが妥当である.いま仰のおのおのを 0， 1 の

n 次元ベクトルに， bj を 0， 1 の m 次元ベグトル

にコード化したとすると (22) は，

1978 年 8 月号

ず/

れ一

Q 

図 3

Yl=fr(X J, …, Xn) 
Xi， νjE{O ， I} 

νm=f:由 (Xl， ・・・ ， Xn ) (23) 

のように 0， 1 の n 次元ベクトル (XJ， ..., Xn) を

0, 1 の m 次元ベクトルに写像することだといえ

る.

{O, !}を GF(2) とみなせば， (23) は結局 GF(2い

から GF(2)m への写像であるが，直交実験やコ

ードの構成の場合は，これが線形写像であること

が多かったが，一般のディジタル情報処理で、は線

形ではせますぎる.ところがガロア体の場合はど

んな関数も多項式であらわせることが示される.

定理 3 GF(2)上の任意の η 変数関数

Y=f(xJ， … ， Xn) ν ， XiεGF(2) (24) 

はすべて GF(2) 上の n 次多項式でつぎのように

あらわせる(簡単のため n=4 について書く). 

f(x J， ・ '， X4)= 2:: 2:: 2::2::a帥!XliX2iXakX4!
i=Oj=Ok=Ol=U 

(25) 

ここで aijk! はつぎのように決まる.

aOOOO=ニf(O， O， O， O) allll= 2::2::2::2:: f(x ， 払 z， u)
:v y z 

a!OOO=: 2:: f(x , 0, 0, 0) a01l1 = 2:: 2:: 2:: f(O , x， ν， z) 
:c ;c 'v z 

aO!OO=: 2:: f(O , x , 0, 0) al01l= 2:: 2:: 2:: f(x , 0, y , z) 

a0010=: 2:: f(O , 0, x , 0) a1l01 = 2:: 2:: 2:: f(x， ν， 0， z) 

aOOOl =: 2:: f(O , 0, 0, x) a1l10= 2:: 2:: 2:: f(x ， ν， z， O) 

a1l00=: 2:: 2:: f(x， ν， 0 ， 0) aOOll= 2:: 2:: f(O , 0, x , y) 

a!010=: 2:: 2:: f(x , 0, y , 0) aO山=2:: 2:: f(O , x , 0， ν) 

al00l =: 2:: 2:: f(x , 0, 0， ν ) aOllO= 2:: 2:: f(O , x， 仏 0)

(26) 
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に縮約しようという考えである.

これとほぼ同様の考えは情報検索におけるキー

表 8ここで.E.~， .E.~ I; y などのX，

Vはそれぞれ GF(2)= {O, l} 

ワードの場合にも適用できる.たとえば文献を特

徴づけるキーワードが n 字あって，それらを WJ，

W2，"'， Wn とすると，ある文献が Wi をもてば第 z

成分が 1 ，そうでなければ O であるような n 次元

1 ベクトルでその文献を表現することができ

X1 X2 X3 X"Yl Y2 

0, 

る.

ところが実際(たとえば図書館など)に存在する

文献の総数を N とすると ， N<l:.. 2n となるのが常

である.そこで実際の文献(を表現するベクトル)

は n 次元空間の中にきわめて疎に散在しているに

過ぎない.そこで Nと 2m(N~玉?である必要はあ

るが)なる m を選んで， n 次元ベクトルから m 次

元ベクトルへの写像を考え，コンビュータの中で

は縮約された m 次元コードで，検索などの処理を

行なおうという考えが生まれる.

n
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の元全体について動くものと

する.口

この定理の証明はそれほど

難かしくはないが，未定係数

法あるいはフーリエ民開と同

様な原理にもとづいている.

例として表 8 のような変換

が与えられたとするとき，

について適用すると，

くってみよう.定理 l を各 Yi

V 

'-

れから (23) のような関数をつ

νl=XIXZ十 XzXa+ XaX4 + ) 
X4Xl十XIXa十 XZX4 ト

νZ=Xl+Xz+Xa+X4 
(27) 

ハッシング(必要ならば binary のコード化をし

て)やキーワード縮約は .Q=GF(2)鈍から r=GF

(2)m への写像として， われわれの一般形 (22) ，

(23) に適合する.しかしこの場合注意すべきこと

は ， GF(2)n の元全体を GF(2)m に写像するので

GF(2)n の中で文献が存在している点だ

けについて写像を考えればよいことになる.

この考えをキー

ワード縮約とよぶことにしよう.表 8 は各豹についてみればいわゆる真理表で

あるから，ブール代数によって関数 (23) を表現す

ブール代数で、はいわゆる標準形

を求め，必要ならそれを簡単化して (27)に相当す

る式を導き出すのである.カロア体によれば (26)

のような公式 l 本で結果が出るという意味でカ吊ロ

となる.

ることもできる.

はなく，アびいきである筆者にはすっきりしているように

思えるが，客観的にみるとここまでは本質的な差

ガロア体の拡大とし、う概念を利用す

ると (23) のように n 変数の多項式で m 個つくる

ミれらを l 変数の 1 つの多項式にまと

め上げてしまうことができるのである [6]. 拡大

という概念は体論固有のものであるため，

うな発想はブール代数の中 Iこは生まれてこなかっ

文献の存在している点全体を R， それ以外の点

全体を .R =GF(2) π-R として置くと ，.R の中の

点に対する写像はまったく自由であるから以上の

解析の中でこの自由性を利用することができる.

はないといえよう.

とこるが，

たとえば多項式 (25) の高次の項を切り捨てる

(ちょうど要因配置実験で高次の交互作用効果を

無視するように)といったことが司.能である.

このよ

のでなく，

し

かしそのときはもはや (26)の公式は使えない.未

定係数法の原理にしたがって GF(2) 上の連立一

次方程式を解くことによって係数 aijk! を決めね

たのである.

キーワード縮約

ハッシングというのは，たとえば部品コードと

ハッシング，例 3

ばならないだろう.

(25)(26)の公式をそのまま使うためには， R の

点はすべて GF(2)慌の原点 O に写像するという約

か学生番号など人聞にとって意味のわかりやすい

その桁が多くなり過ぎるた

コンピュータの中で、それをコンパクトな情報

コード化をすると，

オペレーションズ・リサーチ

め，
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束にしておくと， (26) で L;"" L;."L;官の意味をふ

(x， ωが R の所だけを動いて加えるということに

しておくと以上の解析はそっくりそのままでよい

ことになる.

キーワード縮約のもう一つの特徴は，これが多

くの桁を少ない桁に締約することだけが目的なの

だから，各文献の表現ベクトルを GF(2)叫のどの

点に写像するかはまったく自由に選べるというこ

とである.この意味での自由性はどのように利用

したらもっとも良いかといった決め手はいまのと

ころ見当らない.

さてハッシングやキーワード縮約のような情報

圧縮の原理は，人間に解りやすい冗長度のある情

報をコンビュータで処理しやすいコンパクトな情

報に圧縮することであるが，コンピュータで処理

した後で、人間の言葉に戻す必要，つまり逆変換も

必要である. (従来のハッシング法はこの逆変換が

不可能であった). 

この逆写像をつくるためにはいままでの GF

(2)π と GF(2)m の役割をかえさえすればよい.

つまりハッシングやキーワード縮約のためには正

変換用の関数f と逆変換用の関数f とを (25)(26) 

の方法で別々につくっておけばよいのである.

例 4 漢字プリント:例 3 の逆変換でみたよう

な小さな空聞から大きな空間への写像は，漢字プ

リントの問題にも有用な方法を与える.

漢字をたとえば50x 50の細分されたマス目の白

黒で印刷するためには， 50 x 50=2500ピットの情

報で漢字を記憶しておかねばならない.漢字はせ

いぜし、 10000 (豆 215 ) だから， 15 ピットもあれば記

憶できるはずである. したがって GF(2)15 から

GF(2)2削への写像関数を (25)(26) にならってつ

くれば良いことになる.
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数理パズルを楽しもう(10)

問題勝手な形の長方形ABCDがあります.これを

2 本の直線で 3 片に切り分け， うまく組み替えて正方

形にしたいのです.どのようにすれば，よいでしょう

か.ただし長方形の検

の長さは，縦の長さの 4

倍よりは短いものとしま

す. 口

[7月号(440ページ)の解答〕同じ大きさの 2 つの正五

角形を，図 a のような配置にかくのがポイントである.

すると， 2 辺の重なり合った部分として，線分ABがで

きるが.これを i 辺の長さとする 12個の正五角形が，簡

単な作習で図 b のようにできる.これから，図 c のよう

な切り抜きをつくれば，それが求める展開図である.こ

の作図の証明は初等的なので，省略させていただく.

なお3 この問題は高木貞治先生の著書( 1 J からヒン

トを得たものである.

( 1 J 高木貞治，数学小景，岩波書店， 1943. 

(中村義作信州大学工学部)

1978 年 8 月号
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