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組合せ理論の応用について

組合せ理論とよばれるものは非常に広い分野に

わたっているが，筆者には 3 つの分野に大別され

ると思われる.

第 1 はいわゆる順列組合せとよばれるものの延

長で，ある条件に合う組合せの総数を数えるとい

う問題である.この分野では生成関数とかポリア

の定理などの基本的な方法はあるが，むろん個々

の問題でさまざまな工夫が必要である.いずれに

しても組合せの中での同型性の識別という問題

を解決することが先決で，その一つの突破口とし

て，置換群を利用したのがポリアの定理である

[IJ. 

第 2 はいわゆる離散的最適化の問題で，スケジ

ューリングやネットワーク問題，集積回路のレイ

アウト，オセロなどのゲームでの最適手の発見，

などで各組合せになんらかの評価値が考えられて

いてその評価での最適値をもっ組合せを探し出す

問題である.この分野がORにもっとも広い応用

をもち，整数計画法分岐限定法などの多くの技法

が考えられているが，問題の規模π に対して解を

得るための手聞が n の多項式以上のオーダー，

たとえば♂とか n! とかになる可能性が多く，こ

のような指数的なオーダーになる場合は大きな n

に対しては現在のコンピュータを用いても不可能

とみなしたほうがよいと考えられている.この分

野ではNP完全性の議論が基礎論的な意味で重要

な働きをしている [2J.

第 3 の分野は構成問題とでもよばれるべき問題

で，ある条件を満たす組合せ構造の性質を調べた

り，その組合せ構造を実際に構成するアルゴリズ
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ムを研究したりする問題で，ディジタル情報処理

の分野などに広い応用をもっている.

この特集で問題とするのは主として第 3 の分野

で， OR学会の研究部会「組合せ理論の情報科学

への応用J (昭和引， 52年度)の中で取り上け。られ

た問題のうちとくに一般向けでしかも独創的な輿

味ある内容をもった話題を選んで、それぞれ担当の

方々にわかりやすく解説していただいたものであ

る.

この第 3 の分野が一般にあまりなじみのない方

が多いと思われるのでその概要を簡単に述べてお

きたいと思う.

1. 直交実験の構成

この第 3 の分野の組合せ論が実用の場に適用さ

れた最初の例は，実験計画法くわしくは要因配置

実験における直交表の利用であるとみることがで

きょう.これは周知のように R. A. Fisher や F.

Yates によって農事試験の場で創始されたもので

あるが，工場実験でもシミュレーションなどにも

利用可能であろう.

たとえば化学反応の工場実験で，製品の品質や

収率などの特性値に影響を与えるさまざまな因子

が考えられる.たとえば触媒という因子に対し

て，既製の触媒を使う，新しく開発された触媒を

使う，触媒を使わないといったような実験条件を

規定するものを水準とよぶ.また反応温度という

因子に刈して3000 ， 400 0 , 500。なる水準が考えら

れるなど.ちょっとした実験で、も考えられる因子

はすぐに 10や20に及ぶものである.
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この場合，仮りに因子数が 12で各因子が 3 水準

であったとするとき，あらゆる水準組合せについ

て実験を行なう(これを仮りに完全実験とよんで

おく)と，実験回数は 312 =531441 となるので，と

ても実現できない. そうなると多くの技術者は

(あまり重要でないと思われる)し、くつかの因子の

水準を適当に固定して実験回数を少なくしようと

するが，これだと偏った情報しか得られないこと

になる.

このようなとき，できるだけ少ない実験回数で

必要な情報を得るためにはどのような水準組合せ

について実験をすればよいかということが実験計

画，つまりデザインの主要な数学的問題となって

くる.

必要な情報といっても，これはデータの構造式

としてどのような仮定を置くかに依存するが，一

般に交互作用(たとえば [6J) のない構造式を仮定

するときは，つぎのような条件をもっ水準組合せ

がよいことが知られている.

いま因子が m個あるとしてこれを Fl> ・・・ ， Fm 

としよう . Fi の水準数が Si 個あるとして ， Fi の

水準番号を Xi であらわす，的は1， 2，・ Si の

いずれかの番号をとるものとする.このとき l 回

の実験をあらわす水準組合せは [Xl> ・ XmJ と

書けるわけであるが，このとき，どの因子対に対

しでもその中の水準番号の対が同一回実験されて

いるような実験の集合を強さ 2 の直交実験とよ

ぶ.つまり実験の集合をXとするとき，すべての

れ j(i手j) に対して，

{[Xl> … ， X隅]εX: ♂i=α， Xj=゚ } )
 
-(
 

なる集合の大きさが α や戸によらず一定である

とき X を強さ 2 の直交実験とよぶわけである.

Fisher 等はこれと同等のことを直交表という

記号の配列された表を用いて実現していたが，い

ずれにせよ，直突実験をつくることは(1)のよう

な条件をもっ記号の配列Xを構成するという組合

せ論的構成問題となる.なおすべての因子対に対

して 2 因子交互作用が考えられる場は強さ 4 の直
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受実験(つまり，どの 4 つの因子の水準番号 Xi，

町， Xk， Xt に対しでも(1)のような条件が成り立つ

実験)が必要とされる.また一部の因子対にだけ

交互作用が考えられる場合には部分的に強さ 3 な

いしは 4 の直交実験が必要とされる.

2. ガロア体の導入

このような問題は，この特集のはじめの論説

「組合せ理論の応用への入門J (今後[IJ として

引用)にあるように，各因子の水準数Siが同一で

ある乙きはガロア体上の線形代数の問題として解

くこ乙ができる.ガロア体の説明は[IJにくわし

いが，実数と同ーの四則演算をもっ代数系で有限

集合であるもの，つまり有限体であるといえばよ

し、.

直交実験の構成といった組合せ問題もこのよう

に数学的表現がひとたびできると問題はきわめて

取り扱し、やすくなり，さまざまな発展を生むのが

常である.この場合もガロア体上の射影幾何での

直線iJ'， 2 因子交互作用に相当する概念となり，交

互作用の一部が考えられるときにどのような直交

実験をつくればよいかという問題にきわめて有効

な手段を提供している.

現在ではガロア体上の射影幾何の点や直線を構

成する効率のよい巡回的アルゴリズムがつくられ

ているため，実験計画のデザインもコンピュータ

による自動化が可能になりつつある段階であると

いえよう [3J.

3. 誤り訂正コード

宇宙通信やコンピュ{タの設計などで誤り訂正

コードの研究が重要な役割を果たしている.情報

にう :H、コード化をして送信したり記憶したりす

ると誤りが多少起こってもこれを自動的に訂正す

ることが可能になるのである.

たとえば通信の問題を考えると，情報源から毎

秒mピットの情報が出現し，送信能力が毎秒 n ピ

ット (m<n)であるとしよう.このとき {Q， 1} の
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m次元空間(これを {O， !}m と書く)のベクトル t

を {O， !}π の適当なベクトル X にコード化し ， X

を送信する.受信されたベクトルは誤りを含むの

で， X そのものでなくが(ε{O， l} n) に変化して

いるが，どから t を推定することをデコードと

よぶ.

このときどのようなコードイヒをし，どのような

デコード方式をとれば与えられた m， n に対して

正しくデコードされる確率を最大にできるか，あ

るいはたかだか e 個の誤りまでは訂正できるか，

という問題の研究が誤り訂正コードの課題である

といえよう.

この問題も {O， 1} を大きさ 2 のガロア体 GF(2)

(•[ 1])とみなして， GF(2)上の線形代数の問題

として考えることによって多くの重要な課題の解

決をみたのである.これはちょうど水準数が 2 で

ある場合の直交実験の問題と数学的にはまったく

同様の問題となるのである.したがって実験計画

法の研究者の多くが同時にコード理論の研究者で

もあるといえる.

両者に共通でいまだ一般的には未解決である数

学的難問は最大 t-独立集合の問題というもので，

これは， GF(s)(大きさ s のガロア体)上の n 次元ベ

グトル空間の中にベクトルの集合X={Xl， X2， …，

Zγ} があるとき，その中のどの t 個も l 次独立で

あるとき X を t-独立集合というが， 大きさが

最大である t-独立集合を求める問題である.これ

は実験計画の問題では， たとえば t=3 なら交互

作用は主効果とは交絡しないという条件のもとで

一定回数の実験でできるだけ多くの因子を許容で

きる直交実験の構成に相当し，コード問題では，

たとえば t=4 ならたかだか 2 個の誤りは必ず自

動的に訂正できるという条件で情報ビット数の最

大なコードの構成に相当している.

4. ブロ・y クデザイン

直交表とならんで有名な実験計画法の道具にブ

ロックデザインなるものがある.その代表的なも
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のが BIBDでこれらについてはこの特集の第 2 の

論説「ブロックデザインと符号J (今後 [II] と引

用)にくわしい説明があるが，ここでは身近な例

で BIBDの説明をしておこう.

いま 7 人 {O， 1,…, 6} でマージャンを 7 回戦

やるとき，

( i ) 誰もが同数回出場し

( ii) どの 2 人も同数回顔が合う

ような組合せをつくれとし、う問題が与えられたと

しよう.

これに対して表 1 のような組合せを考えれば，

ここでは確かに誰もが 4 回出場し 表 1

どの 2 人も 2 回ずつ顔が合ってし、 i 0 2 3 4 i 

ることがわかる.表 l は {O， 1,…, I 3 4 5 I 

6} とし、う集合の大きさ 4 の部分集
2 4 5 6 i 

合が 7 つあってこれが条件 (i)(ii) '4 6 0 I 

を満たしているものであるとみる

ことカ2で、きる.
6 I 2 3 

一般に BIBD とは大きさりの集合 β={ω1，…，

ω。}の部分集合(これをとくにブロッグとよぶ)

Bl( 三Q) の系 B= {Bl> …, Bb} があって，

IBII=k, 1;亘 1壬b (2) 

l{l: Bl3ωi ， BI ヨωj， 1;壬 l~玉 b}1 =ん iキj (3) 

なる関係を満たすものをいうのである. (3) の条件

は上の例では条件(ii) に相当している. (実は条件

(i) は( ii) が成り立てば必然的に成り立つのであ

る)上の例では v=b=7， k=4， λ=2 に相当し

ている.

条件 (3) は Q のどの 2 つの元 ωむ叫に対しても

これらを共に含むブロッグ Bl がちょうどえ個 B

の中に存在するとし、う条件で，強さ 2 の条件とで

もよばれるべきものである. (そうすると必然的に

強さ 1 の条件， l{l: Bl3ωi， 1 ~玉 J亘 b}1 =一定，

が成り立つのである. ) 

(2) および強さ 1 の条件が成り立っていて (3) の

条件が部分的に成り立つものを PBIBD (partial 

BIBD) とよんでいる.また (2)および強さ 3 の条

件を満たすものをチデザインとよんでいる. (こ
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の意味で BIBD のことを 2-デザインとよぶ場合

もある. ) 

これらのものを総称してブロックデザインとよ

んでいるのだが， [II ]ではこれらのブロックデザ

インを用いて，性質のよいコードが構成しうるこ

とを示すもので， とくに 3-デザインを用いたコ

ード構成法はきわめてユニークな発想である.い

ずれもまったく予備知識のいらない初等的で筒潔

なアルゴリズムでつくられることに興味がある話

題である.

5. 有限幾何

ガロア体が実数と四則の性質を同じくするとこ

ろから，実数上の n 次元ベクトル空間と同様にガ

ロア体上の n 次元ベクトル空間なるものが考えら

れ，この中での点や直線も実数の場合と同様に考

えることができる.しかし実数の場合と異なり，

連続性や順序性はなく，すべて有限離散であるこ

とから，このような幾何学を有限幾何とよんでい

る.

有限幾何には上記のような普通のベクトル空聞

を考えるもの(これを有限アフィン幾何という)，

さきに実験計画のところで触れた有限射影幾何と

が考えられる. いずれの場合も点全体を β と見

て，直線を点の集合と考えこれをブロックとみれ

ば，直線全体は ;(=1 の BIBD となることは容易

にわかる( 2 点を通る直線は唯 l 本あるという性

質が条件 (3) を満たしている). 

平面全体や立体全体などもやはり BIBDを構成

しているが，いずれにせよ有限幾何は組合せ論の

中で重要な役割を果たす.とくに有限幾何はガロ

ア体の演算で構成できるため，ブロックデザイン

を構成したりそれを情報処理に応用したりするの

にきわめて好都合なのである [4J.

6. ファイリング

情報を記憶しておいて必要に応じてそれをとり

出すのが情報検索である.この場合情報の構造は
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データ・ベースなどのように複雑なものや，単な

る文献検索のように比較的簡単なものなどいろい

ろ考えられるが，もっとも簡単なものがキーワー

ド型とでもよばれるべきものである.

これは各情報単位(たとえば文献)がいくつかの

キーワードによって特徴づけられている場合であ

る.つまりキーワード全体を .Q={ωb …，的}と

するとき，各文献 j は Q の部分集合 Aj (~.Q) に

よって特徴づけられている.

このときもっとも原始的なファイルは sequen­

tial ファイルとよばれるもので，これは At， A2, 

…, A.N ( またはこれらに付随する個別情報)の順

に記憶しておくものである. これに対して質問

r={的}がくれば，的をもつような，つまり Aj

B的となるような，すべての文献 j をアウトプ

ットするのが検索である.

sequential ファイルは検索のときに l つ l つ

searc:h してゆかねばならないので時聞がかかる.

そこで的をもっ文献を全部あらかじめまとめて

叫というバケットに入れておくのが転置ファイ

ルとよばれるもので， ωh …， ω旬の各キーワード

に対するバケットをもつものを 1 次の転置ファイ

ルとよぶのである.

1 次の転置ファイルをもっていれば，キーワー

ド l つだけからなる質問，つまり 1 次の質問 r=

{ω包}には search なしで答えられるが 2 次の質

問 r={的， ωú に答える，つまり A;;;:?{曲力的}

となる J を見出すには，若干の search が必要と

なる. この場合には 2 次の転置ファイル，つまり

すべての 2 つのキーワードの組合せ倒的に対し

てこれらを同時にもつ文献をまとめて倒的とい

うパケットに入れておくファイル，をつくってお

かね iまならない.

この 2 次の転置ファイルの改良型として， R.C.

Bose 等はえ=1 の BIBD を用いることをすすめ

ている.これは簡単にいうと BIBD のブロック

B! に対して B!nAj が空集合でないような文献 j

を B! に対応するパケットに入れておくというフ
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ァイル方式で、ある.こうすると 2 次の質問に即座

に答えられてしかも 2 次の転置方式より冗長度

が減少することがわかるのである[4]. 

なお広島大学の山本純恭教授等は，グラフ理論

における claw分割!の概念を適用して， (ある条件

のもとで)もっとも冗長度の低い，したがって

BIBD のよりもよい，ファイル方式を提案してい

る [5J.

情報検索の問題から CR性という組合せ的問題

が問題となるのだが，その本質的解明としての決

定版ともいえる理論の解説が第 3 の論説 rCon­

secutive I 's property についてJ (以後 [IIIJ と

引用)である.ここでCR性の情報検索としての

意義についてちょっと触れておこう.

[班]の図 I (490 ページ)で a， b, c, ・・・などは

文献で， A , B, C，ーなどはキーワードであると

考えよう.図でたとえば， b 行 E 列が l であるが

これは文献 b がキーワード E をもっていること

を示し b 行D 列が O であるのは b が D をもっ

ていないことを示す.

コンピュ{タにおけるテープとかディスクとか

いう大容量記憶はその構造がどうあれ検索という

見地からみれば本質的に 1 次元的である.そこで

a , b , c， …という文献を 1 次元的に並べるとき

どのような順序に並べれば(各キーワードによる)

検索がしやすし、かを考えると， 図 2 (490 ベージ)

のように並べてあれば，どのキーワードで検索す

る場合でも該当する文献が連続して並んでいるか

ら 1 次元的記憶装置から取り出す時聞が圧倒的

に速くなる. もっとも現実の文献とキーワードの

場合全体がCR性をもつことはきわめてまれであ

る.そこでCR性をもつようなグループに分割す

るにはどうすべきかといった問題に発展してゆ

く.

7. グラフ理論と言語解析

一般に質的な問題を取り扱う場では，言葉や概

念構造の分析がきわめて重要な役割を果たす.た
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とえば上記の情報検索などを実際の場に適用しよ

うというときには，キーワードの選択の良否が決

定的な影響を与える.このような分野に 2 部グラ

フの分割理論を導入した新しいアイディアの解説

が r 2 部グラフの分割理論を利用した概念構造決

定法J ([IVJ) である.

この 2 部グラフの分割の理論は，大規模なシス

テム分析などによくあらわれる，大規模方程式系

を分割して解く方法に用いられたのが最初で、あっ

たと思われる.たとえば未知数叫が方程式 Ii の

中に含まれていれば点的と方程式 Ii とを結ぶ校

があるとして，未知数と方程式とを対比する 2 部

グラフをつくり，この 2 部グラフによく知られた

最大マッチングアルゴリズムを適用することによ

って，これを半順序ク守ループに分割し，大規模な

方程式系をいくつかの比較的小規模な方程式系の

連鎖に分解して解こうという試みである.

この方法を言葉と対象という 2 部グラフに適用

しようという試みが [IVJ であり，この分野での

新しいきっかけをつくるのではないかと期待され

るものである.
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