
フォーラム

賭けの数理- 1 

賭けというものは，フェルマー，パスカルの昔以来，

確率論の発展と密接な関係があった.しかし最近では確

率論はすっかり上品な数学となってしまって，賭けなど

とはあまり関係をもたなくなっている.しかしながら，

賭けの問題の中には，依然として数学的にも輿味ある問

題が存在しているのであり，逆に数学的な定理の中には

応用上も有用な結論がふくまれているのである.ORの

観点からしても賭けの数理は，単なる[遊びごと」では

ないはずである 以下数回にわたって，賭けの数理に関

する，いくつかの話題について述べようと思う.

1.定式化

いま賭け betting の問題をつぎのように定式化する.

賭けの参加者 player は，し、くつかの可能性について選

択を行なうことができるとする.賭けを行なう対象をこ

こでは「くじ J lot とよぼう. r くじ」には l から p まで

のものがあるとする. r くじ」は[賭け方J をあらわして

いるのだから，たとえばルーレットならば「赤J r黒 J 1 奇

数J r偶数j あるいは 11 番 J 1 5 番」というようないろ

いろな|くじJ があると考えられるのである.賭けの結

果 outcome は l から q までのいずれかの「目 J number 

で表されるものとしよう.いま 1 本のくじの価格を l と

し， J番の「目」が出たとき ， i番の「くじJ 1 本につい

て fりという「配当， dividend が，与えられるものとす

る.ただし rij注 0 すなわち l マイナスの配当J はない

ものとする.しかしながら， くじの価格が 1 だから ηJ

< 1 ならば，参加者にとって損失が生ずることになる.
ここで参加者はどのくじでも，任意の本数(小数単位

でも，また無理数本で、も)買うことができるものとする.

いまj番の目が出る確率をわとしよう，そうすると i番

のくじから得られる配当の期待値は，

I: 1'íj ρ1 

となる.

いま v=max I: 1'勀 ，めをこの賭けの価値 value と
j 

よぶことにしよう.そして，

り>1 のときを有利な favourable 賭け

71=1 のときを公平な fair 賭け

Uく 1 のときを不平[\な unfavourable t~け
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とよぶことにする.

これから考えるのは一定の金額をもってあらわれた参

加者が，どのようにくじを買うべきかという問題であ

る. ただし参加者は確率 Pj を知っているものとする.

このような問題の設定では， )出けは何人かの参加者の

聞で行なわれるのではなく人の賭博者と胴元との聞

で行なわれることになる.また賭け金の率は，最初]から

定まっていて，どう賭けるかによって変わることはない

ものとされている.これらの仮定は変えることもできる

し，また後にはこれを変えた場合も考慮する.

またここで「くじJ をいくらでも細かく買うことがで

きると仮定したことは，現実的ではないと思われるかも

しれないが，数学的とり扱いの便宜上こう仮定する.

2. 賭けの戦略と martingale

ここで参加者の賭けの戦略 strategy を考慮しよう.

それは ρ本のくじへの賭け金の配分を定めるものであ

り ， k 回目に全持ち金のうちで，第i 番目のくじに投ずる

金額を Zkí i =1 ， ー ， jうとしよう.いま k 回目に賭ける

ときの所持金額を Xk - 1 とすれば，いうまでもなく，
p 

I: Zki 孟 Xk - ，
i=l 

とならねばならない.

p 

ZkO= X k- ,-I: Zk� 

とおくと，この値は手許に残しておく金額をあらわして

し、る.

いま確率変数 Çkj ，をつぎのように定義する.

i;kj=1 k回目の賭けでj という目が出たとき

=0 その他

{ﾇkj} k=I ， 2 ，・・田 e ・・は互いに独立であると仮定する.

そうすると，向日l 目の賭けの結果 所持金額は，

p q 

(2.1) Xk= ZkO+ I: I: Zki 1"ij i;kj 

となる.これは，

(2.2) Xk=X，ト，+I: I: Zki (1"ij一 1) i;kj 
t J 

とあらわすことができる.

参加者は賭けの金額の配分をつぎのよろな形の関数に

したがって定めるものとする.
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Zki=(!>kt (Xk-tl i=l , "'， ρ ; k=I ， 2 ， ・・ <Pki註0 件と L て，

Z ゆ'ki手 l

J!荷けの戦略とは，このような関数の列{仇けのことで

あると考える.

これを (2.2) に代入すると，

(2.3) Xk=Xk - 1 十 L:L:φki (X，ト 1) (rij 一 1) ﾇki 
i j 

となる.

このことから Xk- 1 を与えたときの Xk の条件付期待

値が，つぎのようにあらわされる.

(2. 4)E(Xk I Xk-¥) =Xk-1 + L: (L: rij ρjー 1 )<Pk;(Xk-1) 

したがって「不利なj 賭けにおいては，どんな戦略の

もとでも常に，

(2.5) E(XkIX，ト1)<Xk- 1

となる.したがってまた，

(2.6) E(Xk ) くE(Xk - 1 ) < ・ <X，。

となる.

「公平な j 賂けにおいても，

(2.7) E(XkIX，ト tl 話Xk- 1

E(Xk ) 孟E(Xk-tl 壬・・・三五X。

が成り立つが，ここで <Pki を，

(2.8) L:t'ij Pj< 1 ならば <Pki=O
J 

とし、う条件を満たすように定めれば，

(2.9) E(X，λI Xk-1) =Xk-1 

E(Xk)=E(X，ト1)="'=X，。
となる.

さらに I有利なJ 賭けにおいてもゆμ を，条件 (2.8) を

満たすように定めれば，

(2.10) E(XkIXトtl > Xk-1 

E(Xk) >E(Xk-tl > 田・・ >X，。
となる.

実確率変数の系列 X" X" . ・が，条件 (2.9)を満たす

とき，それをマルチンゲーノレ martingale という.また

は.7) (2.10) を満たすような系列はそれぞれ，劣マノレチン

ゲーノレ submartingale，優マルチンゲーノレ supermar

tingale とよばれる. martingale の概念は P.Lévy に

よって導入され， Doob によってくわしく研究されたが

後に見るように， )情けの数理にとってきわめて重要な意

味をもっている.

3. rよい戦略」の意味

しかしながらmartingale(あるいは劣，優martingale)

の関係式は，どのような戦略を取っても，公平な賭けな

ら損得なし，不公平な賭けなら損，有利な賭けなら得を

するということを示すものではない.

いま公平な賭けの場合を考えよう.ここでより強い条
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L:rij Pjニ i=l ， …， ρ

となる場合を考えよう.このときは賭けは完全に公平

completely fair とよばれる. この場合どのような戦時

をとるとしても，

E(XkIXk-1) =Xk-1 

E(Xk)=XO k=I , 2, ••• 
となる.

いま戦略の中で，

(3.1) 仇;(X.トtl=CiXk-1 i=I ,"', p; k=I , 2, … 
れ> 0 , L: ci三玉 l

となるものを定比配分戦略 constant ratio strategy 

とよぶことにしよう.そうすると (2.3) から，

Xk=X，ト 1+ (L: L:ci (rij-1 )ﾇkj)Xk-1 , J 

となる方、ら，

Yk=1 +L: 4c;(rij ー 1 ).fkj 

とおけば，

E( 九)=I+ L: 子c;(rij 一 1)か A

となる.ところで，

Xλ=YkXトI=Yjι Yk - 1 ・・・ Y1 XO

となるから，

log Xk=log XO+ (log Y1 + 一 +log Yk) 

となる.ところが Jensen の不等式により，

μ=E (log Yk ) 孟logE(Ykl=O

となり，かっ九三 1 の場合以外は μ<0 となるから大

数法則により，確率 I で，
η 

L: log Yj.jnー→μ
k=1 

となるから，
n 
L: log Yk一→ー∞
k=1 

n 
(3.2) logXn=logXo+L: log Yk一→ー∞

k=1 

Xn一一→ 0

となる.つまり定比配分でいつまでも賭けをつづけてい

れば完全に公平な賭けの場合でも必ず全額を「すって」

しまうことになる.

ここで，すべての n について E(Xn)=X，。

であるにもかかわらず， Xηー→0 となることは 一見矛

盾をあらわしているようであるが，このことは n が大き

くなると，ほとんどすべての場合について Xη は非常に

小さくなるが，小さい確率で非常に大きいil1îをとり得る

ことになる.

n者けの常習者はつねに財産を失ってしまうか，その途

中では，大きな財産をつくることもあるということは，

確率論的にも説明がつけられることのように思われる.

なお公平な賭けの問題については次回にも述べる.
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