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微分不可能な関数に対する数理計画法(1 ) 

福島雅夫

などの凸関数の最小化法や，それらを非凸関数にも適用

1.まえがき できるように改良した Mifflin [20J , Feuer [8J , Goldｭ

stein [IIJ などの方法が考案され，実際問題に対する

これまで数理計画法，とくに非線形計画法において日 数値解法の面でもすぐれた研究がなされつつある.さら

的関数あるいは制約関数の微分可能性の仮定は本質的な に，特殊な構造をもつある種の問題に対しては，その特

役割を演じてきた.実際，ラグランジュの未定乗数法や 性を考慮した解法も開発されている.しかし，残念なが

Kuhn -Tucker の定理など最適性条件に関する諸定型E ら，さきに述べた理論面で、の研究に比べ，応用商はまだ

[18J や，ニュートン法，共役勾配法，最大勾配法およ 一歩遅れている感がぬぐ、えないように思える.

び勾配射最長法，一般縮小勾配法などの代表的な最小化子 そのような現状をふまえたうえで，本稿では微分不可

法 [17]は，ほとんどすべてが関数の微分可能性にもと 能な最適化問題に対して現在までに得られている主要な

づいている. 成果の概説を試みることにする.まず次章では，実際上

しかし，つぎの章にみるように，応用上よくあらわれ よくあらわれる微分不可能な最適化問題のいくつかの例

るいくつかの間題は，なめらかでなしりすなわちすべて を示す.第 3 章では凸関数の準勾配および非凸関数のー

の点では微分できない関数を用いて定式化されることが 般勾配の定義とその諸性質を述べる.第 4 章では代表的

知られている.そのような実際上の必要性と，さらにそ な最適化アルゴリズムを紹介する.なお，問題の本質に

れ自身の理論的興味と相まって，近年，微分不可能な最 対する理解を深めるために第 2 章および第 3 章の記述を

通化問題を取扱った論文や報告が多く見られるようにな ややくわしくした.そのため，第 4 章ではいくつかの慕

っている.そこで，まず現在までの研究の流れを簡単に 本的な方法を解説する，いわば少数重点主義をとらざる

ふりかえっておこう. を得なかったことをご了承いただきたい.

初期の頃(1960年代)の傾向は，微分可能性の仮定をと

りはずすかわりに関数の凸性を仮定することであった 2. 各種の微分不可能な最適化問題

つまり ô関数は任意の点て、準勾配(subgradient) をもっ

とし、う事実 (3.2 節参照)に着目することにより，微分i1j" この濯では，微分不可能関数を含む問題として定式化

施な場合において得られている多くの結果が拡張され される最適化問題の例を利介しよう.

た.その成果は 1970年に RockafelIar [28J によって集

大成され，その後もこの方 I('Jに沿った研究が進められて 2. 1. 大規模数理計画問題

いる.さらに，凸関数のー幣勾配の概念を非1"1関数にx;j し つぎの資源配分問題 (Resource AlIocation Pro-

て拡張した一般勾配 (generalized gradient) なるもの blem) を考えよう.ある製品を生産するシステムがあり，

が 1975年に Clarke [3J によって定義された.それ以 1FT それは N 個の部分システムからなっており，生産に要す

にも Pshenichnyi [27]によって類似した概念が考えら る諸資源の量はシステム全体で b=(九 "， bM ) だけ所有

れてし、るが Clarke のほうがより一般的であって，それ しているとする.ただし ， bj (j =I ，ー ， M) は第 j 番目

以後，かなり広いクラスの問題に対しでも古典的な定理 の資源の所有量をあらわす さらに，第 π部分システム

の多くが一般化できることがわかってきた. の生産水準をベクトノレ内であらわし， 生産費用関数を

他方，理論面での発展と平行して，準勾配を利用した fn(♂η) で，所要資源量をベクトノレ値関数 gn(Xn ) で，シ

Polyak [25. 26J Bertsekas と Mitter [2J. Wolfe [32J ステムの技術条件などによって定まる内の許容集合を
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図 2.1 2ーレベル・システム

Xη であらわすことにする.そのとき， 与えられた資源

量のもとで，システムの総生産費用を最小にする問題は，

つぎのように書ける.
N 

min I:f，η (Xn ) 
η=1 

(2. 1) 

N 

s. t. I: gn(Xn )孟b， Xn ε Xn (n=l ， ・ '.， N).
n=l 

さて，このシステムを図 2.1 のように 2ーレベノレ・シス

テムと考え，上位レベルから各サブシステムへ資源、量 h

を配分するものとすると，各サブシステムは与えられた

資源量のもとで生産費用を最小にしようと努めるであろ

う.その最小費用を h の関数として円(Yn) とあらわす

と，円 (Yn) は次式で定義される.

九(Yn) ニ min(ん (Xn ) ; gn(♂η) 手Yn ， Xn 己 Xη}

(2.2) 

そのとき，問題 (2. 1) はつぎの問題と等価になる.
N 

rnin I: vn(Yn) 
n=l 

(2.3) 

N 

s. t. I: Yn妥b.
η=1 

(2. 1) で，ん， gn が凸関数で ， Xn が r'!l集合なら，九

(Yn) は h に関して凸関数であり，さらにん， gn が一

次関数で Xn が凸多面体のときは，引は区分的一次関

数になることが知られている.しかし，そのようなもっ

とも簡単な場合でも，内(仇)は仇に関して微分可能で

あるとは限らないし，さらに， 'Vn の関数形を阪に得るこ

とも一般には困難で、ある.

それにもかかわらず (2.3) の形式化がしばしば採られ

るのは，側々の問題 (2 ‘ 2) は原問題 (2.1) に比べて小規模

であり，システム全体を詳細に記述することが非常に困

難な場合でも，部分システムにおいてはモデルを比較的

容易に記述でき，使用する計算機の容量や計算速度の面

からもモデルの解析が実行可能になることによってい

る.

このような定式化による問題 (2. 1)へのアプローチは，

たとえば Geoffrion [10J , Silverman [29J , Grinold 

[12J , Marsten et al. [19J らによって試みられている.
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2.2. 割当て問題

N例の仕事と N人の従業員がし、るとき，従業員 J が

仕事 i をするときの費用が Cij で与えられているものと

する.そのとき，各従業員に一つの仕事を割当て，しか

も各仕事には従業員のだれか 1 人が割当てられているよ

うなすべての割当て方のなかで，総割当て費用が最小に

なるようなものを見出す問題を割当て問題 (Assign­

ment Problem) という. この問題は， 以下のように定

式化できる.
N N 

min E 51ctJZZJ 
N 

S t EfzJ=l(何，"'， N)

N 

I: xij=1 (j =I ,"', N) 

Xij=O or 1 (i, j=I ,"', N) 

ここで，変数 Xij はつぎのような意味をもってし、る.

(1 従業員 j が仕事 t をするとき，
X，，= せ

リ (0 その他のとき.

問題 (2.4) は整数計画問題であるが，制約条件から Xij

=0 またはし とし、う条件を取り除いたLP問題の最適

解は自動的に整数解になることが知られているから，問

題(2.4) は条件， Xij=O またはしを除いたLP問題と等

価になる [30J. よって，その双対LP問題
N N 

max I:vi+I:Wj (2.5) 

s. t. Vi+Wj壬Cij (i, j= 1,… , N) 

(2.4) 

を解くことにより，割当て問題 (2.4) の最適解を得るこ

とができる.

問題 (2.5)から，変数 Wj を消よーして， つぎの等価な

問題を得る.
N N 

maxEuz+五叱in [CSj-vsJ (2.6) 

問題(2.6) の目的関数は区分的に線形な凹関数である.

2.3. 設備配置問題

ある地域に N 側の倉庫を新しく設置することを考え

る.ところが，すでに M 個の倉庫が設けられており，

新しい倉庵は全体的にみて，できるだけ均等に配置する

ことが望ましい.具体的には，新しく設ける倉庫の位置

を 2 次元ベクトノレ的(i=I ，"'， N) であらわし，すでに設

けられている倉庫の位置を 2 次元ベクトノレ的(j=I ，

N) であらわすとき，つぎの評価関数を最小にするよう

な九を見つける問題を一般多設備配置問題 (generali­

zed multi-facility location problem) とし、ぅ. (図 2. 2 

参照)
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図 2. 2 平面上の設備配置問題

ただし，切りおよび Vik は，与えられた重み定数て、ある.

11 ・ 11 は 2 点間の距離に相当する量をあらわすものであり

ノルムとよばれている.通常よ〈用いられるのはつぎの

2 種のノルムである.

Ilx-yll,= Ix,-y , 1 + IX2-Y21 , 

Ilx-yI12= ゾ (x，寸，)2千両戸瓦)2.

ここで， X=(X" X2) , y=(y" y2) である. すなわち，

Ilx-yll，は点 z と点 y の距離を座標軸に沿って測った

l，ーノルム(マンハッタン・ノルム)であり(図 2.3 (a) 参

J1W , Ilx-yl12 は}，?- x と点 y を結ぶ線分の長さをあらわ

す l2- ノルム(ユークリッド・ノルム)である. (岡 2.3 (b) 

参照)

ノノレムは一般に，正角ニ次r"l関数であるから，問題 (2. 7)

の目的関数は凸関数であるが，微分可能ではない.

設備配置問題は， (2. 7)の他にも種々の定式化が試み

られている.たとえば，

min [max(即日 Ilxi-ajll ， v川IXi-Xkll)J (2.8) 
i , j , k 

のようなミニマックス型の定式化も考えられる. 問題

(2.8) の目的関数も，やはり微分不可能な凸関数である.

問題 (2. 7)や (2.8) に関するさまざまのアプローチにつ

いては，たとえば[ [3, [6, 24, 3 [J で述べられている.

2.4. ペナルティ関数

つぎに，一般的な非線形計画問題

min f(x) (2.9) 

s. t. g;(x) 壬 o i=l ，' 一 ， 'tl

hj ( ♂)=0 j=[ ， ・ "， l

の最適解を見つけることを考える.ただし ， j~ g;(i ニ[，

", m ), hj {j=[，"'， l) が，問題 (2.9) の局所的最適解の

ある近傍で連続的微分可能であると仮定する. そのと

き，ある制約想定のもとで，つぎの制約のない問題の局

所的最適解は，パラメータ μ>0 が充分に小さければ，

問題 (2.9) のそれと一致することが， Pietrzykowski 

[978 年 5 月号

」 / 
x Z 

(al 1 ，ーノルム 11 x-y 11 , (b) 12 ノルム |l x y|12 

図 2.3 l，- ノノレムと l2- ノルム

[23J によって証明されている.

mlnμ f(x) +L: max [O， gi( ぉ)J+L: lhj ( ♂ )1
)=, 
(2. [0) 

問題 (2. 10) の目的関数は一種のベナルティ関数である

が，一般に用いられている SUMT [9J と異なるのは，
SUMT においてはベナノレティ・パラメータを無限にゼ

ロに近づけるか，または無限に大きくしなければならな

いのに対して， (2.10) ではパラメータを有限値として正

確な解を得ることができる点である.その意味で， (2. [0) 

は正確な (exact) ベナルティ関数とよばれてし、る [4， 7, 

[5, 33]. 

平手易にわかるように， (2. [0) は微分可能で、はない.さ

らに， (2. 10) の第 2 項および第 3 項をより一般的な関数

でおきかえても，正確なペナノレティ関数の望ましい性質

が失われないようなものが存在することが示されてい

る[ [J. その場合も， ベナノレティ関数は一般には微分可

能ではない.

つぎに，問題 (2.9) において等式制約が存在しない場

合を考えよう • f , gi は凸関数であると仮定すると，通

常のペナルティ関数法は，

min f(x) ーん (x) (2. [[) 

としてあらわされる.ただしは正のパラメータで，

関数 ht(x) は♂の凹関数で，

(0 gi(X) 壬 O(i=[ ，…， 1It) のとき，
lim hdx) =~ 
ド∞ l一∞それ以外のとき.

なる性質をもっ(より厳椛な理論は [9， 2[J などを参般

のこと) ところが，ペナルティ関数 (2. [1)は ， t が大き

くなるにつれて，悪条件の (ill-condi tioned) 関数にな

る.この難点を克服するために，つぎのようなペナルテ

ィ関数が考えられている [22].

maxht*(y)-f*(y) (2.[2) 

ここで fヘがs はそれぞれ j~ ht の共役関数 ([28Jを

参照)である.問題 (2. [2) が問題 (2. [[)と Fenchel の意

味で双対であること [2むから，問題(2. [2) を解くこと

により，問題 (2. [1) の解を得ることができる.さらに，

共役ベナノレティ関数は，ある条件のもとでを大きく
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図 3 ， 1 集合の凸包

していっても悪条件とはならないことがわかっている.

ところが，共役ベナノレティ関数 (2 ， 12) は ， j; ht が狭義

に凸であるような特別の場合を除いて，微分可能ではな

い関数である.

2.5. その他の例

以上，微分可能でない関数を含む最適化問題のいくつ

かの例を紹介してきたが，それ以外にも，応用上重要な

問題のなかにも微分不可能な問題として定式化されるも

のが数多くある.そのいくつかをあげれば，チェピシェ

フ近似問題など各種ミニマックス問題 [6]， グラブ理論

に関連して起こる n 次対称行列の閏有値のうちで大き

いほうから q~同 (q 三五 n) の和を， 行列の対角要素の関数

として最小にする問題 [5J，巡回セールスマン問題の近

似解を求める問題 [14J ， 多品種最大流れ問題 [14J な

ど多岐にわたって存在している，

jl ,r 11 • 

,'1 x' + 1 八 l' Y 'f 
ー
→
ー

トー
ノ

U
 

/
 
pj't'' 

jl ,\J: j , 1 入! yl 卜 --1 一一

一一一一一x 、r十( 1 入 }y y 

図 3.2 Rl 上の凸関数

は， s の凸包を co {ai ; i ε I}， ただし I={I ， ・・・ ， rn }, 

のようにあらわす.図 3.1 で，集合の凸包(斜線の部分)

の例を示した.明らかに，任意の集合に対して凸包は一

彦、的に定まる.

つぎに， Rη 上で、定義された実数値関数fを考えよう.

関数fは，任意の XERη， Y E Rn， および任意の実数

λE [0 , IJ に対して，

f px+(I- ，l )yJ 豆 ，lf(x) +(I- ,l )f(y) 

な満たすとき，凸関数(convex function) であるといわ

れる.図 3. 2 は ， R 上の凸関数の一例を示している.Ô

関数はつねに連続関数で、あることが知られてし、る.

任意の凸関数fに対して，任意の等位回(等高線)で閉

まれた集合

{x E Rn; f(x)手μi μ: 実数

は山集合になる.この集合は，しばしばレベル(level)集

3. 準勾配と一般勾配の理論と応用 合とよばれる.図 3.3 は R2 上で定義された ö 関数の

レヘル集合の一例である.ところがレベル集合が凸にな

3. 1.凸集合と凸関数 ることは，必ずしも関数の凸性を意味しないことに注意

河次元ユーグリッド'宅問 R凡の部分集合 C は， CI付の しておこう.

任~ru~の 2 }，!i、を結ぶ線分がまたじに合まれるとき， rl.11集合

(convex set) であるといわれる そのことは 3.2. 凸関数の準勾配

(1 ー ，l )x+勾と C， Vx 正 C， Vy ξC， V ,l E[O , I]. さて，つぎに凸関数の解析的な性質について説明しょ

が満たされることと同値である. う まず， 1 1<1 関数fが微分可能で‘ある場合を考えてみよ

さらに，任意の集合 S に対L て ， S を含む最小の 1 [11集 う.そのとき，任意の点 z において，つぎの不等式

合を S の 111 1 包 (convex hull) といい， co S であらわず f(y)-f(x) ミくマf(x) ， y-x), Vy ぐ Rn (3 , 1) 

とくに， s が有限個の点 ab ".， a川から伝っているとき が成立する.ここでマf(x) ERηt工 ， j の Z における勾

配ベクトノレであり， <・，・〉は R

苫Dl r 
j(yω什什)汁汁卜卜一一 一一一一一一一一一←一一一一一一一一 二二ニ 一

fρ1]'1 + 

く F町/，川附I 1, I y-X I >刈ト卜一一一一J矢\C~一一一一一一一一一一一

j( :r)卜一一一一入， ~~-:;;，;;-: 

~ 
x y 図 3.3 R2 上の凸関数

のレベル集合
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図 3.4 凸関数の勾配(微分可能な場合)

オベレーションズ・リサーチ

図 3.5 凸集合の支持超平面
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図 3. 6 凸|鶏数の准1-0何日(微分不可能な場合)

す. (3. 1) が常に満たされることは， 図 3.4 より|白一観的

に明らかであろう すなわち，点 z において f を一次

式で近似したとき，その近似値は真の関数値をとまわる

ことはない

さて，上の事柄を幾何学的に厳密に述べておこう.あ

るベクトル a~R" とある実数日に対して定義される集

合 H={x ε Rn; くa ， x)=日}は，~問 R" を二つの半明

間に分離する.一般に， このような集合 Hは超平面

(hyperplane) とよばれるが，とくに全空間がおのとき

は平面を R2 のときは!直線をあらわしている.いま，

Rn のある凸集合 C が， 超平面 H の定める半空間の一

方に含まれ， C の境界と H が共通点をもっとき ， H を

C の支持超半面 (supporting hyperplane) という. (図

3.5 参照)

ここで話合凸関数J にもどすと，不等式(け3.1刊)は和紡'1 1，ロd1北i

空|間剖 Rη肘+1 にJお4いて，点 z における f の一次近似式によ

り定まる超平両

H={(y， μμ=f(x) +(vf(x) , y-x) , y ヒ Rヘ

μE R} 

が， I~関数 f のエピグラブ (epigraph)

epi f={(y， μ) ;f(y) 主主 μ， y 己 Rn， μERJ 

(epi f は R'け1 の凸集合になる)と点 (x， f(x)) におい

て共通点をもっ支持超平面になっていることを意味して

いる.この事実は，図 3.4 と|文13.5 の鎖似性からも推測

できょう.

以上に述べてきた微分 11]"能な I~r対数に対する考察か

ら，一般の lリi関数に対しでも，勾配ベクトルと煩似の概

念を考えることは存必である.実際，任意の目l集合はそ

の境界上の任意の点において支持超平面をもっといろ事

実から ， R花上の凸関数f に対して ， R川 1 の点 (x， f(♂ ì)

において集合 epif の支持趨平面が ff在することがわか

る. (図 3. 6 参照)つまり，つぎの関係を満込するベクト

ルげ ε Rn が存在する.

f(y)-f(x)孟くx* ， y-x)， VyERn. (3.2) 
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図 3.7 レベノレ集合と準勾配

(3. 1) , (3.2) から谷易にわかるように， もし f が z に

おいて微分可能なら， (3.2)を満たすがは一意的に定ま

り，それが勾配ベクトノレマf(♂)にほかならない. 一般

的には， (3.2) を満たす計は一つだけとは限らないが，

勾配の一種と考えられるので，凸関数f の点♂における

準勾配(subgradient) といわれる .f の z における準勾

配全体の集合を àf(x) であらわす.集合 àf(x) は，任意

の♂において，有界で閉じている(すなわちコンパクト

な)凸集合であることが知られている.

ここで，準勾配の性質を少し異なった角度から調べて

みよう.点 z を固定して ， f のレベル集合 (y;f(y)壬

f(♂)}を考えよう.図 3. 7 は f が R2 上で定義されてい

る場合を示している.そのとき ， x における fの準勾配

Z本は， x におし、てレベル集合の法ベクトル (normal

vector) になっている. 凶 3. 7 において， 太い線分であ

らわした集合が，準勾配全体の集合 àf(x) である.準勾

配をこのように法ベクトノレとして捉えることは，次章の

最小化アノレコリズムの項で、役に立つで、あろう.

いままでは，凸関数の準勾配の概念を，幾何学的な立

場から解説してきたが，ここで少し解析学的な見地から

眺めてみよう Rn 上の関数f の点 z における，方向 d

iこ関する方向微分係数(one-sided directional deri vaｭ

tíve) は，

f' (.1: ; d) =lim [f(♂ +，ld) -f(x)J/ ,l (3.3) 

で定義できる.一般の関数の場合は，方向微分係数は常

に存在するとは限らないが'"f が凸関数のときは (3.3)

の極限が任意の♂と d に対して常に存在することが知

られている.さらに，凸関数の方向微分係数と準勾配の

あいだには，つぎの主重要な関係が成り立っている.

x* E àf(♂)∞任意の d に対して，

f'(x; d)註(x* ，d) (3.4) 

説明:式(3.2) において，百=x+ ，ld (，l >O) とおくと，

[J(x+ぇd) -f(x)J/え注くが， d)

を得る.上の不等式の左辺は，容易に確かめられるよう

に， えの単調減少関数であるから， (3.4) が成立するこ
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図 3.8 ""<'ックス型関数 f=max {j~， f~， J~} 

とがわかる. (証明終)

関係(3.4)から直ちに，つぎの関係式が得られる.

f'(x; d)=max {くお*， d) ; ぉ本 ε ðf(x)} (3.5) 

もし，関数 f が点 z で微分可能ならば，

f' (x;d)=<マf(x) ， d)

となることは明らかで-あろう.

ところで， f'(x; d) 註 0 であることは， 点 z から方

向 d に沿って関数fの値が減少しないことと等価であ

ることに注意すると， すべての方的'J d に対して f' (x;

d)註 0 が成立することは， x がfの同所的最小解である

ことと等価であるといえる.よく知られているように，

凸関数の局所的最小解は，大域的最小解でもあるから，

(3.4) の系として，つぎの結果が得られる.

o E �(x)�:;f(x) =min f(z) (3.6) 
ZER'~ 

つまり，関数fが z において最小値をとるための必要

充分条件は o が点 Z における f の準勾配になってい

ることである.これは ， fが微分可能の場合には ， fが

3 で最小になるとき， マf(x)=o となるという周知の事

実の一般化になっている.

さて，ここで，応用上非常'に有用な結果について述べ

ておこう.つぎのマックス型の関数(図 3. 8 参照)

f(x) =max fi(♂ (3. 7) 
ieI 

を考えよう.ただし ， 1 は有限個の添字の集合， たとえ

ば I={1 ， 2 ， 一 ， m}， とする.第 2 主主にあげた微分不可能

関数のほとんどのものは， (3. 7)の型の関数である.実

際問題の中にあらわれる(3.7)型の関数においては，大

抵の場合，各乃は非常に単純な関数(たとえば，一次ま

たは二次関数のような)であることが多いが， ここでは

fi は一般の凸関数であると仮定しておく.

そのとき， (3. 7)で定義される関数f もやはり Rn 上

の凸関数になる.

証明: Xh 3:2εRπ とスカラ - .l. (0 三五 A 孟 1 )を任意に選

ぶ.そのとき ， fの定義と各A の凸性より，

f[ ,lx 1 +(I- ,l )x2J=maxfi [，lX1 +(1 ーえ)x2J
ieI 
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孟 max{ .lfi(xd+ (1- ,l )ft! x 2 ) J 
ieI 

~.l. maxfi(x1) +(I-.l.) maxf;(x2) 
iEl ieI 

=.l..f(x1) + (1-.l.)f(X2) 
であるから ， f は凸関数である. (証明終)

つぎの公式は， (3. 7)において各 fi の準勾配が谷易に

社算できるときに，.fの準勾配を計算するための手段を

与えてくれる大変有用な公式である.

。f( ♂) =co (�i(X) ; i E I(x)} (3.8) 

ただし co は凸包をあらわし(3. 1 参照 )， I(x) は I の部

分集合 1(x) = (i E 1 ; .f(♂)=.fdx)} である.

証明:以下において ， A=co{�i(x) ; i E I(x)} とおく.

まず，

A={x本 E Rn; ♂*= L: μ iXグ ， Xi* ε ðfi(x)' 
ie!<x) 

Zμi=l ， μz詮 o}
2ε I(x) 

とあらわされることに注意しておく.

d を任意の (Rη の)ベクトルとする. 任意の実数.l. >o

に対して，らを添字集合 I(x+ .l.d) の任意の要素とする.

そのとき，集合 I の要素の数は有限個だから，ある添字

什 EI に対して iu=けとなるような O に収束する無限

数列(.l.けが存伝する.行正 I(♂)であることを示そう.

もし， i* ,$ I(x) ならば，I(x) の定義より fi*(.1:) <.f(♂) 

であり ， f(x+ .l.d) と .fi(x+ ，ld) は A に関して連続だから

はに関して凸であることに注意)，充分小さいんに対

して，

fi*(x+んd) <f(X+ ,lkd) 

が成り立たなければならない. これは， 作 =i'k E I(x+ 

.l. kd ) であることに反する よって，伊 E I(x) がし、える.

このことから，数列(.l.けに対して，

[f(♂ +.l.kd)-f(x)J/九 =[fi*(X+んどl)-fi*(x)J/九

が成り立ち， (3.3) より，

f" (x ; d) =.!i〆 (x; d) 

を得る.さらに， f(x) および I(x) の定義より，

[f(x+えd)-f(♂)J/.l.ミ [fi(x+ ，ld)-fi(x) J/.l. 

が任意の i E I(♂)に対して成り立つから， そのような i

に対して，

f'(x; d) 註 fi' (x;d)

でιちる. よって， (3.5) より，

f' (x ; d) =max{<x*, d> ; xネ Eðf(x)}

=max .fi'(x; d) 
iE[(X) 

が成り立つ.ところが，

max .f;'(x; d) ニmax ( L: μdi' (x; d) ; 
ie[Cx) ie[Cx) 

Z 的=1 ， μz孟 o}
ie[(X) 

(3.9) 

=max { L: μi max (<x人 d) ; 
ie[(X) 

xt* ε ðft! ぉ)} ; L:ん=1，灼注o}
ie[(x) 
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.r, 
Vf , 

図 3.9 f(x) =max(一 (x1 十 x2 ) ， -x1 +♂2 ， xd 

ニ max ( L: μzくx;* ， d) ; 
色 e[(X)

Z 向 =1 ， μz孟O， x;ネ ε aj乱 (x)}
ie[(x) 

=max(<x*,d);X*EA} (3.10) 

が導かれ， d は任意で、あったから， (3.9) および(3. 10) 

より，すべての d に対して，

max (くおヘ d); x* ε af(x)} =max (くx* ， d> ; 

x* ε A) (3.11) 

が得られる.さらに， af(x) はコンパクト凸集合であり，

すべての i に対して af;(叫がコンパクト凸集合であるこ

とから集合 A もまたコンパクト凸集合であるという事

xf ホ
エz

。1/[(0 ， 0) J 
1 [(0, 0) J c 11 ,2 , :11 V 1, 

af[(4 , 8) J 
1[(4, ~ì J 二 12 ， :11 

* x , 

(a) )
 

>
I
 
(
 

図 3 ， 10 (a) af [(O， O)J および (b) af [(4, 8)J 

(ーしかは関数値が増加する方向で・あることからも明ら

かであろう， ([辺 3.9 参照)この事実こそが，微分不可能

な関数の最小化において，決定的な困難をもたらす最大

の要閃である.

以上 3.1 節および 3.2 節では，凸関数とその準勾配

の諸性質を概説してきた.凸関数や凸集合の理論(いわ

ゆる凸解析の理論)についての解説は多くの書物におい

てなされているが，基礎理論に関する教科書として，と

くに Rockafellar [28J を参照されることをすすめる.
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