
特集・回帰分析 奥野忠一・

予測平方和による変数選択

1. まえがき

重回帰分析における変数選択は，古くて新しい

問題である.表 1 に示したような p 個の説明変数

.'(:1, X2 ， ・・・ ， Xp とひとつの目的変数 ν についての n

組のデータが得られたとき， ν の (X1， X2 , • ・ '， Xp)

に対する重回帰式:

安=bo十b1xl+b2x2十一 +bpxp (1) 

の係数 {bi; i=O, 1 ， ー・ ， p} は，最小二乗法によっ

て求められる.すなわち，浅差平方和 Residual

Sum of Squares (RSS) を最小にする，または，

重相関係数Rを最大にするとし、う規準によって定

まる.

RSS= 'L.(να - f)α )2 ， R2=I-RSS/S仰 (2)

ただし Syy= 互(仏_ÿ)2 (ν の偏差平方和)

9α =bo十b1xa l十 b2xa2+...+b戸叩 (3) 

ところで，原料の諸特性や工程の諸条件を説明

変数として製品の品質特性を予測したり制御した

りしようとする工程解析や，種々のマクロ指標や

表 1 重回帰分析のためのデータと統計量

No 
説明変数 |目的変数

X1 お2 Xi Xp g 

Xl1 ''!!12 ''!!li ''!!IP Yl 

2 U内~21 X22 ~'C 2i XZ]J Y2 

日 Xa1 Xa2 Xai Xap Yα 

n ''!!nl Xη2 ‘'''n る . 正Eηp Yn 

計 T1 T2 Tる T P Ty 

平均 :1\ X2 Xi Xp y 
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社会指標から特定の商品の需要を予測しようとす

る試みにおいては，説明変数の数 ρ は一般には20

にも 30にもなるであろう.そのうえ，式 (1 )は，計

測された変数 llt， U2 ， ・・・などについての 1 次式で

ある必要はなく ， Xl=U1, X2=U12, x3=log U2 , 

X4=UIUa ， というように 2 乗や積やいろいろの関

数であってもよい. したがって， 式(1)にとりこ

まれる変数の数はますます増え ， Jうは 100 以上に

もなるケースが多い.

周知のように，説明変数を新しく追加すると，

その変数が γ に対して固有の説明力をもたなくて

も，式 (2) の RSS は減少し ， R2 は増大する.

p=n-1 になると ， RSS=O, R2= 1 になり ， n伺

の ν の{直の変動は (nー 1 )倒の変数によって完

全に説明しつくされることになる.これはちょう

ど ， nニ 2 個のデータには p=1 次式が n=3 個

のデータには p=2 次式が完全にあてはまるのと

同じで 11 ニ 10 の時系列データは九つの説明変数

で完全に説明されるのである.このように多数の

説明変数を用いた重回帰式は，書きおろすだけで

も何十行にもわたり，それが将来の予測に役立つ

とは，すなわち，再現性があるとは到底考えられ

ない.この手法のユーザ{が期待するのは，たま

たま手もとにある n 組のデータによくあてはまる

ことではなく，将来出現するであろう値の予測が

よくあたることである.とすると，この p 個の変

数は，重回帰式にとりこむべき説明変数の候補変

数であれわれわれはこのなかから k 個 (kζρ)

の変数を選択したいことになる.

この選択のアルゴリズムについては， ρ 変数の

あらゆる部分集合についての重回帰を効率的に計

算する方法とか，変数を一つずつ増加または減少
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させてゆく逐次選択法が工夫されている.部分集

合の総数は 2Pー l 個あり ， p 三二 13 の範囲では

万以下であるから実行可能であるが， p=30 にも

なると約10億とおりとなり，どうしても逐次選択

によらざるをえない.このとき，従来の方法では，

各ステ、ソプで best one を選ぶ局地的最適化を行

なうので，あらゆる組合せを検討したときの最適

解を見逃す危険が大きかった.各ステッブで best

five を選ぶというような修正を加え，かつ，変数

羽減または減増法[ 1 ]を採用すれば，多くの場合

最適解に到達する.また，このような自動的選択

の結果を参照して，固有技術・実質科学の立場か

ら，より適切と思われるモデルを選択することが

大切である.そのようなモデルの重相関係数 R

が少々小さくなっても差支えないのである.

ここで，変数選択の規準についても考えなおし

てみる必要がある.前にも述べたように ， RSSや

R2 を用いる限り， 説明変数は多ければ多いほど

良いということになるから，その「良さ」にある

限界を設けて，どこかで打切らねばならない.こ

れについては，本誌小柳[ 2 ]を参照されたい.

2. 予測平方和による選択

“n 組のデータにもとづいて将来の値を予測す

る"ことを，手もとの n 組のデータのなかで模擬

するためには，たとえば No.1 の ν1 を予測す

るのに， No.1 を除く残りの (nー 1) 組のデータに

もとづいて重回帰式を計算し，それへ (Xl1， X12 , 

… ， X1P) を代入すればよいと考えられる. No.2 

の仇を予測するには， No.2 を除いた (71ー 1) 蔚l

のデータから重回帰式を求める.こうすると，毎

回少しずつ違った重回帰式が得られるであろうか

ら計算は n 回繰返すことになる.この方法で求

めた払の予測値を Ya* であらわすと，

Ya*=boα +b1axα1 +b2axa2十…十bl'a:Va J' (4) 

と書ける.式 (3) との相違は，係数 bia が α によ

って異なることである.このとき，予測平方和

1978 年 5 月号

Prediction Sum of Squares (PSS) は次式で定

義される:

PSS= 2:(να -Ya*)2 (5) 

概念としてこれは大変おもしろい規準であり，

かつ後出の図 2 に見るように，変数の数を増して

ゆくと ， PSS はあるところから先は増大しはじ

める.つまり，極小値が存在するのである.したが

って，打切り規準などをもちこまなくても，変数の

数の少ないモデルが選ばれ，実用的には，それは

おそらく再現性の高い，良いモデルになるであろ

うと期待される. しかし， この方法の数学的

j us tification はまだなされていない.

PSS がいかに輿味ある規準であっても， 71 四重

回帰分析を行なうのでは，その計算量は超大にな

る . n=50 で，計算時聞は 30倍くらいになった.

しかし，この n 組のデータの manipulation によ

って ， PSS をもっと簡単に求める方法があるは

ずである. D. Allen [ 4 ]の結果を知らないで，

芳賀・竹内・奥野[ 5 ]は次式を導いたわ:

PSS= 去(吟ーめ ì
2

α ~1\ [-Ca / 

ただし，

1) この証明を簡単に与えておこう.

ー=Zb ， iìホ =Zbα ただし b'= (bQ, bb "', bp) 

(6) 

M=Z'Z, Z の行ベクトノレ za' =(I ， Xab "', Xap) 

とおくと，両方の場合の正規方程式は

Mb=Z'y 

(M-zaz.') ba=Z' y-ZaYa 

となり，辺々減算すると ， (M は正則とする)

M(b一九)=Zα (yαー Za' b a ) ニ Za(Ya-Ya*)

.・ .yα一れ*=za' (b 一九 ) =z.' M-1z.α (yα -Ya*) 

を得る.ここで， Cα =z.' M-1z.α とおくと，

れ Ya*= (Ya-Ya)/( 1 ーら)

となる.また，平方和・積和行列を Sニ (n-l)V と

おくと，

i 1 十X'S-lX -x'S•\ 
M-l ニ 1 11

¥ -S-IX S-1 / 

となり，これを用いると，つぎを得る:

_ 1 , Da2 

Ca= l+(X.-X)'S-I(Xα -x) ー + -a~ 
n n πーー I
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1 , Da2 

Cα= ー+ -',/a_;-. (7) 
n n-l' 

Da2= (Xa-.x)' V-1(Xa-.x) 

Da: (xal, Xa2 ， ・・・ ， Xap) と (x\， X2 , …, Xp) 

とのマハラノビス汎距離

V: 分散・共分散行列

この式は， PSS が残差仏-yα の責みづき 2 乗

和で，その重みは，観測点 ι と重心 .x とのマハ

ラノピス汎距離 Dα が大きいほど大きいことを示

している.つまり，重心より離れた点へのあては

まりの悪いモデルはより強く排除されるのであ

る.

3. 他の選択規準との関係

式(1)に対応する回帰モデルとして，

p 

V向+4EPLZ叫 +fα ， fα-N(O， a2
) (8) 
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=21(l-cn)σ2= (n-p-1)ポ (9)

であることはよく知られているわ， PSS の期待値

はつぎのように詳価される.

E[附 J=E[計αーあ)2/ (1 ーら)2] 

=σ2 L: I/ (1 ーら) (10) 

ミσ2L: (1 +c,,) = (n+p+ 1) σ2 

=E[RSSJ+2(ρ十 1 )σa 

(1)白由度二重調整重相関係数 doubly-

adjusted multiple correlation coefficient 

弔:相関係数 R2 は，式 (2) で定義した.この右辺

第 2 項の分母・子を自由度で調整して分散に直し

たものを， 自由度調整重相関係数とよび， R* で

あらわす[3].

2J E ら=tr(ZM-1Z') =削M-1M) =川ら+1)=ρ+1
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R*Z=l-RSS/(n-2-l) 
Syy/ (n ー1)

=1- nー 1 (1 -R2) 
n-p-I 

)
 

-l
 

(
 

ここでは，式 (9) と( 10) を比較して ， PSS の期

待値の下阪は， E[RSSJの (n+p+ I)/(n-p-l) 

倍であることに注一志し，これを式(1 1) の右辺第 2

項の分子に，またそこで p=Oとしたときの (n+l)

/(n一 1) 倍を Syy に掛けてその分母においたもの

を，自由度二重調整として R*料であらわす[3].

(n+ρ+1\ /(n十l\
R料2=1-['" ~ . : RSS) / ['~-'-~-SIJY) ¥n-p-I 4'~~) /¥n-I ~UYJ 

z+p+ 1 n一 l
=1ーム (I-R2) (12) 

n+1 n-p-l 

l珂らかに R2:::::R*2:::::R料Z で， R*, R料は変数を

増しでも大きくなるとは限らない.

(2) F 統計・量による打切り規準

すでに取り入れられている(長一1)変数にさらに

1 変数を加えて h 変数とするとき，または ， k 変

数のなかから一つを除いて (k- 1)変数にすると

き，その取捨は，つぎの品統計量によって判断

されるのがふつうである.

y(RSS)ト1ー (RSSh R2k-R2ト1
k= (RSSh/(n-k":'!) = (I-R~2frCn=k-l) 

(13) 

この Fk が，自由度 (1， n-k-l) の F 分布に従う

ことを利用して，有;色;性の検定を行なうことがで

きる.

また，このとき，つぎの関係が成立する:

① RJ;とR2k_ 1 ∞ }lÌc :::::O (いつでも成立)

② Rk*2 二:::Rk-l'ド2 ∞ Fk:::::I.O (14) 

③ Ré*2二?:;Rk- 1料Z ﾇ::;> Fk?:. 2n 
n+k 

この関係は容易に l証明することができる ， 11 が k

より充分大きいとき， ③は Fk二三 2.0 を示してい

る.変数の逐次選択で， F の有意点をいちいち参

照しないで， FIN=FoUT=2.00 [IJ ととっている

のは Rk**2 が増大するという規準に対応してい

る.
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(3) 予測平均二乗誤差 Mean Square Error 

of Prediction (MSEP) 

将来の観測点が Zo'= (1 , XO!' X02 , "', Xop ) であ

り，そこでの実現値を YO とし，かっ，採用した

モデルは変数の一部だけをとったものとして，式

(8) に「備り」の項 Tα を加え，

仏==za' β +r.+fa

ただし Za'r=O, r'=(n, r2' …, rn) 

ら-N(O， a2
) 

とする.このとき，

Yo=Zo' b 

とすると，

MSEPo=E[(ν。 _1)o) 2J

=V[約J+V[YoJ+(E[ν。J-E[昔。J)2

(1ラ)

= (1 +co)σ2+ro (16) 

いま ， Zo として， 手もとの n 個の観測点の全体

Zをとり，その MSEP の和を TMSEP と書くと，

TMSEP=σ2I: (1 +Ca) + I:ra2 

=(n+ρ+ 1) σ2+r( とおく) (17) 

を得る方，モデル(15) の下では，

E[RSS]= (n-p一 1)σ2+ 1' (18) 

と書けるから，

TMSEP=E[RSS]+2(ρ+ 1) σ (1 9) 

となり，式(1 0) で、求めた E[PSS] の下限と一致

する.

(4) Mallows の Cp 統計量

これについては，本誌佐和[ 6 ]にくわしい.モ

デル(1 5) の下で，仏(α=1 ， 2，… ， n) の二乗誤差の

和 Total Squared Error(TSE) を求めると，

TSE= I: {V[YaJ+ (E[仏]-Z'.ß-rα) 2} 

= I: (caa2+ra2) = (ρ+ 1) σ2+ 1' 

=E[RSSJ+ {2(ρ+1)-n}σ2 

(式(1 8) より (20)

となる.これを σ2 で割って傑準化したものを 1'11

とおくと，その推定値が

RSS 
CP= 日記 +2(ρ +1)-11 (21) 

となる.ここでは， a2 をどのようにして推定する

1978 年 5 月号

かが問題となるが， a2 を既知とすれば，この期待

値は前項の TMSEP や E[PSS]の下限と本質的

にー致する.

(ラ)情報量規準 AIC

ilIC は次式で与えられる[3].

AIC=-21n (最大尤度)

+2(推定したパラメータの数)

ここで，式 (8) の回帰モデルの下で， σ2 を既知と

すれば，

ln(最大尤度)=γ(ーキ (y一勾)'(Y-Zß)

RSS 
-~ lna2+const}=-~~~+const 

(22) 

よって，この場合には

RSS , ~/. , ., 
LllC了 =.n~":'+2(p+ 1) =日 TMSEP (23) 
σσー

となる.

以とから本節で、与えた五つの規準は漸近的に

は，まったく等しく，かつ，予測平方和の期待値

E[PSS] の下限にあたることがわかった. よっ

て，つぎの計算例では，これらの代表として R料

のみな示し，これと PSS 自身を選択規準に用い

る場合とを比較する.

4. 数値例と実施例

[例 lJ 多項式回1n}--一図 1 に示す 6 本の曲線

(これをケース [IJ-[6J とよぶ)に多項式をあては

める場合を考える • 11=10点であるから 9 次の多

項式をあてはめれば， 10点を完全に通るが，その

曲線はと下に大きく振動し，観測点以外のところ

では予測誤差が大きくなると予想される.

多項式あてはめは，重回帰式あてはめの特殊の

場合であるから，多項式の次数の順序にこだわら

ず 次から 7 次までの 7 変数をとり，このなか

から変数選択を行なってみる.このとき，直交多

項式件d.T) ， 如何)，・・，件7 (X) をとれば，説明変数

が相互に完全に無相関の場合 (case A とよぶ)に

あたり，通常のベキ ， X , X2 , "', X7 をとれば，説

293 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



]
 

-[
 

e
 

s
 

a
 

c
 

「
l
l
」
l
l
l
ト
!
l
lト
l
l
l
r
|

0
6
β
h
v
A
A

ワ
ω

ハ
υ
0
6

1

1

1

1

1

 

4 

-4 

0
6

ハ
U
n
r

“

一

1
1

←
一
一

ca5e [3] 

図 1 ケース [IJ~[6J の曲線

明変数聞に高い相闘がある場合 (case B とよぶ)

に相当する.その相関係数を表 2 に示す.

caseA で φ(x) (i= 1, 2，・"，7)と引との相関

を見れば， case [1 J と [4J では， 1/2 ずつ， [2J と

[5J で 1/ゾ 2 ずつ， [3J と [6J では 1/2 1 / 4 ずつ次

数とともに小さくなっている.これに対応して，

分散分析表は，表 3 のようになる . case B では，

説明変数問の相関は相隣る次数の間では大体0.98

以上で、あり，次数が離れるにつれて減少するが，

いちばん遠い z と♂の聞にも O. 770 という高い相

聞がある.ν との相関も case A の場合より高く，

最高の相関は， case [1 J ではがと， [2J [3J では

がと， [4J [5J [6J ではがとの聞に見られる.

さて，このようなデータについて，変数の数 k

を 1 ， 2，・"， 7 と増しながら，各島について RSS ま

たは PSS の最小な組合せを選んで表 4，表 5 にま

とめる.表 3 と，表 4 を比べながら説明変数聞

に相関がないとき (caseA) を検討すると，つぎ

のようなことがわかる.

① PSS 規準で選ぶと， case 
表 2(a) 仇(;r;)と u との相関係数 case A 

[IJ ， [4J ではラ次式， [2J , [5J 
case 。1 。2 。a 。4 ゆ5 。6 。7

では 3 次式， [3Jでは O 次式 (x

[IJ ([4J) .866 .433 :t.217 士 .108 .054 .027 士 .014 を用いない，定数のみ)， [6Jで
y [2J ([5J) . 708 .500 土 .354 土 .250 .177 .125 :t.088 

[3J ([6J) .554 .466 :t.391 土.329 .277 .233 土 .196
はゆ1 と併の二つのみを用い

ればよいという結論になる.

表 2(b) が相互の間およびがと g との相関 case B ②これに反して R2， R*2 , 

Z ;r;2 ;r;3 ;r;' ;r;5 ;r;6 ;r;7 
R林Z のどれを用いてもいつも

7 次式をあてはめるのが最適で
Z 

;r;2 .975 あるとの結論に達して，変数を

;r;3 .928 .987 減らすことができない.
;r;' .882 .961 .993 

③表 3 を見れば， F 値が 5%
x5 .839 .933 .977 .995 

x. .802 .904 .958 .985 .997 水準で有意なのは case [1 J , 

x7 .770 .877 .938 .972 .990 .998 =4Jで 6 次まで， [2J , [5Jで 4 次

[!J .866 .941 .975 .988 .992 .989 .983 まで， [3J , [6J では O 次という

[2J .708 .802 .860 .898 .924 .941 .954 
ことになっているから ， PSS に

y [3 J .554 .644 .706 .752 .786 .813 .835 

[4J .866 .941 .952 .934 .905 .874 .843 よる選択はこれに近い.実際

[5 J .708 .802 .822 .807 .777 .743 .710 日 J ， [4J での 6 次の項は 7 次

[6J .554 .644 .664 .649 .620 .588 .556 
項と残差をプールした誤差分散
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表 3 分散分析表 (case [AJ) 

変動因|自由度 ケース :[IJ[4J ケース :[2J[5J ケース:[3 J[6J
l 平方和 S 分散V F S V F S V F 

全体 9 133. 334 199.610 326.333 

次 100.000 *本木 100.000 170.6ホ* j 100.000 13.26 

2 次 25.000 *** 50.000 85. 3* 70.711 9.37 

3 次 6.250 本** 25.000 42. 7本 50.000 6.63 

4 次 1. 563 391*水 12.500 21 ‘ 3* 35.355 4.69 

5 次 0.391 97.8本 6.250 10.7 25.000 3.31 

6 次 0.098 24.5* 3. 125 5.33 17.678 2.34 

7 次 0.024 6.0 1. 563 2.67 12.500 1. 66 

残差 2 0.008 0.004 1. 172 0.586 l ラ.089 7.544 

(0.024+0.008) /3=0.0107 を用いると F=9.19

となって F (1 , 3;0.05) = 10. 13に達しない.また

[2J , [5J の 4 次項も，日， 6， 7 次と残差をこみに

した誤差分散に対しては ， F=5.16 となって日%

有意点 F (l， 5;0. 05) =6. 61 に達しない.一方，

case [3 J , [6J では，高次の項をどのようにブール

しても 次項すら日%有意とならないから，定

数項(水平線)をあてはめるのがもっとも良いので

あるが， [6J のとき PSS はゆl またはゆ1 とり3 の

組をとることを勧めている. しかし ， R料習を用

表 4 RSS および PSS で、選ばれた最適の組合せ一一case A 直交多項式ゆる(♂)を用いる場合

側室準 [ 1 J と [4J : [IJ [4J [2 J と[日] : [2 J [ 3 J と [6 J i [3 J [6 J 

変数番号 i Rz R水z R**2: PSS PSS: R2 R氷2 R料2 PSS PSS R2 R*2 R氷水2: PSS PSS 

。

164.61 164.61 246.43 246.43 -:402.88 402.88 (定数項のみ)

75.0 71. 9 69.3: 66.97 56.91 50.1 43.9 38.8207.33 153.63 30.6 22.0 14.9465.18 322.11 

7 -:402.36 

1, 2 93.8 92.0 90.5: 33. 13 2 日.40 75.2 68. 1 62.2194.03 123.38 52.3 38.7 27.5555.59 332.18 

6, 7 - 9.3 一:414.29

1, 3 - 46.0 313. 17 

1, 2, 3 98.4 97.7 97.0 18.13 14.07 87.7 81. 5 76.5:192.57 121. 64 67.6 51. 5 38.2705.00 397.03 

4, 6, 7 -; 20.1 一 473.64

1, 3, 5 -' 53.6 341. 46 

1, 2, 3, 4 99.6 99.3 99.0 12.52 10.00 93.9 89.1 85.1247.51 161. 79 78.5 61. 2 47.21185.1 674.99 

1, 2, 3, 6 - 89.280.673.6197.48 

1, 2, 3, 7 - 88.5 150.15 

1, 4, 5, 7 - 53.0 -:577. 63 

1, 2, 4, 6 - 68.6 400.80 

1, 2, 3, 4, 5 99.9 99.8 99.7 11. 57 9.90 97. 1 93.4 90.4422.05 312. 12 86. 1 68.8 54.6:2655.7 1754.5 

1, 2, 3, 6, 7 - 90.0 77. 5 67.3219.85 - 76.9 -709.88 

1, 2, 3, 5, 7 91. 6 184.62
i 
79. 1 539.80 

1, 2, 3, 4, 5, 6 99.9899.9 99.9 15.33 14.08 98.6 95.9 93.71054.2 894.68 91. 6 74.6 60.88929.3 7124.7 

1, 2, 3, 4, 5, 7 99.92 13.67 

1, 2, 3, 4, 6, 7 96. 3 88.9 82.8338.62 338.62 

1, 2, 3, 5, 6, 7 - 84.5 1234. 5 1234. 5 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7199.9999.9799.96: 32.30 32.30: 99.497.495.74196.7 4196.7 95.479.266.048061.048061.0 

1978 if 5 月号 295 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



表 5 RSS および PSS で選ばれた最適組合せ一一case B 説明変数問に高い相関がある場合

側室準 [IJ [2J [3] 

変数番号 R2 R*2 R料 PSS R2 R*2 R料 PSS R2 R*2 R**2 PSS 

O(定数項のみ) 164.61 246.43 402.88 

F
hノ

r
O

守t

98.3 88. 1 97.9 4.89 

97.8 97.5 97.3 3.92 

91.0 89.8 88.9 92. [7 69.7 66.0 62.9 486.2 

30.6 22.0 [4.9 465.2 

[, 7 

6, 7 

[, 2 

99.8 99.7 99.6 

o
o
r
o
 

-

ｭ

ζ
U
R
J
 

n
Jゐ
戸
、
J

q
〆
“

w
hノ

ーn
U

月
J

•• 0

0

7

t

 

r
o
q
4
 

nツ
ヲ

t

• つ
，ιゐ
の

6

7
，
つ

3

。
ノ

q
J

•• 0
o
q
L
 

マ
t
R

ノ

円
u
n
y

ハ
ツ

n
u

-

ｭ

n
y
q

コ

令
、J

司r
・

1

2

 

R
ノ
ハ

U

•• 6

0

 

0
o
n
y
 

r
o
f
o
 

•. o
o
'
I
 

8

9

 

?
4
A

マ

•• 1

A

q

J

 

n
y
n
y
 

-
m,f • 1

 

3, 6, 7 99.999.999.83 2.9[ 

5, 6, 7 99.9 99.8 99.75 0.44 97.4 96. [ 95. [ 289.73 86.6 79.9 74.4 2 [83.6 

[, 2, 5 

1, 2, 3 

9[.0 86.4 82.7 [82.5[ 

67.6 51.5 38.2 705.0 

に
ノ

0
0
 

• /
O
 

守t。
。

• 0
o
 

n
y
 

<un
y
 

n
y
 

n
フ

F「
J

Q
J
 

n
フ

ハ
フ

7
a
7

に
ノ

4
・

,,,, /
O

バ
U

司
J
q
J

,,,, F勺
〆
戸
H
ノ
内

J
ム
町
内
4

,,,, 1
4
1
1
a
 

98. 1 96.6 95.4 593.30 89.7 81. 5 74.8 4485.6 

94.6 90.3 86.8 246.00 

78.5 61.2 47.2 1185.1 

3, 4, 5, 6, 7 

1, 2, 3, 4, 5 

99.98 99.97 99.95 7. 19 98.8 97.2 95.9 840. 17 92.0 82. 1 73.9 7768.5 

97. 1 93.4 90.4 422.05 86. 1 68.8 54.6 2655.7 

2, 3, 4, 5, 6, 7 99.99 99.96 99.94 14.22 99. 1 97.3 95.8 1400.3 93.6 80.9 70.5 14281 

1, 2, 4, 5, 6, 7 99.99 99.96 99.93 13.30 

1, 2, 3, 4, 5, 6 98.6 95.9 93.7 1054.2 i 91. 6 74.6 60.8 8929 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 99.99 99.97 99.96 30.70 99.8 98.2 97.0 4191. 1 95.4 79.2 66.0 47995 

[4J [ 5 J [6J 
o (定数項のみ) 164.61 246.43 402.88 

3 

2 

90.5 89.4 88.4 23.56 67.6 63.5 60.2 103.39 44.1 37.1 31. 4 270. [7 

88. 6 22. 98 i 64. 3 一一 102.60 41. 5 一一 264.06

q,L q
4
 

• 内t
J

n
u
 

。
コ

。
。

-
q
Jゐ

q苛
J1

 

• n
4
J
 

4
‘ 。

。
wヘ
ノ

F
Lノ

4
‘ 民

ノ
A
守

口
ノ

勺f
a

• r
b
 

f
h
u
 

o
o
 -

-ウtl
 

• 0
0
 

7
t
 

マtq
4
 

4
・

q
4
 

q
J
 -

内
、J

ハ
ツ4

 -
A
守

口
フ

〆
Q

R
ノ

口
ツ

ヴt, r
o
 

5, 6 

5, 7 

9う.3 9.82 53.8 221. 24 

77.1 71. 19 

2, 3, 4 

[, 3, 4 

r
o
 

n
y
 

n
y
 

99.4 99.2 -
A

戸h
ノ

4
A
7
a
 

•• 4
・

q
L

93.6 

91. 8 

90.4 87.8 53.85 77. 1 

51. 5[ 73.9 

6ラ.7 56.3 249. [2 

235.26 99.4 

3, 4, 5, 6 99.97 99.95 99.93 0.25 

2, 4, 6, 7 99.96 ー O. [6 

4, 5, 6, 7 

3, 4, 6, 7 

3, 5, 6, 7 

つ
/
臼

n叫
J

• 。
。

n
δ
 

に
1ノ

f
h
u
 -

内
ぺJ

マ4マt

-
A
U
 

。
。

q
J
 

Q
ノ

。
。l

 
n
y
 

• 7
t
 

-ηd
h
 

ヴ
ー

-
F句
ノ

ハ
ツ

白
ノ-

f
o
 

Q
ノ

ミ
ノ• 0

0
 

Q
J
 

97.6 [6.04 

87.7 132.70 

1, 3, 4, 5, 7 

1, 3, 4, 5, 6 

2, 3, 4, 5, 7 

99.97 99.94 99.91 1.49 

99.97 0.62 98.3 41. 77 89.9 356.51 

98.5 96.5 94.9 111. 76 90.6 78.9 69.4 873.4[ 

[, 2, 3, 4, 5, 6 99.98 99.93 99.89 [4.08 98.6 95.9 93.7 894.68 91. 6 74.6 60.8 7124.7 

1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 99.99 99.97 99.96 32.28 99.4 97.4 95.7 4193 日 95.4 79.2 66.0 48027 

296 オベレージョンズ・リサーチ© 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



いてもゆ1-仰を全部採用せよというのであるか

ら，それに比べれば，変数の数をずっとしぼって

いる.このような曲線に高次の多項式をはめて予

測に用いると大変な失敗をすることは，その場合

の PSS の大きい値からも容易に読みとれる.

表 4 の [2J ， [5J について， PSS と RSS の変

化を図 2 に示す.

case B については，比較した規準の間にさら

に興味ある相違が見られる.一ーを引いた最適組

合せにふくまれる変数の数に注目すると，つぎの

ようになる.

① R料， R料2 ， PSS の順にその数は， case [1 J 

では，ラ，ラ， 3 ， [2J では， 7, 5, 1, [3 J では日， 4， 0

になる.つまり ， R料2 は R料よりも変数の数が

O ないし 2 個少ない組合せを選ぶが， PSS はこ

れらよりもかなり少ない数の変数を選ぶ.

②ところが， case [4J 臼J[6Jでは ， Rキ2， R料

PSS はいずれも 4 変数の組を選ぶ.しかし，選

ばれた変数の組は ， PSS によると ， R*2 , R料2 と

すこし異なる.

つぎに，選ばれた変数に着目しよう.

CD PSS で選ぶ変数の組と RSS， R*2 , R**2( こ

れらは共通の変数の組を選ぶ)のそれとは，一般

に異なる. case [1 J では変数を選ぶとき v と

の相関が最高の x5 は ， RSS, R*2, R料2 によって

100 
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図 2 RSバと PSS の変化

1978 年 5 月号

選ばれるが， PSS ではがのほうが選ばれる. 2 

変数合選ぶときは，どちらも (:c， .'1': 7) であるが， ::3 

変数では RSS による (x3， X 6, X7) に比べて PSS

による (X5 ， X 6, X7) のほうが値はかなり小さい.

( case [3J では ， PSS は定数項のとき最小

で，どの変数も選ぶなという結論であるが，取り

こむ変数の数をふやすと， 1, (1, 2) , (1, 2, 3) , 

(1 ， 2 ， 3 ， 4) と昇ベきの順序に選ばれる. しかし，

これらの組は， 変数の数を決めたとき ， RSS で

はもっとも悪い組合せである . RSS( または R*2，

R料2) では，反対に， 7, (7 , 6) , (7 ， 6 ，日)， (7, 6, 

5 ， 4) ・・という順序に選んでいる.

( case [4J [日][6J では，いずれの選択規準で、

も 4 変数を選ぶが， RSS の最小のもの(たとえば

白J [6] の (4 ， 5 ， 6，7lの組)は PSS がかなり犬き

いという結果を示している.

以上から ， R*2 , R料2 は変数の数 k を大きくす

るときの打切り規準を変えるだけで，選ぶ変数の

組には差異がないが， PSS はこれらとはまったく

別の組の変数を選ぶことがあり，かつ， PSS 最小

の組の変数の数は非常に小さくなることがあるこ

とがわかった.いろいろの適用例について，いち

いちその結果を述べる余裕はないが，つぎの数値

は・つの傾向を示している.

これは， メキシコにおけるトウモロコシの試験

例で， 1962~-65年にc~施された72カ所の試験で，

各試験とも窒素肥料のーなを 4 段階に変えた合計

288 個のデータにもとづいている.候補として取

上げた説明変数は p=33伺で，それらは，施肥窒

素量の 1 次 N および 2 次 N2 の項，土壌中窒素量

の 1 次 A および 2 次 A2 の項 次同士の交正作

用項NxA，前作物に施用した窒素早::B の 1 次お

よび 2 次の項，交一可:作用NXB ， AxB，土壌水

分国:C と C x N , C x A , C x B ，葉の:萎制した

r1数D と DxN ， DxA , DXB , tl~の深さ E ，

I:J也の ~J両日 F ， LVtのmt1'~ G と G2， ひ工う'，Jm ，

HxN , HxA , HxB , lJf，ijfii*l 病J， ]xN，]

XA , ]xB，雑草C c員:L ， LxN , LxA , Lx 
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B であった.

乙のテータを絞初の 3 年分の ηニ 228 と第 4 iF

日のが=60に分け， η=228について ， p=33変数

全部を用いた場合と，ふつうの変数増減法で FIN

=FOUT=2.5 として選んだ k=15 変数を用いた場

合，および PSS で増減法を適用したん=9 変数の

場合の RSS と PSS を次表に示す.また，この三

つのモデルを n'=60の次年度のデータに適用した

ときの予測二乗誤差を示す.

変数の数 k 33 

RSS 67, 521 

PSS 93, 819 
予測二乗誤差 67, 661 

15 

80, 134 

92 ,868 

42, 395 

9 

91 , 806 

100, 794 

30, 846 

PSS によって選ばれた 9 変数は， N , N 2, A , 

C , D , DXN , F , H , J で，技術的には非常に解

釈しやすいものであった. ん=15 の場合は A2 と

AxNをふくむのにAがなかったり， Hの係数が

正になったりして，その解釈に困惑するような変

数をいくつも含んでいた. これからも PSS 選択

の良さが示唆された.
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