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です.

専門は数学ですが，符号理論や(実験計画法の)デザ

インの構成や存在問題およびマトロイド理論を，より

抽象的な組合せ数学の見地から研究されています.

符号理論におけるコードの構成，実験計画法でのデ

ザインの構成やマトロイド問題は，これからの情報工

学の基礎をなすもので，きわめて豊富な応用をもたら

すと恩われますが，それらは抽象化して考えると結局

は，ある根源集合(有限)の部分集合の，ある望ましい

条件を満たす，族の性質を研究したり，そのような族

を構成するという問題に帰着されてしまいます.つま

り有限集合の部分集合の族の研究であるといえます.

たとえば実験計画法でよく使われる BIB(balanced

incomplete blockほとよばれるものは，根源集合

(basic set)を ，Q={ωυωb …， ω。}として，。の部

分集合の族，つまり，

B={Bl' …, Bò} , Bj ç，ρ， l::;'j ::;, b 

で，つぎの条件を満たすものをいいます;

( i) IBjl=k, 1 壬 j ::;， b (集合 A に対して IAI は

A の大きさ，つまり A の要素の総数)

( ii ) 

(iii) 

I {j: Bj'ラ ωi> 1 ::;'j ::;, b} I =r, 1 ::;'i::;'v 

I {l: B， ラ ωi> B， ヨ ωj' 1 三二 t 三二 b} I =ﾀ 

1 <三 i， j ::;, v , i*j 

ここで的を品種， Bj をプロックとよぶならわしが

あります.たとえば ，Q={O ， 1, 2,…, 6} とすると，

B 1={O, 1, 3} , B.={I , 2, 4}, Bs={2, 3, 5}, 
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B.={3 , 4, 6) , B5={4, 5, O}, B 6={5, 6, 1) , 

B7={6, 0, 2} 

とするとき ， B= {B" B2' B7} ~土 BIB となりま

す.

一般に部分の族を図のように 2 部グラフと見ること

もできます.むろん叫 E Bj なら的と Bj とを結ぶ校

があり，的 4， Bj ならそのような枝がないと見ます.

そうすると，。と B とをまったく双対的に見ることが

でき，的をブロック ， Bj を品種土~.なすこともでき

るわけです.

さてこのような BIB の存在条件は整数上の 2 次形

式の同値問題に帰着され(Hasse-Minkowski の定

理)，それはさらにある簡単な整数方程式の解の存在

問題に帰着される (Bruck， Ryser, Chowla の定理)と

いう有名な問題があります[ 1 ]. 

このような問題を BIB にかぎらずもっと一般的な

部分集合の族に拡張して考えたとき，どのような方法

がとられるべきか，どんな数学上の問題に関連づけら

れるのか，ということを考察するのがこの講演の主目

的で，ここでは主として ORに関係の深L 、; 整数計

画， con vex cone とそのdual cone(polar cone)，グ

ラフ理論 2 次形式への関連づけが行なわれました.

-R >

H. 

(ら竺LEjfEJJそのときにかれて)
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inter自ection pattem と intersection 行列

{AQ, Aυ ・・ ， Am-tl をある basic set の部分集合の

族としよう.
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mxm 行列日jJを intersection 行列，

h 次元ベクトル y=[OO, 01 , … , (O ， mー 1) ， 11 , 

12，・ (mー l ， mー 1 )J を intersetion pattern と

いう . k=m(m+1 )/2. 

例 intersection 行列 lntersectlOn pattern 

(m=3) (k=6) 
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y=[OO , 01 , 02 , 11 , 12 , 22J 

(2 ) 

15 2 31 

M=I 2 4 2 I y=[5 , 2, 3, 4, 2, 6J (3) 

I 3 2 6 I 

A; の characteristic ベクトルを引とする，つまり

n 次元ペグトル
A;....x;=[1 0 1 1 0 …] 

(Aí が basic set の第j番

目の要素を含むとき，そ

してそのときにかぎり，

Xiの第j成分が 1 ，他は 0)

とすると，

I Xo 

IX, 
X=I mXn {O, 1} 行列 (4 ) 

LXm-d 

で、 {AQ ， A l>… , Am_tlは特徴づけられる.この inter

section 行列は明らかに M=XXT である.

われわれのおもな目標は， M(部分集合の族の特性)を

与えて，これを実現する，つまり M=XXT となるよう

な (0 ， 1 を要素とする )Xを見つけること，またはその存

在条件などを問うことである.この場合 m は固定する

が， basic set の大きさ n は(固定することもあるが)こ

こでは自由であるとしておく.むろん最小の n で達成す

ることが望ましい.

たとえば上に与二えた(3) の Mを実現する Xは確かに存

在して，

I 1 1 1 1 1 0 0 0 01 

X=I 0 0 0 1 1 1 1 0 0 I 
I 0 1 1 1 0 0 1 1 1 I 

( 5 ) 

である.

1978 年 l 月号

[文責者注]はじめに述べた BIB との関連を見ょう.

2 部グラフ的に考えて的を Aí と見なすと， BIB の条

イ牛( ii) , (i ii) は M として

Ir ..l ..l .....l寸

l..l r ..l…..l I=(rー..l)l+えJ

M=I ~ ..l ~:.. ~ I 11は VXv単位行列， J は\
I : : I I すべての要素が l である i
L..l ..l ..l… rJ \ような行列 / 

とすることに帰着される.条件 (i) は Xの列ベクトノレ

のウエイトが一定で h に等しいことを要請しているか

らEmX=kEn と書ける(ここで、 Ei はすべての成分が 1

であるような i 次元横ベクトル).

したがって BIB の存在条件は M=XXT， EmX= 

kE" を満たす vxb の (0 ， 1)行列 Xが存在するかとい

うことになる.

rela玄ation

X は部分集合 Ai の characteristic ベクトルの集まり

であり， 0, 1 から構成されているから ， M=XXT を満

たす Xを (0 ， 1)行列の中から見つけねばならないことは

もちろんであるが，数学的にそれはきわめてむずかしい.

そこで 0， 1 という制限を緩和( relax) して，

N={0 , 1, 2 , …}, Z={O， 土 1 ， :t 2 ，・・}， Q+={非負の

有理数}， R+={非負の実数}， Q={有理数}， R={実

数}， c={複素数}

という形に拡張してゆこう.

そして任意の Sçc に対して，

TS={XXT: X , mXn 行列 over S，持=1 ， 2 ，…}

(6 ) 

とすると，

T{O , l} ÇTNÇTQ+'二 TR+.
tn In 三TRÇTC

T{ー1 ， 1} 三TzçTQ ・ ・・

のような包含関係がある.

さて T{Q， l} はその元 M の和を，普通の行列のように

要素同士の和と考えると，その和に関して閉じているか

ら monoid となる.したがって(Nm乙+)の submonoid

となる. (和に関して閉じていることは， Xl> X2 E T{O, l) 

に対して XIXIT+X2X2T=X3X3T となる X3 が T{O， I} の

中にあることをいえばよいが，これは X3=[Xl> X2J と

すればよいだろう一一文責者注). TNなどについても同

様だから，上の包含関係は submonoid としてのそれで

もある.

distance pattern 

以上の議論はすべて ij= IAi nAjl にもとづいて行な
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われたが，対称差(symmetrc difference)の大きさ

iう=I (A�-Aj) U (ArA;l I 

に対しても同様に進められる これは Ai> Aj の cha

racteristic ベクトル引と Xj をコードと見たときの

Hamming距離に他ならない.そこで ij の場合の (3)式

のMやyに相当するものを，それぞれ distance 行列お

よび distance pattern という.

ただしこの場合Am=ゆ(空集合)を追加して， distance 

行列は(m+ l) x(m+1) とし， distance pattern は，
* * * *ホ(01 , …, Om, 12, .一 ， 1m， ・・・ ， (m-2 , m-1)) 

とする.これは k=m(m+ I) !2 次元となる.

へ*

りとりとの間には
<* * * 
り=(mi+問j-ij)!2
*、

ZJ=υ +jj-2ij 

という関係があるから，同ーの情報をもつものである.

intersection pattem の表現行列

さてつぎに intersection pattern y ((2) , (3)式)を

うまく表現する行列を考えよう.

1=2mー 1 として Q={1 ， 2 ， … ， l} としよう . q εQ を 2

進数展開して，

q=q(O)+qωx2+ ・・・ +q(m-" X 2>><-1 ( 7 ) 

として ， q を m 次元 0， 1 ベクトノレ [q(O) ， q(j), …, q(抗 "J

として表現することができる.このとき Ilqll をこのベク

トノレの Hamming ウ・ェイト(成分のうちの i の総数)と

する.

さらに，

R={q ε Q: Ilqlls2} ( 8 ) 

とする R の大きさは明らかに IRI=k=m(m+1)!2 で

intersection pattern の次元に一致する.

さて rER， q ξQ の 2 進数展開 [rω ， rω，・・ ， r<m-l)] , 

[q(O) , q(I), "'， q(m-llJ に対して，

rü)~三 q(ìJ， 0 三三 i 三二mー 1 (9 ) 

のとき，そしてそのときにかぎって erq = 1 ， 他は吟q=O

とし，行列

E=[erqJ kxl(O ， I) 行列

を考える.

( 10) 

ここで E の列の順序はどうでもよいが行の順序は ln

tersection pattern の成分の順序( (2)式)に呼応するよ

うにきめる.

例として m=3 の場合を考えると ， E はつぎのように

なる (Q の元 q の 2 進ベクトル表現は紙面の都合で列ベ

クトル ， R の元のそれは行ベクトルとして書いた)

52 

R 
。

。

Q 

o 0 0 1 1 1 

o 1 1 0 0 1 

1 0 1 0 1 0 1 

OOiOOOl  

o 0 0 0 0 1 

1000010  

o I 0 1 1 0 0 1 

1 1 0 0 1 0 0 0  

1 0 1 0 1 0 1 

=E (11) 

このとき，つぎの主要な性質が成り立つ.

命題 1 y ξ Nk が interesction pattern であるための

必要十分条件は，

yT=ExT , X 己 Nl ( 12) 

とあらわされることである. (ν， x は横ベクトルとして

おく).

例として(3)式の ν に対応しては，

x=[2 , 1, 1, 1, 2, 1, lJ ( 13) 

を考えれば，明らかに yT=ExT となる.

ここで♂は intersection pattern y に対する char

acteristic 行列 X((5)式)の列ベクトル中に， Q のパタ

ーンが何回出現するかを示すものでへる.上の例でいえ

ば， Qの第 1 列 [0 0 1 ]1'が X の列ベクトノレの中に 2181

出現してし、るから ， x の第 i 成分を 2 としてある.また

Qの第 2 列 [0 1 0]7'が Xの中に 1 [81出現しているから

♂の第 2 成分が l としてある，

なおRの定義 (8)式で Ilqll 三二 2 とあるうちで， Ilqll=2 は

2 つの characteristic ベクトル Xú Xj の内績をとるこ

とに対応し， llqll=1 は自分自身との内積をとることに対

応している.また (11)式における R の元の順序は，

[0 1 0 0 1 0 ・ J<-...(i ， j) 

と対応させ， (2)式に示すような intersection pattern 

の順 (0 ， 0)(0， 1)(0 ， 2)(1 ， 1) (1， 2)(2 ， 2) の順に配列しであ

る.

[文責者注] 命題 1 Vこ関連したような表現技法は符号

理論などでもしばしば用いられる.たとえば McDo

nald の Modular 表現など [2J ~ 3. 6. また 2 進数展

開は必ずしも本質的でなくて ， Qとしては (0 ベクトノレ

を除く )m次元 (0， 1) ベクトル全体を， R としてはその

うちウエイトが 2 以下のものを全部とればよい

intersection pattern の集合の convex hull 

intersection pattern y のすべての集合 (m は固定)を

Y としよう.つまり，

y={ν=Ex; xENlJ (14) 
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とする，ここで (6)式のような X(mxn行列)の形で考え

ているときは nが自由に選べるパラメータとして残って

いたが (14) のような形にすると nがあらわれてこないこ

とに注意しよう (n は実は♂の中に解消している). l は

mによってきまる (l =2mー 1)から一定である.そうする

とすぐ命題 1 の系としてつぎが出る.

系 1 Y は (Nk，+) の submonoid である.

Yはむろん h 次元ベクトル空間 Rk の格子点の部分集

合という点で整数計画の問題に関係づけられるが，いま

その convex hull を conv Y とかく.そうすると明ら

11寸こ，

conv Y=ERI+ ( 15) 

で，

I=Nknconv Y (16) 

を pseudo-realisable なベクトルの集合とよぶ.そうす

るとつぎが成立する.

命題 2 I=Nk パ (υ 1 Y) (P={1 ， 2 ， ・}). (17) 
nEP n 

I は一般には Y とは一致しなし、(おそらく I~Y). 1 は

1 次(同次)不等式によって決定される cone の中の整数

点全体として定義されるが， Yは一般には l 次同次式に

よってきまる cone の中の整数点全体としては定義され

ない(これは E の構造から明らかであろう).この意味で

われわれの問題は普通の(整数計画で定式化できる)組合

せ問題とは異なる(よりむずかしい)が，それにもかかわ

らず conv Y は Y の特徴づけとしては最初の出発点に

なるであろう.

dual cone 

conv Y は原点を頂点とする polyhedral cone であ

るから，そのdual cone(あるいはpolar cone)Dがただ

ひとつきまる.つまり，

D=fdERk: dy?O, Vy ε Y} (18) 

したがって明らかに，

命題 3 d εD であるための必要十分条件は，

dE?O. (19) 

かくして conv Y あるいは D を特徴づけるものは(19)

のような(同次) 1 次不等式であることがわかった.

いま任意の 1 つの dED に対して，

Fd={y ε Y:dν=O} (20) 

とすると ， Fa は Y のいわゆる facet (切面)となる.一

般に Y全体より Y の facet を求めることが応用上は多

い.とくに最小化問題に関してはこのことが主要である.

われわれの問題では， (14) などでは Z の成分の和 xEI

を最小化することが問題であろう . XEI は (6 )などでは

却に相当する.

1978 年 1 月号

こうする左相補スラックの定理と同様に，

系 3 d εD に対して，

d゙={Ex: x E NI,Xi=O whenever(dE)i>O} (21) 

ここで、 (dE)i はベクトル dE の第 i 成分.

2 次形式との関係

さてつぎに 2 次形式との関係を見ょう.

m={O, 1, …, m-l} (22) 

として LCm に対して，

L={ (i, j):iζ j， i E L , j E L} (23) 

としておこう.このとき以上の議論からすぐつぎが成り

立つことがわかる.

命題 4 つぎの 3 つの条件はすべて同値である.

c== (coo , COh ・ Co ， m-l' Cll ， ・， C明-h m-l) E Rk に

対して，

偽) cED 

(B) I: cii?O, V L輓  
Cí, j)E1こ

(C) 2 次形式

(24) 

f(z) =, I: cijZiZj (25) 
Ci, j)Em 

が任意の Z E {O, l} m に対して常に非負.つまり f(z)は

{O， I}m 上で非負定値.

上の条件(B)は，点、集合 m={O， I ， … ， mー 1} からなる無

方向完全グラフで、各点にループをもつものを考え，その

枝 (i， j) ((i, j) モ扇)(ループも含めて)の値 Cげが付加さ

れているとき， mの任意の部分集合Lについて，両端と

も Lに属している枝の値の和がつねに非負になるという

条件に他ならない.

ωは命題(3)より cE?O と同値であるが， (11)式の E

の各列を見れば，これが条件(同と同値であることはうな

ずけるであろう.また(C)は Zü Zj が 0， 1 のみをとる変

数であるから， (25) の右辺で Zü Zj がともに l である

次号予告

特集 毛デルを解剖する

「学|的問題と「術j 的問題

フラック・ボックスを透視する

ほどよく“うそ"を加味したモデル

家づくりとモテ、ノレづくり

個別モデルと標準モデル

似非モデルの功罪

モデルと解析手段との対峠

阿呆かしこなモデルと解析

鈴木義一郎

田畑吉雄

若山邦紘

森 雅夫

森村英典

高橋幸雄

逆瀬川浩孝

牧野都治
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ときにかぎって 0 でなし、から，これと(鴎とが同値である

こともそんなにむずかしい証明は必要としないだろう.

まとめ

われわれの問題，つまり M を与えて M=XXT なる

(0， 1)行列 Xを求めることは一見簡単そうで実はきわめ

てむずかしい.一番簡単な BIB の問題ですら，そのほ

とんどがわかっていない.しかしそのうち 1 つでもわか

ればその応用はきわめて豊富なのである.

またMを intersection pattern というベクトルにの

ぼした形で，その総体 Y がどんな特徴をもっているか

を， convex cone, dual cone，整数計画 2 次形式な

どいろいろな角度から眺めることができることがわかっ

た.これらの表現を出発点として，少しずつではあるが

いろいろな構造が明らかにされつつある [3J [4]. ま

た dual cone D の実際の解法には Fourier-Motzkin

の消去法 [5J [6J が利用される.

また distance pattern から出発しても， intersection 

pattern の方法とまったく並行的に話が進められ，さま

ざまの不等式の関連などが生み出される.
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