
口解説

信頼性の数学 (2)

2. システムの信頼度ーその動的側面

前章では，時間を固定し静的な側面からシステムを眺

め，その信頼度を計算した.すなわち，多数個のユニッ

トから成るシステムにおいて，ある時点での各ユニット

の信頼度ρを既知とし，システムの信頼度を求めること

を主眼とした.しかし実際のシステムではユニットが故

障している確率は時間とともに増加するのが通常であ

る.ユニットはいつかは故障するという妥当な仮定のも

とで、は，時点、 t でのユニットの故障確率 F(t) は確率分

布関数であらわされる.したがってユニットの信頼度 p

の代わりに 1 -F(t) 三 F(t) を代入すれば， F(t) が既知

のとき前章の議論はそのままあてはまり，時間とともに

変化するシステムの信頼度を求めることができる.この

章では設計の初期の段階など関数 F(t) の形が完全に記

述できない場合， F(t) に信頼性理論においては適当と

思われる仮定を設け，それらの仮定聞の関係と，仮定下

での信頼度関数のパウンドの計算を試みる.

2. t ユニ.. ，トの寿命分布系と相互関係

ユニットの寿命を確率変数Tであらわす.その寿命分

布を F(x)=P(T三二 x) とかけば，時点 z における信頼度

はF(x) である.ある時点 t における(条件付)信頼度

関数は，

P{T>t十xl T>t}=F(t+x)/F(t) 

となる における(条件付)故障率 r(t) は，

(14) r(t)=limP{t<Tζt+xl T>t}/x 
x-今O

=f(t)/F(t) 

ここで Fの筏度関数fは存在するものとする.さらに最

後の式の両辺を積分したものを累積故障率とよび R(x)

であらわず.すなわち，

(15) R(x)=仁川 t)dt= ー logF(x)
自動車などの製品を見てみると，はじめのうちは初期
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図 2.1 浴槽型の故障率曲線

故障で、故障率が高く，時間とともに次第に減少し，つぎ

にしばらくの間はほぼ一定の故障率をもっ期聞がつづ

き，最後は疲労や摩耗により故障率は増加していく，い

わゆる浴槽曲線型を示すことが多い(図 2.1). この曲線

は数学的な解析が容易でない.また，製品を構成する部

品の一つ一つは必ずしも浴槽曲線のような複雑な故障率

をもっていない.そこで，以下のようなより単純な故障

率のパターンを仮定して議論をする.自動車部品などの

場合，それでもほぼさしっかえないことが〔到に示され

ている.

定義 1 : r(t) が増加(正確には非減少)関数のとき，分布

関数 Fは IFR (increasing failure rate) クラスに属

するといい， F f( IFR} とかく.同様に r(t) が減少関数

のとき ， Fは DFR (decreasing failure rate) クラス

に属するという.

たとえば， F が形状パラメータ ß， 尺度パラメータ守

のワイフツレ分布のとき ， r(t)=(ß/1;P)tP-\ となるから，

ﾟ= 1 のとき，すなわち指数分布のとき r(t) は一定で，

ﾟ> 1 のとき Ff {IFR} で， 0< 戸<1 のとき Ff {DFR} 

(図 2.2) ，

IFR グラスのもつ信頼性に有用な性質は，畳み込みの

オベレーションに関して閉じていることである.すなわ

ち， 2 つのユニットの寿命を T.， T， とあらわすとき，

T ., T， の分布が IFR クラスに属するならば和の寿命

T1 +T， の分布も IFR グラスに属する[1 J.この性質は
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図 2.2 ワイフ勺レ分布の故障率

n 個のユニットの場合に拡張できるから，たとえば n 伺

のユニットが IFR なる性質をもっときつのユニッ

トが動作し，故障と同時に新しいユニットに取り替えら

れるスタンパイシステムの寿命分布は IFR クラスに属

することがわかる.したがって IFR クラスに特有の信

頼度関数のパウンドが求められるならば，スタンバイシ

ステムの信頼度関数のパウンドが容易に得られる.パウ

ンドの計算は次節にゆずる.

初期故障が見られないユニットは，故障率が増加して

いくと考えられるので， IFR は信頼性の中で重要な分布

のクラスであるが，独立な IFR のユニットから成るコ

ヒーレントなシステムの寿命分布はかならずしも IFR

に属するとはかぎらない.一般のシステムの信頼度を計

算しようとする場合，この性質はありがたくない そこ

で IFR のユニットから成るコヒーレントなシステムの

寿命分布が属する最小のクラスを求めることに意義を見

いだす.つぎの定義を導入しよう.

定義 2 :分布関数 F はもしー (l/t)logF (t) が t ;:;o: Oで増

加関数であるとき IFRA (increasing failure rate 

average) クラスに属するといい ， F f {IFRA} とかく.

同様に， F はー ( l/t)logF(t) が t言。で減少関数のとき

DFRA (decreasing failure rate average) クラスに

属するという.

Ff {IFR} ならば( 15)からーlogF(t) は原点を通る凸

関数で，一 (l/t) logF(t)は増加関数となる.ゆえに {IF

R} c {IFRA}. IFRAは[0， tJ間の故障率の平均が増加

していくクラスで，かならずしも故障率自体が時間とと

もに増加していくとはかぎらないが， IFR よりも広い，

適当な概念であることがつぎのことからもわかる.すな

わち IFR のユニットから成るコヒ{レントなシステム

の寿命分布は IFRA に属する.ここではさらに， IFRA

のユニットから成るシステムの寿命分布が IFRA に属

することを証明しよう.この定理はシステムの信頼度の

パウンドの計算に大変有効である.

定理 3 :独立なユニットから成るコヒーレントなシステ

ムにおいて，もし各ユニットの寿命分布が IFRA クラ
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スに属するならば，システムの寿命分布も IFRA クラ

スに属する.

この定理の証明に必要な 3 つの補題から説明する.

補題 1 : Ff {IFRA} <=> F ( 日t) 二三 F" (t) O :.Ç日三三 1 ， t 言。

証明 :F ε {lFRA} ならば任意の O~三 s ぎ t に関して，

一 (l/s) log F(s) ζ ー (l/t) log F(t) 

したがって，

一(1/日t) log F( αt) ζ ー (l/t)logF(t )， 0 三三日三三 1

・ . F( αt) 二三 F"(t) 

逆も同様にいえる証明終わり)

補題 2 : O :.Ç a ，.l ζ 1 ， O :.Ç y :.Ç x ならば，

(16) .l "X" 十(1ーか)γ 二三(えx+ {1-.l) Y) α 

証明 :f(x)=かは x ;:;O: O で 0 :.Ç a :.Ç 1 のとき凹で，した

がって f(的 +0) -f(的)ミ f(uz+占) -f(U2) , Ul :.ﾇU2 

。=.l (x-y) , u1 = .ly , u2=y とおけば与式が求まる.

(言íE明終わり)

補題 3 : h ( ρ) を独立なユニットから成るコヒーレント

システムの信頼度関数とするとき，

(17) h(p");:;o: hベ ρ) ， 0 <日三三 l

ここで、 P=(Pblう2，・ .， Pn) ， P"=(Pl", P2" , ...， pηα) 

証明:帰納法を用いる . n=1 のとき ， h (p) は O か l

のいずれかであり，いずれの場合にも( 1 7)は成り立つ.

nー 1 ユニットの場合に( 17)が成り立っと仮定する.

h (1 n , P") =h (Pl" , ・目 ， pよl' 1) 

h (On ， ρα ) =h (p!", …, Pよ l' 0) 

と定義すれば，

h (P")=Pηα h (1 n, P") + ( 1 -Pηα) h (On， Pα) 

;:;O:Pn"h"( 1mρ)+ (1 -Pn")h"(On ， P) (仮定より)

三 (pnh {1 n ， P)+(1 ーρη )h(On ， ρ))α(補題2 より)

=h"(p) 

したがって n ユニットの場合にも( 17)は成り立ち，帰納

法により補題ば証明される証明終わり)

定理 3 の証明: Fi (i=l , …, n) をユニット i の寿命分

布， F をシステムの寿命分布とするとき， 0< 町三三 1 で，

F(at)= h(F1(at) , F2 (at) ，. ・ ， Fη (at) ) 

ここで，れぞ {IFRA} だから補題 1 より，

P;( 日t) 二三五α (t) ， i=I , 2, …, n 

であり，システムはコヒーレントであるから，

F(at);:;O: h(F1"(t) , F 2"(t) , …, Fn"(t)) 

さか(Fdt) ， F 2(t) , …, Þ~.(t)) (補題3 より)

=F"(t) 

したがって補題 i より Ff {IFRA} 証明終わり)

システムの信頼度関数を計算したい場合，各ユニット

の寿命分布が IFRA クラスに属することさえわかれば，

システム自身の寿命分布も IFRA クラスに属するので
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あるから， もし IFRA に特有な信頼度関数のパウンド

が得られるならば，それが直接システムの信頼度のバウ

ンドに適用できるから大変に便利である.

IFRAグラスに関しても近年畳み込みに関して閉じて

いることが証明されている[7].

つぎに信頼性よりもむしろ再生理論を用いた取り替え

問題などの保全性によく使われる寿命分布のクラスを紹

介しよう.

定義 3 :確率分布 Fは任意のお二三0 ， ν二三 Oに関して，

(18) F(x+y) ~ F(x)F(ν) 

が成り立っとき， NBU (new better than used) であ

ると L 、う.

( 18) の不等号が逆向きのとき F は NWU (new 

worse than used) であるという.

言葉に示されるように， NBU とは条件つきの信頼度

の意味において，新しいユニットが古いユニットよりも

すぐれていることである.

定義 4 :平均 μ が有限値をとる確率分布 F は，任意の

t 2:: 0 に関して，

(川 J?(X) dx ~戸 (t)
が成り立っとき NBUE (new better than used in 

expectation) であるという. (1 9) の不等号が逆向きの

とき ， F は NWUE (new worse than used in ex. 

pectation) であるという.

(7(F(3)/Flt))dz は t だけ年を経たユエツトの平均
余命であるから， NBUE とは新しいユニットの平均寿命

f1 は占いユニットの平均余命よりも常に長いことを意味

する

以上寿命分布のクラスを 8 つ掲げたが，これらの間に

はつぎの関係がある.直観的にも明らかであろう.

{IFR} c {IFRA} c {NBU} c {NBUE} 

{DFR} c {DFRA} c {NWU} c {NWUE} 

IFR と IFRA クラスに関してはすでに述べたが，上

己 8 つの各クラスに関して，コヒーレントなシステムの

形成と，畳み込みという 2 つの信頼性、ンステムに重要な

オベレーションについてクラスが閉じているか否かを表

2. 1 ~こ元ミし Tこ.

あるオベレーションに関しであるクラスに保存則が成

り立っとき，相対するクラスにも保存則が成り立つとは

かならずしもかぎらないことがわかる.

2.2 信頼度関数のバウンドの計算

前章ではシステムの信頼度を計算するのに，ユニット

問の独立性や関連性を仮定して，簡単に求められる信頼

度の上下限を得た.これと同様に，今度はユニットの故

障率が時間とともに変動する場合にユニットあるいはシ

1977 年 12 月号

表 2.1 信頼性のオベレーションに関する寿命分布

の保存性

信頼性のオベレーション

寿ク命ラ分ス布の|| コヒーレントシステムの形成!畳み込み

IFR 非 保 存 |保 存

IFRA 保 存 保 存

DFR 手ド 保 存 l 非保存

DFRA ::1[' 保 存 |非保存
NBU 保 存 l 保存

NBUE 手ド 保ー 存 保 存

NWU 非 保 存 |非保存
NWUE :}F 保 存 1 非保存

ステムの信頼度関数を計算するのに，ユニットの寿命分

布にIFR， IFRA などの仮定を設けて，信頼度関数のバ

ウンドを求めることを試みよう.

ここで，寿命分布の平均値 μ か ρ一分位など 1 つのパ

ラメータの値が既知であるとする.アプリオリな情報と

してユニットの故障率は劣化によって徐々に高くなるも

のであって，平均寿命は μ であるくらいしかわかってい

ない段階でシステムの大体の信頼度を調べたい場合など

に，このバウンドは有効であろう.

定理 4 : (IFRの下限)確率分布 Fが平均 μ なる IFR ク

ラスに属するとき，

( e- tlμ t< μ 
(20) F(t) 二':1

( 0 t 2:: μ 

証明:寿命Xの分布 Fが IFR に属するとき ， -logF(t) 

は凸関数で，したがって，

(21) E [ー logF(X)J ミ -logF(EX)= 一 logF( μ)

この E き ， F(X) は[0 ， 1 Jの一様分布であるから， (21 ) 

は.，

F( μ) 2:: e-1 

ゆえに，

(22) F( μ )11" 2:: e-t/" 

ところが， {IFR} c {IFRA} より ， (F(5)) ミが減少関

数であるから， μ >t のとき，

(23) [F( μ )" ]t ~[F(t) t]t =F(t) 

(22) と (23)から (20)が得られる. (証明終わり)

たとえば， n 倒のユニットの寿命分布が F"". ， Fη で，

それぞれ IFR クラスに属し，平均が μh ・1 内であると

すれば，

(i) 貞列システムの場合

F( t) = 11 F;( t) 

だから ， t<min {μ" . ", f1n} のとき，
n 

F(t) 2::exp( -tI; (1/μ;)) 
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(iii) 一般の独立なユニットから成るコヒーレントな

システムの場合， h をシステムゅの信頼度関数とすれ

ば， O<t<min (/11> "'，内)で信頼度関数の下限は，

(24) 創刊 (t) , …, Fn(t) ) ミ h( e- tIへ "， e- t/内)

で与えられる.独立性を関連性でおきかえた場合，そ

の下限は緩まざるを得ないが，前章の関連性の性質を

利用して，同じ t の範囲内で，

(25) F(t)=P(ゆ (X1(t) ， "', Xn(t))= 1J 
n π 

二三 I[PCXi(t)=IJ 二三 exp C -tL; (1/的)] 

を得る.

定理 5 : (IFR の上限)確率分布 Fが平均 μ なる IFR ク

ラスに属するとき，

(e-卸" t> μ 
(26) F(t):o::i 

11 三二 μ

ここで叫は t の関数で、次式を満たす.

(27) 1 ー μw，=e-山 ， t 叩， >0

この上限は IFRA クラスと同一であるので，証明は

後にゆずる.定理 4 と日を用いて k-out-of-n システム

やスタンパイシステムなど寿命分布が IFR に属してい

るシステムの信頼度関数のパウンドを求めることができ

る .μ=1 のときの IFR クラスの分布のバウンドを図

2.3 に示す.

つぎに IFRA の場合に移ろう.

定理 6 : (IFRAの下限)確率分布 Fが平均 μ なる IFRA

クラスに属するとき，

( e-bμ t< μ 
(28) F(t) 2: 1 

¥ 0 二三 μ

ここでんは t の関数で次式を満たす.
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(29) b，( μ t) =e-bt' 

証明 : F , {IFRA} ならば，原点 x=Oと一logF( ♂)を

給ぶ線分と z 軸とのなす角度は増加していく.したがっ

て，一 IogF(x) なる曲線は♂/μ(μ>0)なる直線と x>O

でたかだか一度しか交叉せず，交叉するならば下方から

である.ゆえに F(x) は e-xlμ(μ >0) と x>O で、たかだか

一度交叉し，交叉するときは上方からである(図 2.4，

2.5). 

上記の性質を用いる.すなわち ， t< μ を固定し ， F(t) 

<e-仰を仮定すると ， x 二三 t で両辺の曲線は交わり得な

し、から F(x)< e-btX (x 2: t) でなければならない.

ところが，

μ = S~Þ(x) dx十r町) dx 

<t+re 川z戸=山

となり矛盾を生じる.したがつて(は28別)は成り立つ. (証

明終わり)

b， >l/μ であるから IFRA の下限は IFR の下限より

も低くなっている.

定理 7: (IFRAの上限)確率分布 Fが平均 μ なる IFRA

クラスに属するとき，

( e-w,t t> μ 

(30) F(t) 三三 j 
¥ 1 三三 μ

ここで叩t は t の関数で (27) を満たす.

証明 : t>μ を固定し， G を次式で定義する.

(e-叩tX X::三 t

G(x) = j 
¥ 0 x>t 

叫は(剖を満たすから jト-w，xdx=μ を満たし，し
たがって C と Fは同ーの平均値 μをもっ.前定理の交叉

の理論を再び適用して ， FはGと (0， t) でたかだか一度交

叉し，交叉するならば上方からであることがわかる.平

均が同一であるから交叉しないときにはF=G. いずれ

の場合でも F(t) ζ G(t) =e-町Z となる. (証明終わり)

コヒーレントなシステムの寿命分布はその構成するユ
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ぎに示す.証明は新しい概念の導入を必要とするので省

略する.

定理 9 : Pk (k=O, 1 ， …)は (32) を満たすとする.

( i) Pk+ ，/Pk が h に関して減少関数のとき，

H(t) ε{IFR} 

Pkllk が止に関して減少関数のとき，

H(t) ε{IFRA} 

)
 

-
1
 

1
 

(
 

もしユニットの平均寿命 μ=;AFKが経験的に求ま

るならば，この定理を利用してユニットの信頼度関数の

パウンドを前節の諸定理から求めることができる.

IFR , IFRAを含む概念として NBU， NBUE が考え

られることは前に示したが，このショックモデルにおい

て ， Pklこより弱し、仮定を入れてユニットの信頼度関数を

NBU あるいは NBUE にすることができる.

定理 10 : 

( i) Pk+! 三三 Pk P! (k, l=O, 1 ， …)ならば

H(t)什NBU}

ニットが IFRAならば IFRA であるから，システム設計

の初期の段階においておおよそのシステムの信頼度関数

の形を知りたい場合に定理 6 および 7 を用いればよい.

その場合，システムの平均寿命が必要となるが，平均寿

命が既知でないときでもある ρー分位が既知ならば， つ

ぎのバウンドが得られる.

定理 8 : (ρー分位による IFRA のパウンド)Fε{IFRA}

で，かっ F(む)=p であるならば，

f 二三 e-at 0 三三 t~ÇD
F(t) イ

( 三三 e- at 三三 çp

ここで， α= 一 (1 /çp) log (1 -p) 

証明 e 叫=(1ーρ)tl'p=(F(む)JtI 'p= [F( 輛) 11 'p Jt 

Fε{IFRA} のとき (F(s)) 1I s は sの減少関数であるこ

とを利用して (31)を得る証明終わり)

(31 ) 

Pk L: Pj 主主Pj (k=O, I , ...)ならば

H(t)ε{NBUE} 
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いままではユニットに故障の確率を与え，その確率が

特殊な構造をもっときのユニットやそれらから構成され

るシステムの信頼度関数のバウンドを求めた.これに対

して，ユニットに疲労，劣化量が累積して，ある一定量

に達すると寿命が尽きるとする考え方がある.これを多

少一般化したショックモデ、ノレを取り上げてみよう.

ユニットは一連のショックを受けるとする.継続する

ショックの間隔はF とし、う確率分布にしたがい，ユニッ

トが最初の h 個のショックに耐える確率をPkとする.こ

こで\

(32) I=P。二三 P'ZP2 二三・ ・

は成り立っと仮定しても一般性を失わないであろう.

のとき，ユニットの信頼度関数H(t) は，

ショ・7 クモデルの信頼度2.3 
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H(t) = L: Pk (F叫) (t) ードド1l(t) J 
k=。

で与えられる. ここで F巾は F の k 回の畳み込みであ

る.とくにショックの発生がポアソン分布をなすときに

(33) 
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NBU クラスさらにNBUE クラスとなると相当に寿命

分布の範囲は広くなる.したがって，ただ寿命分布がそ

れらのクラスに属するとわかっているだけでは，信頼度

関数のよいバウンドを得ることは期待できない.しかし

ながら.表 2.1 に示されるように， NBU クラスはコヒ

ーレントなシステムの形成に関して閉じているから，複

雑なシステムを NBU クラスに属するユニットから構成

する場合に， NBU に属するということだけからそのシ

ステムの信頼度の粗い予測を立てることも無意味ではな

(証明終わり)

H(t)=SFK lfM)?e-M 
{:O -~ k! 

とかける.ここではショックの発生がポアソン分布にし

たがう場合のみをあっかうが，同様の結果が，より一般

的なショックモデノレに関しでも論じられている( C8J 参

照).

(34) 

731 

ユニットの信頼度関数は Pk の値を正確に知り得るな

らば (34) によって計算できるが，実際には h 回目のショ

ックで故障する確率など正確にま日り難い場合が多い.か

かるとき ， Pk の性質から信頼度関数H(t) の性質を調べ

るという，より定性的な議論も意味をもっと思われる.

H(t) が IFR/IFRAクラスに属するための十分条件をつ
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いであろう.

定理 11 : FE {NBUlがある t で F(t)=日を満たすとき，

(注目 IIk t/k+ 1 <x~t/k， k= 1, 2 ，・・
(35) F(x) 

( 三三日k kt 三三x< (k+ 1 )t , k=O , 1 ， ・・

説明 :Fε{NBU} ならば定義より，

F({r2F(t) た 1 ， 2 ，

したがって，

F(; )2F(t) lIk=a1ノ k

ゆえに，

F(x) 二三 αIIk t/k+1 < x ~ t/k=I ， 2 ， ・・

同様に，

F(kt) 三三 F(t)k= 日k k=O, 1, 2,… 

だから，

F(x)~ ak kt 三三ぉ < (k+1 )t , k=O , 1 ， 2，・・

(証明終わり)

定理 12: F ε{NBUE} の平均を μ とすれば， t 三二 μ で，

(36) F(t) 三 t/μ

証明 :μF(t)= μ (l -F(t) ) 

三μ-rF(X) dx=1:F(X)dX 手J:dx=t

(証明終わり)

以上，信頼性に重要と思われる寿命分イfîのタイプをい

くつか掲げ，信頼度関数のバウンドを求めた.ユニット

の信頼度に関する情報量が少ない段階でシステム全体の

信頼度関数の予測をする場合にこれらのノミウンドは有用

ではなL 、かと考えられる.
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