
特集 IA 法

数理計画法の立場から見た IA法

伊理正夫

IA法 (incremental assignment method) と

いうものの定義も評価も世界的にまだ確立されて

いるとはとてもいえないが，その特徴を正しく把

握して実際問題に上手に応用していると L 、う実績

では，わが国はかなりの先進国であるといってよ

かろう. 本稿でこれから述べるように， “数理計

画法"的観点から眺めた場合， 1 A法はとくに奇

抜な着想を含んでいるわけで、はなく，ごく地味な

方法である.しかし，木特集で奥平氏が解説して

おられるように[IJ ， 1 A法は，

(i) 実際の現象をかなり忠実に模擬していると

も解釈できるような算法を用いており，

したカ:って，

(ii) 最終的に収来した結果だけで、なく，

中間結果も十分な利用価値をもち，

また，計算機を使用する立場からは，

ちろんこれらの特長に対して欠点もあるわけ

ーで，

(vi) 収束速度は遅く，

(vii l 得られる解の精度も高くない.

これらの欠点を少しでも減らそうという工夫も問

題の型に応じていろいろなされてはいる.

1. 数理計画法による問題の定式化一一原型

N 次元実ユーグリソド空間 RN の中の(原点。

を含、まなし、)有界閉凸多面体 C の上で凸関数

Z(X) の値を最小にすることが問題であるとする.

C の頂点を Xj (j= 1, 2，…)と記す.また， z は，

CU{o} の凸閉苗CU {o}を含むある開集合で定義

された連続微分可能な凸関数で， その導関数 f7Z

X, 

(ベクトル)は Lipschitz

連続 (Lipschitz 定数は L)

であるとする.

C U {o} 内の任意の点 z

における関数 z の“頂点、

(iiil 必要な記憶場所が最小ですむ;すな

わち，問題を記述する場所だけがあれ

ばたいていの場合十分である(多くの

場合，数理計画問題として定式化した

ときの“全変数"を記録する場所すら

必要としない)

(a) 凸多面体 C とその頂点

ので，

(iv) かなり大きな規模の問題まで小さな

計算機で処理することができるし，

(v) プログラムづくりも容易である(一

応は! ) 

というような多くの特長を備えている.も
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ο 

(b) Cu {o} 
(c) 方向微分勺(X) 図 1 基本的概念の定義
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Xj 方向への方向微分" Zj(X) ( スカヲー)を

Zj(X) =Xj"fJZ ( 1 ) 

により定義する(図 1). 

以上の諸定義のもとに IA法の算法を述べる

とつぎのようになる.

くPhase 1> Nはあらかじめ定めた正整数で、あ

る.初期解はが0)=0 とおく . m=O, 1, "', N-l 

に対して X(怖)における方向微分 Zj(が隅))がもっ

とも小さいような C の頂点 Xj慣を選び，

X(m+1)=げ)+んXjm ( 2) 

とおく . X(N)( εCとなることは後で示す)がPhase

I により得られた解である.

くPhase11> Cの中の任意の点 (Phase 1 で得ら

れた解を用いるのが普通である)を初期解がめと

する.ε をあらかじめ与えられた“小さな"正数

とする . m=O, 1 ， 2，・・・(無限に繰返す)に対して，

X(叫における方向微分 Zj(X(附)がもっとも小さい

ような C の頂点 Xjmを選び，

X(叫+1)= (1 -ô)x(叫)+εXjm ( 3 ) 

とおし

図2は上の算法を直観的に説明するものである.

まず， Phase 1 では，われわれは原点。から出発

して，。と実行可能領域C との聞を N等分し ， N

ステッブでC 内の l 点に到達しようとする.各ス

テップごとに，前進する方向は原点と Cの一つの

頂点を結ぶ方向に平行な方向とするが，それらの

可能な方向の中ではそれにそっての Z(X) の増加

率が最小であるものを選ぶ (C に到達したときの

Z(X) の値が，そうすれば，小さいであろうとの期

待を込めて).初期の IA法はこの Phase 1 のみ

Xjm 

(a) Phase 1 (b) PhaseII 

図 2 IA法の Phase 1 と PhaseII
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で終わりにしていた.しかし，これでは問題の最

適解が得られるとはかぎらないことは明らかであ

ろう.

Phase 11 では，現在いるところから原点へ向け

て ε だけ後退し，再びC内の点へもどるとき，も

どる方向を z の増加率が最小であるような頂点の

方向に一致させることによって，次第に解の改善

をはかろうとする.

2. 最適解への収束性の証明

IA法によると， Phase 1 において問題の eつ

の実行可能解(C 内の点)が求められ， Phase 11 に

おし、てそれが次第に改善されて最適解に近づいて

いく.もっとも，それは ε が十分小さい理想的な

場合であって ô がある大きさをもっている場合

には最適解からは少々ずれたところに落着くこと

になる.このような現象をやや厳密に述べてみよ

う.

Phase 1 で得られる解が一つの実行可能解で、あ

ることは直ちにわかる.実際， XEC であること

と，

X=子山jXj， ωょ0，ヲω凶 (4 ) 

であるような“重み"の組{ω1 ， ω2，・・・}が存在する

こととは等価であるが， (2) によれば，

N-1 < 

X(N)=l. ~XL ーム云忌Xjm ( 5 ) 
m=OlV 

である. (このことからわかるように，がめ=0 か

ら X(N)EC の聞は 1βV ずつに“等分"されてい

る必要はなく，各ステップごとに“I/N" のかわ

りに適当な lim ( ミ0) を用い，最終的にZ隅lim =1 と

なるようにすればよいのである. ) 

Xjm 
Phase 11 において得られる解の

列が0うが1〉，…がもとの問題(min
XEC 

Z(X) ) の最適解に“収束する"こ

とはつぎのように考えれば理解で

きょう.まず， (3) からが隅+わ­

zく叫 =ô(Xjm- Xく則)であり， まずこ

z の導関数が Lipschitz 連続であ
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るという仮定も考えに入れるとステッフ。あた

りの関数 z の値の変化は，

Z(X(m+川 -Z(X伽))= (X(冊+1)-X仰))・
f7Z(X(則+θ間 (X(隅+l)_X(m))) 

=ε (Xjm -X(隅)). f7Z(X(附)

+ MmOme211 Xjmーが叫1 2

=ε (Zj~(X(刷) -L: ωjく肌)Zj(X川)))+Em 
… j 

(6 ) 

という形にあらわすことができる.ここで， ωj同〉

は X(mlを C の頂点的の凸一次結合であらわすと

きの係数:

X(隅〉ニ Zω/耐Xj， ω/隅〉ミ 0， L:ω/隅)=1

であり， θ怖は 0<θ怖く 1 なるある数， IMml<L 

である.したがって， C の“直径"を

D=  maxllx-YII 
x ,yEC 

と記せば， (6) の E前は

IE間|豆D2Le2 (8) 

を満たす. Xjm(および Zj抗)の定義により，

川(X(m)) 一子ω/制約(山))豆o ( 9) 

であるから， Phase II の l ステップは e が十分

小さければ，乱暴にいって，“改善"になっている

といえる.この辺の事情をより厳密に述べるとつ

ぎのようになる.

(7) 

問題の最適解の一つを￡とし，仰を

￡=pjZj， &j註O， pj=1

で定義する Z が凸関数であるから，

O~Z(x) -z(x同))孟 (x-X(削 )'f7Z(X仁川)

=L:φjZj(X怖))-L:ω1〈7川Zj(X(前))

(10) 

)
 
-l
 
(
 

さらに， Zjm (x(m)) の定義により，

Z(x)-Z(X(刷)ミ

Z川 (X(耐)-pj川Zj(X m ))

( 12) を( 6 )に代入して，

(12) 

Z(X C間+1)) -z(x(m)) 豆

ε (z(x)-Z(X仰l))+E川

あるいは，

z(X仰+1)) -z(x) 孟
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( 1 一 ε )(Z(X畑))-z(x)) +Em (13) 

を得る. (8) を考慮しつつ(1 3) を繰返し用いれば，

Iz(x仰)) -z(x) I 孟

(l-e)mjz(X(O)) -z(x) I +D2Le (14) 

とし寸評価式を得る.すなわち，パラメタ ε を C

の直径 D および z の導関数の連続率 L に比べて

十分づ、さく選んでおけば， Phase II を繰返してい

るうちにど附はー~Z(Xく川)が Z(必)に近づくとし、

う意味で一一一次第に改善されていく.なお，以上

の考察からわかるように， ε は各ステップごとに

異なる値を用いてもよい.

3. パラメタ e の選択についての注意

前1Iîの議論(とくに式(14) )から推察されるよう

に， 1 A法を用いる際にもっとも工夫を要するの

はパラメタ￡の値の選び方である. 1 A法は勾配

法の a変種ともみなせ，収束過程としては l 次過

程で、ある.収束速度を上げようとすると ε を大き

く(トーε を小さく)選ばなければならないが，そう

すると(14) における誤差項 D2Lε が大きくなって

しまう.しかし，さらにくわしく D2Le の項の由

来を調べればわかるように， ε は

I (x(m+わ -X(削)-f7Z(広畑))ー

(X(明+わ -X(隅))'f7Z(X(隅+勺(1ラ)

が小さくなるように選べばよいので，したがって

Phase II の各ステップにおいて， (1 5) があらかじ

め定められた値以下になる範囲で ε を大きく選ぶ

とし、う工夫をすれば，全体としての解法の速度が

上げられる.

ε の選び方を誤ると，ときには，およそ最適解

とはほど遠いところへいってしまったり，あるい

は収拾のつかないほどの激しい振動を起こしたり

することもある.この辺の事情については，具体

例にもとづいた明快な森口先生の本特集の解説

[2Jなご覧いただきたい.

4. 例題による説明

IA法を上手に使いこなすためには，上に述べ
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てきたような数理計画法の“理論的"面を理解し

ただけで、は不十分で、あって，計算機の記憶装置の

中に蓄えておくべき情報を必要最小限にとどめ，

また不必要な計算をすることがないように汁算手

JI偵の設計をしなければならない.このような実際

的な配慮について→般的に述べることは不可能で

はないにしでもあまり有効とは思えないので，以

下では一つの例について前節までにあらわれた各

種の概念の物理的なイメージを説明しつつ実際的

な注意を述べていくことにする.

いま q個の会社が共通の道路網を用いてそれ

ぞれ l 対の地点聞に定常的にトラ y クの運行をし

ているとする.会社 tは単位時間あたり円台を運

行するが，路線は混雑状況を考慮に入れて最短時

間ですむように選びたい (i= 1 ， ・ "， q). 道路網は l

本のリンク(各道路の片側を l 本と数える)および

n 個のノード(交差点など)よりなっており，これ

らの会社の車以外にはこの道路網を使う車はない

とする(図 3 ).各道路(リンク)は，そこを単位時

間に通過する車の数 5 によって混雑状況が異なる

ので，そこを通過するのに要する時聞は 5 の関数

仇 (ç) で与えられる(道路ごとに異なる) (図 4 ). 

ノード α から出ているリンクの集合を ð+."それ

に入っているリンクの集合を ð-.， と記し，会社 t

のトラックの出発ノードを Ai， 到着ノートを Bi

と記す.

この問題を数理計画問題としてあらわすには，

もっとも簡単な表現をするにしても，各リンク正

を通過する会社 i のトラックの数 ~?J，/' を一応は変

r1 "2 iiíJ各 K を j凶 1白
するに史ーする時!1ij

/" ¥ 

てどイ 」四百'{

lλく. . 
1"2〆

1"1 

数として考えねばならないであろう. (ここで，も

しノードの数が n=500， リンクの数が 1=2 ， 000，

会社の数が q= 1 ， 000あったとすると，変数仇包の

総数は Iq=2 ， 000 ， 000 となる. )変数 X.切:満足すべ

き条件は各ノードにおけるフローの連続条件で，

それらは，各 α(=1 ，… ， n) ， 各 i(= 1 ，・ "， q) に対

して，

(0α手 Ai， Bi) ，

5+fztつεFα x.i =1 rも (α =Ai) ， (16) 
I-n (α =Bi) 

という形であらわされる. (16) は全部で nq個(上

記の規模のネットワークでは =500， 000個)の等式

群であり，これらと LPJ 孟 O(すべての i， IC) を満足

する R!qの部分集合がし、まの場合の C である.こ

のように， C を式で表現するとかなり厄介なこと

にはなるが， C の頂点の物理的意味は明らかであ

る.それは x.i>O であるような (IC ， i) の集合が極

小であるような (16) の解として特徴づけられるか

ら，そして， (16) は各会社ごとに独立した条件式

群であるから， C の頂点Zj=(?ムぬ1;?よ・，

LUE2; ・・・・・・ ; X1Q, "', X!q) は各会社が Ai から Bもへの

適当な一つの道にそって ηだけの車をすべて割当

てたときの流れの模様をあらわすベクトルで、ある

ということになる.もちろん，このような頂点、を

あらかじめすべて列挙しておくことは不可能であ

るが， 後に述べるように， “ある特徴をもった頂

点を見いだす"ことはこのような物理的解釈から

容易であるのが普通である.

さて，各会社が“最短時間"をめざして運行計

画を立てると，結局は， (1 6) の

条件(と zf詮0) のもとで，
ηw 

1 r:EX.i 
Z(X)= :E li=l 仇 (ç)dç

( 17) 

とし、う関数を最小にするような

ところに落着くことが知られて
j直路 x を j出 ;1<，，1)

j- る Ili グ)総数 いる (Wardrop の“等時間原

図 3 道路網と交通需要 図 4 道路の特性 理たとえば，文献口]参照). 
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( 1 7)の関数 Z(X)はあi~O であるようなすべての

Z に対して定義されており ， cp. が単調増大である

から Z(X)は凸関数である.

この形の問題を~ 1 で、述べた形の IA法で解こ

うとすると，どういう計算をしなければならない

ことになるであろうか . x=o (すべての道が空の

状態)から出発すること一これは容易である.あ

る流れの状態 z において f7Z の第 (i， IC) 成分は，

(17)より，

rl_ 

a二t=vz(EFJ) ( 18) 

とあらわされる.そこで， C の頂点 Xj=(Xl 1 ， 一，

机1;... ;Xtq " ・・ x!q) の方向への方向微分は，

Zj(X) =xj'f7z(x) =土[かJVz(bf)]
i=lL.=lj i=1 J 

(19) 

となる. (1 9) の[・・・田・・]の中は， 会社 i の出発点Aも

から到着点&へのある道にそっての所要時間(各

リンクの通過所要時間が，いまの混雑状況のもと

で、は ， CP.( I; Qi=IX•i ) である)の n 倍に等しい.し

たがって ， Zj(x)が最小である頂点 Xj は，

各会社ごとに現在の混雑状況のもとで段

短時間の道を選んでそれにすべての車を

割当てる

という形の解として定められる. このような解

は，科 ( I; Qi=lX• i ) を各リンクの“長さ"に見立て

て，各会社ごとに“最短経路問題"を解くことに

よって得られる .X に対して(1一ε)X をつくるこ

と，十羽j， +bzj をつくる山等は容易であ
る.

われわれが lq {闘の変数をすべて必要とするの

ならば以上の手続を実際に行なわなければならな

い.しかし，もし最終的には各道路の混雑状況，

すなわち I; Qi=lX•i ( lC= 1, "., l)，だけに関心があ

るのであれば(そして，この種の問題ではこのよ

うな場合がほとんどであるが)，すべての X，/を記

録しておかなくても，各 r ごとの I; Qi=IX•i を記録

しておきさえすれば， 1:記の計算が遂行で、きるこ

とがわかるであろう.ネットワークの構造を記録

1977 年 12 月号

し最短経路問題を効率よく解くための工夫をする

ために必要な場所まで含めて，実際には， 6n十 9l

十 3q(上の例で、は =24， 000)語程度の記憶場所があ

れば十分である. (このようにするためのデータ

構造や算法についての詳細は丈献 [4J ， [6J を参

照されたし\)

~2 および ~3 で述べたハラメタ ε(および同)

の選び方についての注意はいまの場合つぎのよう

に述べられよう. ["会社 i が選んだ最短路 l二のリ

ンクの車数は， まず(!一 ε) 倍されてつぎに εη だ

け増加させられるわけであるから，この変化を通

じてそのリンク通過所要時聞があまり大きく変わ

らなし、程度に ε を選ぶこと. J すなわち， I大きな

n の会社が幅の狭い道路を合む最短路を選んだと

きには ε は小さく」ということである.

本題からははずれるが，上のように述べると各

ステップごとに q (=1 ， 000) 回最短路問題を解か

なければならないようにもみえるが，実際には，

出発点(あるいは到着点)を共有する会社の最短路

は岡崎に求めることができるので，最短路問題を

解く回数は -I(j 回程度ですむことが多い.

IA 法は，ある見方をすれば， Dantzig, Wolfe , 

Frank 等の分解原理を利用しているともいえる

(双対変数料をイ中介にして問題を会社ごとの部分

問題にわけてしまう).そして，頂点的を求める

のは-種の column generation の技巧であると

みなせる.また， 1 A法が非常に遅い勾配法なの

でもっと加速しようという話もある. (文献 [6J ，

[7]参照. )しかし，“大規模な問題を小さな計算

機で"処理しようとするときには，収束速度と精

度をあまり問題にしなければ IA法は大変重宝

な方法;で、ある.

5. 余分な制約のあっかい方

走行可能領域 C が凸多面体でその頂点的が容

易に求められるような制約しかない場合について

はすでに述べたとおりであるが，そのような制約

以外に余分な制約がある場合にも IA法を使うこ
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とは可能である. それには， “あつかし、やすい制

約"は C の形であっかい，“余分な制約"は，た

とえば，罰金関数(penaIty function) を用いて目

的関数 z(x) の中に組み入れてしまえばよい.

~4 の例題でいえぽ， 各道路の通過所要時間が

車の数がある限度を超えると∞になる，すなわち

各道路に“待量制限"のある場合などである.こ

のような場合，容量制限は，各リンク "=1，… ， l 

に対して，

23f豆ι (20) 

という形の線形不等式制約を課すことになるが，

(1 6) , (20) (それに払Z孟 0) により定められる凸

多面体の頂点とその方向微分を計算し，さらに方

向微分が最小であるような頂点を求めることは禁

止的に複雑である. (制約式 (20) のために各会社

ごとに分離した問題にならない. )そこで， この

ような余分な制約に対しては，適当な罰金関数

や(ρ，ν) を用いて， 目的関数を z(x) から

t(z)=z(z)+pv， pJーら (2 1)

に変えて ， z(x) を最小にする問題を解けば， 制

約 (20) を近似的に満足する解が得られる.

<p (p ， ν) としては ， <p (ρ， ν) のf直も a<p (p， y)/aν の

値も， ν が負のときには小さく， ν が正になると

急激に増大するようなものを用いなければならな

い. (ρ は，罰金の激しさを示すパラメタとする.)

理論的には

~(川)=-~e円 l
} (22) 

。<p(ρ， ν)-_"'1 I 
�T---"'--) 

などがわかりやすいが，指数関数は計算に時間を

喰うので，実用上は

¥ (抑+ 1)2/2ρ(信一: ), 
~(ρ， ν)=1 ぐ

lO 括- ; )'I(お)

aij; (p ， ν) 
一万台'-~l= max (0, py + 1 ) 

という関数が便利で、ある.

罰金関数を使うときには， jうが大きければ大き
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いほどもとの問題への近似度が高くなることはよ

く知られているが， 1 A法と組み合わせると(他

の方法と罰金法を組み合わせるときも同様なこと

が起こるが)， 1うが大きいと ~3 の注意に述べた

ような問題が生じる.すなわち， p が大きくなる

と a2<p/ay2が大きくなり，それは z(x) の導関数の

Lipschitz 定数(あるいは，大ざっぱにいえば，

z(x) の第 2 次導関数)を大きくし， ε を小さくと

らなければならなくなる.つまり，罰金法の近似

度を上げようとすると ε を小さくとって計算に手

聞をかけなければならなくなり，反対に，収束速

度を上げるために ε を大きくとろうとすると 1りを

ほどほどに止めて近似度は悪くて我慢しなければ

ならない，ということになるわけである.

道路容量の絶対的な制約条件をそれよりやや緩

かな罰金関数でおきかえるとし、う物理的な発想に

したがえばもしある罰金関数を用いて得られ

た解が制約条件を満足していればそれでよく，も

し満たしていなければ 罰金関数を険しくするの

も一つの手ではあろうがもう一つの手として考え

られるのは一容量が仮にもっと小さかったとして

再び解いてみたらどうであろうか」という着想は

比較的素直なものであろう(“容量修正法" !). 

より一般的には，制約式

g，， (x) 壬 o (k=I , 2,"') (24) 

を近似するために目的関数を，

z(x)=z(x)+ 子炉(p， g，， (x)) (25) 

として得られた解を x(p) として，つぎに

若(z)=z(z)+p(ρ，酔(x)+g，， (x(ρ)) ) 

(26) 

を目的関数として得られた解を x(p) とする，・

1 というようにしたらどうかということである

(図 5 ).実際，このような方法によれば，

① <p(ρ，・)が十分に険しければ x(p) は x(ρ) よ

りもとの問題の最適解のさらによい近似にな

っていること，

② z(x) ， g，， (x) が線形である場合(すなわち，も

との問題が線形計画問題である場合)には，
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図 5 罰金関数の壁の移動(容量修正法)

や (p ， ・)が十分険しければ x(ρ) はもとの問題

の最適解と一致すること，

等が比較的容易に示される.このことはわが国に

おいては [8J ， [9J などに発表されただけでその

後そのままにされていたが，それとは独立に同じ

頃から世界的には“multiplier method" として

一般的な形で研究が進められ，現在では非線形計

画問題の数値解法としてもっとも有望なもののー

っとして認められつつある. なお multiplier

method の一般論からは，①，②のほかにさらに

③x(ρ) ， x(p) ， …の系列は (Iþ (p ， ・)の験しさに

は無関係に)もとの問題の最適解に収束する

こと

も知られている. (multiplier method について

は [10J およびそこにあげられている文献表を参

照されたい. ) 

おわりに

IA法は，そもそも物理的なシミュレーション

という発想からはじめられたものではあるが，数

理計画論の立場から見てもいろいろ興味ある点を

含んだ方法であり，また，実用的にも，もっとも

っと多くの分野で手軽に使われてよい方法ではな

いかと思う. 1 A法の今後の発展に本稿がなんら

かの寄与ができれば辛いである.
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