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マルコフ-モデル

高橋幸雄

のっけから私事で恐縮であるが，筆者は 3 年前.東京

工大より現在の所へ転勤になった.そのため工大時代に

身近にあり，よく見ていた雑誌は手元になくなり，離れ

たキャンパスの別の部局の図書室までゆかないと見るこ

とができなくなってしまった.生来，なまけものの筆者

は，それならば手元にある雑誌ですむように勉強の方向

を変えればよいと，数学関係の雑誌はあきらめて経済学

の分野を中心にマルコフ・モデルの文献を集めることに

した.

途中，さぼりながら集めていたので，どうしても読ん

でいなければならないような論文もまだコピーをとって

いなかったりで，完全な報告はできないが現在まで集め

て読んだところをまとめて報告させていただきたし、と思

う.

ここで取り上げるのは，経済学を中心に，地理学，社

会学の分野で応用されたマルコフ・モデルで、ある.この

分野ではつぎのようなテーマに関してマルコフ・モデル

がよく使われているようである.

1. -<ーケティングにおけるブランド選択モデル

2. 所得分布

3. 企業規模の分布

4. manpower 計画，昇進モデル

5. 地理学

6. 社会移動

まず， これらのテーマごとにマノレコフ・モデルの応用

について概観し，最後にまとめとして，よいマルコプ・

モデルをつくることについて所感を述べさせていただき

たい.参考文献は紙数の関係から，本文中に引用された

ものだけにかぎった.筆者の集めた論文の数は約 200 で

あるが，それらはほとんど引用した文献の文献リストの

中に出ているので，文献をお探しの方は孫引きをしてい

ただきたい.

1. ブランド選択モデル

ある種の商品にいくつかのプランドがあったとき，毎
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期かならず 1 個どれかのブランドの商品を購入する消費

者の行動をマルコフ連鎖でモデル化し，将来における各

プランドの市場占有率を推定しようというものである.

もっとも単純なモデルは次の定常なマルコフ連鎖

によるもので，洗濯用洗剤のデータに対して適用した

Styan and Smith [9) のように， このモデルが許容で、

きる程度の近似度で現実のデ{タと合っていると主張し

ている論文もいくつかあった.しかし Ehrenberg [1) 

によって，このマルコフ型ブランド選択モデルの欠点が

指摘され，まったく役に立たないモデルで、あるとの熔印

が押された.それ以後，この種の論文はパッタリと跡絶

えてしまった. Ehrenberg によって指摘されたこのモ

デルの欠点というのを要約するとつぎのようになる.

a. 通常，消費者は毎期かならず l 個その商品を買う

とはかぎらない.複数個買うこともあろうし，また 1

つも貿わないこともあるであろう.また複数個買った

ときにはかならずしも同ーのプランドの商品だけを買

うとばかぎらない.複数のブランドの商品を買うこと

もありうる. このような場合，マルコフ・モデルは消

費者の実際の行動となじまないし，またデータからブ

ランド遷移確率(推移確率)を推定するにも，きわめ

て不自然なデータ処理を必要とする.

b. プランド遷移確率が定常的であるとし、う仮定は，

理論的にも，また~、ままでにデータから知られている

事実からも受け入れ難い.いままでに報告されたデー

タについて調べてみても，定常性が成り立っていると

思われるケースはほとんどない.唯一の例外は上記の

Styan and Smith の結果であるが，彼らがあつかっ

ているのは，すでに市場が定常状態に落ちついてしま

った場合で、あり，このようなケースでマルコフ型ブラ

ンド選択モデルを適用して定常確率を求めてみても，

何も得るところはない. n'J:観的に，ブランド遵移確率

は定常的であるべきだと主張している人々や，定常的

と仮定してもよいと主張する人々もいるが，その根拠

は何もない.前向きの遷移確率が定常的であると仮定
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してよいのならば，後向きの遷移確率が定常的(これ

を彼は MARKOV をひっくり返して VOKRAM と

よんでいる)と仮定してもよいではないであろうか.

(この点に関して Massy and Morrison (7)は異議

を唱えたが， Ehrenberg [2J に一蹴されている. ) 

c ~ノレコフ型ブランド選択モデルからみちひ、かれる

日佐ーの結呆は定常状態へ(かなり速く)収敬すること

であるが，実際のマーケットでは定常状態はめったに

存在しない.マルコフ・モデルが役に立つというなら

ば，まず，定常状態になっているような例を示すこと

が必要である.

たしかに，いわれてみるともっともなことで，これ以

後，単純なマノレコフ型プランド選択モデルの論文がほと

んど出なくなったのもうなずける.ところでここではマ

ルコフ性についてはほとんど議論されていない.これは

マルコフ型ブランド選択モデルが，はじめはひとりひと

りの消費者の行動がマルコフ連鎖であるという意識から

出発したのであるが，どの消費者も同じブランド遷移確

率をもつのはおかしいという反対論に遇って，その確率

過程的な意味づけを放棄し割合(市場占有本)の変化

という意味だけに満足するようになっているためであ

る. (この点に関しては Howard [5J できちんと議論さ

れているようであるが，残念ながら筆者は不勉強でまだ

その論文を読んで、いなし、.) 確率過程的な意味づけを放

棄せざるを得なかったところに， このモデノレの失敗が構

んでいたのではないかと筆者は考えている.

このように単純なマルコフ型プランド選択モデルは，

Ehrenberg の論文で息の根を絶たれたが，マーケティン

グ研究にマルコフ・モデノレの残した影響はかなり大きい

ものと想像される. 1 つには反田教師的な意味で，ブラ

ンド・ロイヤルティ，ブランド選択，購買間隔などの消

費者の購買行動の研究に刺激を与えたことがうかがえ

る. (このことについては.吉田・村田・井関 (10J ，

Sheth [8J を参照されるとよい. )また評判の悪かった

遷移確率の定常性をはずし，遷移確率に消費者のプラン

ドに対する学習効果と企業のマーケティング変数を導入

して，よりもっともらしいマルコフ型のモデルをつくっ

た Kuehn たちの仕事(上記[10J ， (8)参照)，遷移確ギ

の推定にペイジアンの考えを導入して，定常な遷移確率

の枠を破った Ezzati [3 J のモデルもある.

Kuehn たちのモデルというのはつぎのようなもので

ある.推移確率行列を，

At+l Bt+l Ct+1 

At r rA+(1-rA)aA (1-rA)aB (l-rA)ao l 
Bt I (1-rB)aA rR+(1-rB)aB (l-rB)ao I 
Ct L (l-ro)aA (l-rB)aB ro+(1-ro)ao J 
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という形のものとする.ここで aj はプランド j の相対

的なマーケティング吸引力 (I;aj= 1) をあらわし ， n は

米修正反復購買確ネ( 0 三二n :5， 1 ) をあらわす rj はブ

ランドj を使用した後に消費者がブランド j vこ対して抱

く選好の度合をあらわしているので， ここに消費者の学

河効果を入れることができるわけである.

この他に Lipstein [6J のように毎期の選移確率行列

を推定しその違いから新しい商品が導入されたテスト

.マーケットの平衡状態への移行の具合を測ろうという

モデルも，単純マノレコフ・モテ也ルから出てきたアイデア

であろう.単純マノレコフ・モデルとは逆に，情報理論を

用いて市場占有率ベクトノレから遷移確率を推定しようと

いう試みもある (Herniter (4)). 

2. 所得分布

所得分布がパレート分布で近似できることの理論的根

拠を与えるために，単純なマルコフ・モデルが使われた.

これを最初に論文の形で発表したのは Champernowne

(11)である 彼の変形ランダム・ウオーク・モデルを簡

単に紹介しよう.

まず所得をランク分けする.このとき，ランクの区間

の幅が等比数列になるようにしておく.これは後で仮定

するシフトの確率が同じになるようにするために必要で、

ある.時刻 t にランク f にいたものが，時刻 t+1 にラン

ク r+u( -r<u) にいる確家を ργ，u (t) とかく.そこで

つぎの仮定をおく.

Pr ,u(t) =Pu 

ργ ，u (t) ρr ，u 

r>m, 
f三二m

つまり，推移確率は定常的で， m より大きいランクから

の推移は，シフトしたランクの数だけに依存する(ラン

ダム・ウオークの仮定). Champernowne は確率母関

数を使って，もしある整数回があって，

ρu= 0 , u>w 

ならば， このマルコフ連鎖の定常分布は(存在するもの

として)高所得域ではパレート分布で近似できることを

示した.つまり，定常分布でランク f 以上の確率を F(r)

とすると，

F(γ) 手C ・ r- a

という形で近似できることを示したのである.

これは確率過程の専門家から見れば当然の結論であっ

て，何も日新しいものではない.しかもこのような結論

がほしいならば，所得をランクに分けて，わざわさ:'，i1ft散

化する必要もないし，時間のほうも連続化することもで

きる.

そのことはさておいて，この論文はどういうメカニズ

ムがあれば所得分布がパレート分布で近似できるかのー
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例を示したところに価値がある.しかしこれ以後，この ので説明できる程度のものではない.したがって次

モデルの仮定が現実に満たされているかどうかをチェッ のマルコフ性は成り立たない.これが Shorrocks の結

クした論文は見あたらない.このモデノレを現実のデータ 諭であり，この結論をふまえて，彼は 2 次のマルコブ・

にあてはめたものとしては Vandome (14J がある. モデルを提唱している.

また低所得と非低所得との問の推移をあつかったもの 筆者は，はじめ，この議論は正しいものと思っていた

として McCall (!2J がある.ここでは低所得と非低所 が，よ〈考えてみると，この議論には状態をまとめた

得，および所得が申告されなかった状態の 3 つの状態を lumping の効果が入っていないことにひっかかった.所

考え， 10年間同じ状態にいたものを stayer としそれ 得というのは大雑把にいえば連続量としてあっかつてよ

以外を mover として， mover の動きが非定常なマノレコ い性質のものである.もし所得の推移が連続的な状態空

フ連鎖であらわされるモデルを考えている. 聞の上でマルコフ的であったならば，どうなるであろう

最近， Shorrocks (13 J は Champernowne のモデル か.たとえばブラウン運動で近似できないであろうか.

を 1963年， 1966年， 1970年の 3 時点での所得を調べたデ これを簡単にみるため，つぎのような計算をしてみた.

ータにあてはめて次のマルコフ性が満たされていな 行列 M1 の第 3 行目はランク 3 からの 3 年聞における

いことを示した.彼の論法はつぎのようなものである. 推移の割合を示しているが，他の行も端の効果を除いて

ここで用いられたデータは 800 人の男性の所得のデー ほぽ同じ値を示している.しかも第 3 行の値はほぼ・対称

タである.所得を，区間の幅が等比になるようにして日 的である.そこで M1 の第 3 行の値に正規分布をあては

つのランクに分け， M , (1 963年→1966年)， M2 (1966年 めてみると，標準偏差町=0.694 の正規分布(ただし

→1970年)， M3 (1963年→1970年)の 3 つの推移割合の 対数をとった区間の幅を 1 とする)で近似できて，

行列を計算したところ，つぎのようになった (.015 .22 .53 .22 .015) 

1963-66 となる.これは M， の第 3 行と非常によく合っている.

0.64 0.29 0.04 0.03 0.00 

0.14 0.56 0.26 0.03 0.01 

0.22 0.54 0.21 0.01 

I 0.01 0.04 0.27 0.54 0.14 

0.00 0.01 0.05 0.27 0.67 ) 

1966-70 

O. 78 0.15 0.07 0.00 0.0口、

0.22 0.50 0.24 0.03 0.01 

0.23 0.45 0.25 0.02 

0.00 0.05 0.23 0.45 0.27 i 

0.01 0.00 0.05 0.19 0.75 

1963-70 

I 0.69 0.22 0.09 0.00 0.00 、

0.26 0.40 0.23 0.10 0.01 

M3=~ 0.05 0.25 0.38 0.26 0.06 

I 0.01 0.08 0.31 0.37 0.23 

, 0.00 0.02 0.08 0.18 O. 72 

もしマルコフ性が成り立つならば， ~:\1. 1 と M2 をかけ

たものは M3 と同じでなければならない.ところが，

0.57 0.25 0.14 0.03 

0.24 0.36 0.27 0.10 0.03 

M1M2=: 0.09 0.25 0.34 0.24 0.08 
0.03 0.11 0.26 0.34 0.26 

l、 0.01 0.03 0.12 0.26 0.58 

であり ， M3 と比較してみると，対角線上の数値がM3に

比べて明らかに小さい.これは偶然とか誤差とかし、うも

1977 年 11 月号

プラウ γ運動を仮定すると，

σ2=(2/ ./3-) 0'1> σ8= J7βσ1 

であるから，これらから M， および M， の第 3 行が推定

できて，それぞれ，

M2 (.03 .24 .46 .24 .03) 

M3 (.08 .24 .36 .24 .08) 

となるが，これらは M2 および M3 の第 3 行とよく合っ

ている.

この結果からすると，このデータはブラウン運動また

は拡散過程でもって近似するほうがよさそうである.考

えている期聞が 3 年 4 年と比較的長いので，何回かの

所得の変動が重なって，中心極限定理が成立し，そこで

ブラウ γ運動的なふるまいをしているのであろう.しか

し i 年ごとの推移をモデル化しようとすると，これで

はダメになるであろう. Shorrocks の論文にもかかれて

いるように，所得が増加したあとでつづけて所得が増加

する確率は，所得が増加しなかった，または所得が減少

したあとで所得が増加する確率に比べてふつう小さいで

あろうからである.

3. 企業規模分布

ある業界における各企業の規模の移り変わりをマルコ

フ・モデルでモテ'ル化しその業界における企業規模分

布の変化を議論した最初は Adelman (15J である.彼

女は前述の Champernowne (1 tJのモデルなどを参考

にして，企業規模の移り変わりにマルコフ・モデルを導
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入し，簡単な mobility index を定義したのち， 1929~ 

39年および1946~56年のアメリカの鉄鋼業界のデータに

適用してみせた.彼女の結果によると，推定された推移

確率行列から定常分布を求めてみると，この業界の独占

状態が緩和される傾向にあることが認められる.これは

他の研究からも認められている事実である.このことか

らマルコブ・モデルの有用性がわかるであろう，という

のが彼女の結論である.

Adelman のマルコブ・モデルの正当性の議論はとて

も現在では受けいれられないほど雑なものであるが，彼

女の論文が契機となって，マルコフ・モデルをベースに

した企業規模の移り変わりのモテソレが数多く出されたこ

とに対する功績は高く評価されるであろう. Adelman 

以後発表されたマルコフ・モデルとしては，たとえば

Collins and Preston (17], (1 8J , Preston and Bell 

(24J , Krenz (22J , Colman (16J などがある.

他のマルコフ・モデル同様，この企業規模分布のマル

コフ・モデルで、も，推移確率の定常性の仮定への風あた

りは強い.そこで推移確率が外生変数の関数であるよう

なマルコフ・モテ、ノレを考え，アメリカ・ペンシルバニア

の冷凍乳製品製造会社の規模分布にあてはめたものが

Hallberg (19J によって報告されている.そこでは，ア

メリカの労働者の時間あたりの賃金指数，ベンシルパニ

アの人口，ペンシノレノミニアの 1 人あたりの所得，ベンシ

ノレパニアでの原料乳の価格，アメリカの酪農商品の小売

価格指数，を外生変数 Zk(t) とし t 期の推移確率を，

Pij(t)=日り +"L.゚ijk Zk(t) 

という式にもとづいて最小二采法で推定して， .;)ド定常な

マルコブ・モデルをみちひ、いている.その結果をみると

定常なマノレコブ・モデノレで、はとても説明できないような

企業規模の動きを，実にみごとに近似している.

Adelman とほぼ同じころ， Simon and Bonini (25J 

は所得分布に対して Champernowne (11 J が行なった

のと同様の検討を企業規模分布に対して行ない，出生死

滅過程を用いてそれがパレート分布やユール分布で近似

できることを議論している.これは Ijiri and Simon 

(20J , (21Jのもう少し仮定をゆるめた確率過程によるモ

デルへ発展している.

4. manpower 計画，昇進モデル

会社の社員の外進をマルコフ・モデルで、モデル化した

一連の研究が Bartholomew を中心にかなり活発に行な

われている.このモデルの特徴は，単なる記述モデルで、

はなく，ある目的を達成するためのコントローノレの概念

が入っていることで，そのため線形計画法，二次計画法，

動的計画法などのORの手法が応用できる.また吸収的
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マルコフ連鎖を表面に出しているのもひとつの特徴であ

る.さすが Bartholomew 先生が中心だけあって，これ

の基本モデルはよく洗練されており，したがってパリエ

ーションもっくりやすい.今後の発展が期待される.こ

のモテ'ルに関する 1973年頃までの研究は Bartholomew

の本(26Jにくわしい.それ以後の研究としては文末の参

考文献にあげたようなものがある.増田仲爾(32J にも

このモデルが紹介されている.

この外進モデノレの基本的な形はつぎのようなものであ

る.会社の社員を役職・年齢などによってクラスに分け

それらのクラスを一時的状態，退職を吸収状態とする吸

収的マルコフ連鎖を考える.このモデルを使って，将来

にわたって望ましい社員の構成比を維持するには，新入

社員をどのように採用しまた昇進の割合をどのように

したらよいかを調べようというのである. コントローノレ

可能な変数が何であるか，また望ましい社員の構成比と

はどんなものか，ということによってモデルにはいろい

ろのバリエーションがある.ここではその簡単なものを

紹介しよう.

社員のクラスを l から n までとしつぎの記号を用い

る.

Xi (t) : t 期にクラス i にいる社員の数

Ui (t): t 期にクラス i Vこ入る新入社員数

Pij(t): t 期にクラス i にいた社員のうち，

t+ 1 期にクラス j へ推移する社員

の割合

x(t) , u(t) , Q(t) をそれぞれ的(t) ， u;( t) , Pij( t) を

要素とする行ベクトノレ，正方行列とする.ここで pリ (t)

を j について加えたものは i を越えず， この和と l との

差は t 期にクラス i にいた社員のうち t十 l期に退職する

割合である.これらの記号を使うと基本関係式

X (t十 l)=x (t) Q(t)+u(t) 

が得られる.

〔構成比の極限分布〕 最初に Q(t) と u(t) が一定の場

合を考えよう このとき x(t) は，

x=u (I-Q)-l 

に収束することは符易に確められる.では，会社の規模

がだんだん大きくなり，社員の数も増加していくときは

どうであろうか.この状況をみるためには，

Q (t) =Q, u (t) =at u 

という場合を考えるのがよいであろう.ここで aは l よ

り大きいスカラーである.ν (t)=x (t)/a t というベクト

ルを導入すると， ν ( t) は，

y=u ( 日I-Q)-l

に収束することがわかる.したがって x(t) は近似的に，

aty=日tu (aI-Q)-l=u(t)(aI-Q)-l 
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となる.つまり社員の数は毎期およそ四倍になるが，そ

の構成比はある極限に近づいていく.

上のことは日く l のとき，すなわち会社の規模が縮小

していくときにもある程度成り立つが，日が小さすぎる

と極限ベクトルが存在しないこともある(正確には，日

が Q のどの固有値よりも大きければ極限は存在する).

〔望ましい構成比の維持〕 望ましい構成比ベクトノレ

ν が与えられたとき，その構成比を維持していくために

は新入社員ベクトル u (t) ， 昇進行列 Q(t) をどのように

コントロールしたらよいかというのが問題である.ここ

では簡単な場合，すなわち前と同様に，

Q (t)=Q, u (t)=atu 

の場合を考えよう.すると ν=u (aI-Q)-l 

すなわち，

u= α y-yQ 

という関係が満たされなければならない.

α と Q が与えられている場合にはこの関係式から uが

一意的にきめられる.しかしベクトル uは非負でなけれ

ばならなし、から， α， y , Qのどんな組合せに対してもこ

の関係を満たす非負ベクトル uが存在するとはかぎらな

い.つまり ， u だけをコントロールして望ましい構成比

ベクトル ν を実現できるとはかぎらない.

Q と u の河方が自由にコントローノレで、きる場合には，

上の関係を満たす Uと Q の組があることは容易にわかる

(極端な場合としては， Q=I, u=(aー 1)ν とすればよ

い). しかし現実の問題では， Q はコントロールできる

といっても無制限にできるわけではなく，ある狭い範囲

の中で動かすことができるだけであろう .Q の許容範囲

が与えられたとき，上の関係を満たす叫があるかどうか

を判定し，もしいくつもの可能性があるときには最適な

Q と u の組を見つける問題は，線形計画法や二次計画法

をつくって定式化し，解くことができる.

〔望ましい構成比へ到達させること J x (0) が望まし

い構成比から外れているとき，望ましい構成比になるよ

うに u(t) と Q(t) をコントロールする問題は興味ある問

題である，望ましい社員ベクトノレが計であったとする

と ， Q(t) の許容範囲が与えられたとき ， x(O) から計へ

到達するストラテジーを求めるのに動的計画法を用いる

ことができる.たとえば， Q(t)の許容範囲がDであった

とする (D は準確率行列の集合であるにすると最短時

間でがへ到達するには，つぎのように Xs というベクト

ルの集合をつぎつぎとつくっていけばよい.

Xo ={x*} 

X S+1={y!y=xQ+u, XEXS' QED, u;::;'O} 
Dt;こ含まれるすべての Q に対して，持→∞のとき Qn→0

という性質があるとすると ， x(O) はとやれかのおに含ま
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れることが証明できる.このことから ， x(O) からf へ

最短時間で到達するストラテジーが動的計画法を用いて

求められることがわかる.目的関数が最短時間でなくと

も，たとえば Q(t)の理想的な値 Q* からのずれを含んだ

目的関数などの場合にも，動的計画法を使って定式化す

ることが可能となろう.

5. 地理学におけるマルコフ・モデル

地理学の分野におけるマルコブ・モデルに関する論文

は Collins， Drewett and Ferguson (34J の文献リス

トにほとんど網羅されている.この分野では人の動きに

関するものに，マルコフ・モデルがよく使われている.

土地利用の変化，人口分布，居住地の構造，輸送ネット

ワーク，などにその応用が見られる.一方，物理的な地

理学の分野での応用は少ない.これらについては上記

[34J と Gudgin and Thornes [35J を参照されたい.

この分野でマノレコフ・モデノレを応用するときの困難の

ひとつは，対象が 2 次元平面的であるため，状態の選び

方がむずかしい点である.地理学で、あつかう現象の多く

は“l涛り"の影響を強くうけているが，この影響をマル

コフ・モデルにどのように反映させるかがポイントにな

る.

また7ノレコフ・モデノレは“push out" を表現している

が，この分野では“pull in" による変化も多く見られる.

これも，今後マルコフ・モデルにどのように取り入れて

いくかが問題になろう.

Bartholomew [33J のコメントにあるように， この分

野にお1<1るマノレコフ・モデルには，まだマルコフ性や推

移確率の定常性，推移確率の推定誤差などに対するきび

しい問し、かけが欠けているようである. mover-stayer 

モデルぶこの分野ではあまり話題にならないのも，その

ためで‘あろう.まだ開拓が進んで、いないだけに，将来が

楽しみである.

6. 社会移動

社会移動におけるマルコフ・モデルも，前記の所得分

布や企業規模分布のマルコフ・モデルとほぼ同じ程度の

歴史をもっている.ここでは職業移動分析などで将来の

職業分布を予測したり，いろいろな mobility index を

計算したりするのにマルコフ・モデノレが使われている.

mover-stayer モデルも社会移動モデルの中から生まれ

てきたものである.

しかし社会学の分野であっかうデータは 5 年単位，

10年単位というのが多しなかには世代単位というのも

ある.そのためモデルの良し悪しについては，観念的な

議論はできても，データに問し、かけて判断するというこ
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とはあまり行なわれていないようである.社会移動にお

けるマルコフ連鎖の応用については原純輔[36J によく

まとめてある.興味のある読者はこの本をお読みいただ

きたい.

まとめ

経済学の分野を中心にマルコフ・モデルを概観してみ

たが， ここで気がつくことは，マルコフ・モデノレは簡単

そうに見えて，その実，なかなか応用のむずかしいモデ

ルであるということである.マルコフ・モデルは状態の

変化をモデル化しているわけであるが，だからといって

状態が変化するシステムは何でも単純なマルコフ・モデ

ノレで‘モデル化で、きるというわけで、はない.マルコフ性も

必要だし，推移確率の定常性(または非定常モデルで、は

期毎の推移確率)も必要である.上で見てきたどの応用

の対象にも状態の変化というものは存在していた.した

がって短絡的にマルコ 7 ・モデルが使われたのだろう.

モデル化の出発点、としてはこれでもよいのかもしれな

い.しかし，一度マルコフ・モデルをつくったならば，

データと照らし合わせて，マルコフ性や推移確率の定常

性をチェックしてみることが必要である.もしこれらの

性質が成り立たないならば，モテソレを改，jf していかなけ

ればならない.そのやり方にはろいろいあるであろう.

mover-stayer モデルや非定常推移確率をもっモデノレも

そのひとつで、ある.所得分布のところで指摘したように

状態の lumping が原因となってマルコフ性が成り立た

ない場合には状態の定義自身を変えることも必要となる

であろう.筆者の感じでは，工夫さえすればかなりのも

のが，モデ、ノレを改良してデータによりよく合うモデルを

つくり出せそうである.

ところで，よいモデルというのは当然のことながら現

象をよく表現したモデルで、ある.ではどのようなモデル

がよいマルコフ・モデルになりやすし、かというと， [37] 

で指摘したように，自然な構造をもったマルコブ・モデ

ルがよいモデルになりやすいのではなし、かと思う.自然

な構造をもったモデルというのは，企業規模分布の応用

例で紹介した Hallberg [19J のモデルのように推移確

率が外からの変数の関数になっているとか， [37]の中で

あげたGRP効果分析のように，推移確率自身の聞に構

造を示す関係が入ったものである.ブランド選択モデノレ

の中で紹介した Kuehn のモデノレもその中に入ってくる

であろう.構造が入っていれば，推移確率の意味もはっ

きりしてくるし，推移確率を推定するときにも推定誤差

を小さくおさえるのに役立つ.また推移確率の定常性に

もこだわる必要がなくなってくる.

もうひとつ，よいマルコブ・モデルになる要因として
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昇進モデルのように，状況の記述だけでなくコントロー

ルの概念が入っていることがあげられる. Kuehn のモ

デルにもこれが入っている.コントロールが入ってくれ

ば各種の数理計画法なども使える状況が出てくるであろ

うし，モデルがカバーしうる範囲もずっと広がるであろ

う.今後，いろいろなパターンのコントロ{ルを入れた

マルコフ・モデルが理論的に研究されていくことになろ

う.今後もいろいろな方面でマルコフ・モデルが活躍す

ることを夢みながら筆を置くことにする.
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