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割 当

割当問題は， ORの中でもっとも古くから知られてい

る問題のひとつであって，いささか“こけ"がつきかけ

ているといってもよいかもしれないが，割当問題の二面

一一最大割当問題と最適割当問題の両方を詳述した単行

本はほとんど出版されていない.というのは，前者は組

合せの問題としてあっかわれ，後者は線形計画問題(輸

送問題)としてあっかわれることが多いからである.こ

こでは上述の二回にわたって，すでに知られていること

を整理して記述するとともに，最近の話題のひとつで、あ

るマトロイド構造を導入した「独立割当問題」にもふれ

ることにする.

1. 最大割当問題

1.1 問題の表現

2 つの有限集合 Nh N2 と N1 xN2 の 1 つの部分集合

Aが与えられているものとする.とくに断らないかぎり，

N 1 ={1 , 2, …, nd , N 2 ={1 , 2, ..., n 2 l 
とする.

A の部分集合

X= {(il, jtl , (ら， j2) , "', (im, jm) l 

がつぎの条件を満たすとき， Xを割当 (assignment) と

いう.

( i) ih i 2， … ， im のどの 2 つも互いに異なる.

(ii) jhj2' …，jm のどの 2 つも互いに異なる.

ihX={i h i 2, …, i m } , 

�2X = {j 2, j2, …, jml 

を用いることにすると， (i) , (ii) はつぎのようにあら

わすことができる.

l�1XI=l�2XI=IXI (=m) 

割当の中で，要素数最大のものを最大割当 (maximal

assignment) という.

〈例 1.1) 町人の作業者と n2 種類の作業があり， 各作

業者の担当可能な作業がわかっているとする. 1 人がた

かだか l つずつ作業を担当するとして，できるだけ多く
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の作業に，それを担当する作業者をきめるには，

A={(i, j) I 作業者 i は作業j を担当することが

できる}

として，最大割当を求めればよい.

く例1.2) n 人の作業者と n 種類の作業があって，作業者

i が作業j を処理する時間 tij が与えられているとする.

全員が作業を終えるまでの時聞が最小になるように，

n 人に 1 つずつ異なる作業を割り当てたい.すなわち，

max ti} 
(i ,j)EX 

が最小になるような大きさ n の割当Xを求めたい.この

ような問題をボトルネ '1 ク型割当問題というが，これを

解くには，最大割当問題をくりかえし解けばよい[ 3 J, 

[ 17). 

2 部グラフ G(Nh N2 ; E) (Nh N2 は点の集合注1， E 

は枝の集合で， (i, j) E E つ i E Nh j E N2 を満たし

ている)において，同一の点に接続しないように選んだ

校の部分集合をマ・7 チング (matching) という.

A=E 

とおくことによって 2 部グラフにおけるマッチングと

割当は同一視することができる. 一例を図1. 1 にあげ

る.

つぎに 2 部グラフに 2 点 s， t と，点 s から N1 の各

点に至る校および N2 の各点から点 t に至る枝をつけ加

えた拡大グラフ G* (N* , E*) を考える.

(N*=N1uN2u {s, t }, 

E*=Eu {(s, i) I i εNd u {(j, t) I j 吉 N2l)

ここで， E に属する校の容量を∞，その他の枝の容量を

1 とする.図1. 1 (a) の拡大グラフを図 1 ， 2 に示す.こ

のとき，点 s から点 t への最大流の中には，枝の流量が

O または 1 のものが存在するが，そのような最大流は最

大割当と 1 対 l に対応する.すなわち最大割当問題は，

G* (Nヘ E*) における最大流問題と考えてもよい.

注 1 N1 と N2 の同じ番号の要素(点)が混同される心

配があれば， N2 の各要素には引を加えておけばよい.
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N, 
N, N, 

I 1 2 

己中マッチングの要素

図1. 2

図1. 1 (a) の拡大グラフ，校

に付した数値は容量を示す

1.2 解法

N， の要素と N2 の要素が交互に並んでいる交互列(マ

ッチングの用語では，交互路(alternating path)) 

R= (i"j" i2, j2, …, iγ ， )γ ) (ik E N"ﾙ E N2 ) が，つぎ

の条件を満たすとき ， R は割当増加列(マッチングでは

増加路(augmenting path)) であるという.

(i) i, eI ð,X. 

(ii) jγ eI �X. 

(iii) (九，ù- ，) E X (k= 1, 2，… ， rー 1) (r>1のときに

R が割当増加列であれば，

R+={(ik>jkll k=I , 2, …, r }, 

R-= {(ik> jk- ,) I k=2， ー ， r} (r= 1 のときは R-=ゆ)

とおいて，

X-R-+R+ー→X

とすることにより，大きさが 1 だけ大きい割当が得られ

る.逆に， Xが最大割当であれば，割当増加列が存在し

ないことも示すことができる.

定理1. 1 割当 X が最大割当であるための必要十分条

件は， Xに関する割当増加列が存在しないことである.

上の定理より，最大割当を求めるには，まず i つの割

当を見つけて，それに関する割当増加列が存在するかど

うかを調べ，存在すれば大きさが 1 だけ大きい割当をつ

くるということをくりかえせばよい.

[A 1.1) 

手)1頂 X=ゆとする.

手順 2 Xに関する割当増加列が存在するかどうか調べ

る.

(1) Nll =N,-ð,X , N ,o=N,-Nll , N20=�2X" 

N 2, =tþ, Pi= 0 (i E Nll ) とする.

(2) Nll の要素を 1 つ選ぶ.それを i とする.

1977 年 10 月号

(3) (i，j) EA で、かっ jEN2ーらXなる j が存在すれ

ば， qj=i とおいて，手順 3 に進む(割当増加列

が見つかった).

(4) (i ， j)EA でかつ j E N20 であるすべてのj に対

して， qj=i とおき，

N20一 {j}ー→N20 ，

N2，+{j}ー→N21

止する.

(5) Nll 一 {i}-→Nll ・
(6) Nllキゆならば， (2)にもどる.

(7) N2，=併ならば，終了 (Xは最大割当である).

(8) N2， の要素を 1 つ選ぶ.それをj とする.

(9) (i, j) E X である i ~こ対して，

ん=j とおき，

N，o一{ i }ー→N，o ，

Nll +{i}ー→Nll

とする.

(10) N2，ー{j}ー→N2，.

(11) N2，キ併ならば， (8)にもどる.

N21 =併ならば， (2) にもどる.

手順 3 割当の増加を行なう.

(1) (qJ. j) を Xに加える.

(2) i=qj とおく.

(3) ム=0 ならば，手順 2 にもどる. (割当の大きさ

が 1 だけ大きくなった).

(4) (Pi , j)を Xから除く.

(5) j=Pi とおいて， (1) にもどる.

1.3 被覆

N， の部分集合 Y" N2 の部分集合 Y2 の対 (Y" Yz)注2

がつきFの条件を満たすとき， (Y" Y2 ) を (A の)被覆
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(covering) とし、う.

(i, j) ε A=字 i E Y1 または j E Y2 ・
被覆の中で要素最小のものを最小被賓という. 図 1. 1 

(b)に示したAでは， {{1 , 2}, {5， 6}) は被覆であり，最小

である.被覆に関するいくつかの定理をあげておく.言E

明は，文献 (4 J, (5 J などを参照されたい.

はじめに， r(Y1 ) を次式で定義しておく.

r(Y1)={j1 iEYt, (i, j)ε A}. 

定理 1.2 任意の Y1 cN1 に対して

(Y1> r (N1一日))は被覆である.

定理 1. 3 (Y1> Y2 ) が最小被覆であれば，

r(N1一九)=Y2

定理 1.4 最小被覆の大きさは，

JPZ(|Y1|+lF(川一 Y1 ) I} 

に等しい.

系最小被覆の大きさは，

1N1 1-~::1{ 1 Y1 1 ー I T( Y1 ) I} 

に等しい.

1 YtI一 Ir (Ytll を Y1 の不足度という . Y1 cN1 につ

いての最大値は非負である (ゆ cN1 であるから).割当

の大きさと被覆の大きさの間には，つぎの定理が成り立

てコ.

定理 1.5 任意の割当Xと任意の被覆(Yt， Y2 ) に対し

て，

IXI壬 IY1 1+IY2 1.

系任意の割当 X と任意の Y1 (cNtlに対して，

IXI~I Y11 +1 T(N1一日)1.

定理1.6 (König の定理)最大割当の大きさは，

Jrz(| 引 +Ir(川-Ytll} 

に等しい.

これは，グラフ G* (N* ， E*)に，最大流=最小切断定

理を適用することによって証明される( 4 ]. 

定理1. 7 (König-Egen吋ry の定理)最大割当の大き

さは，最小被覆の大きさに等しい.

定理1. 6 と定理1. 4 より証明できるが， (A I. 1J を用

いて最大割当を求めたときの最終段階で(手順 2(7)で終

了したとき)，

Y1=NlO , 
Y2=�2X-N.o 

注 2 N1 uN2 の部分集合と考えてもよい.ただしN，

の任意の要素と N. の任意の要素は区別できるものとす

る.
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とおいて，つぎの事柄を示すことにより直接証明するこ

ともできる.

(1) (Yt, Y2 ) は被覆である.

(2) 手順 2 (! 1) でN21 =ゆとなり， (2) にもどるとき，

IN川 =IN，川

である.

(3) IY11+IY21=IXI. 

1.4 N1 の部分集合を飽和させる割当

N1 のある部分集合N1 ' に対して，

Nt'c�1X 

となる割当 Xを， N1':を飽和させる割当という.

N1 を飽和させる割当は，最大割当である.

定理 1. 8 (König-Hall の定理)N1 を飽和させる割当

が存在するための必要十分条件は， N1の任意の部分集合

Y1 に対して，

IY1 1 話 Ir(Y1 )1

が成り立つことである.

定理し 4 の系と定理1. 7 より証明できるが， N1の大き

さに関して帰納法を適用することによって証明すること

もできる (5].

系 1 N1 のある部分集合N1 ' を飽和さぜる割当 Xが

存在するための必要十分条件は， N1 ' の任意の部分集合

Y1 ' に対して，

IY1 'I 壬 Ir (Y1')1 

が成り立つことである.

系 2 N1 のある部分集合 N1 ' を飽和させる割当 Xが

存在するための必要寸a分条件は， N1 の任意の部分集合

Y1 に対して，

IN1'nY1 1 壬 jr(N1 ' n Y1) 1 

が成り立つことである.

定理 1.9 N1 を飽和させる割当が存在しなければ，最

小被覆(Yt， Y2 ) に対して，

IN1-Y11 > I T(N1一丸 )1

が成り立つ.

定理1. 8，定理1. 3 より証明できる.

他にも，いくつかの定理が，文献(4 J に示されてい
る.

2. 最適割当問題

2.1 問題の表現

つぎに， Aの要素 (i， j) に対して重み(費用 ) cげが定め

られている場合を考える.Xが割当であるとき，
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C (X) = I: Cij 
(i ， j) εx 

を割当 X の重みという.

最大割当(または与えられた大きさの割当)の中で，重

みを最小にするものを最適割当 (optimal assignment) 

といい，最適割当を求めよという問題を，最適割当問題

または単に割当問題という.

一般には，

I NtI = I N.I ( = n とする)，
A=N1xN2 

である (AキN1 xN2 のときは， N1 xN2-A の要素 (i， j)

に対して Cij=∞とすればよい. ) 

〈例 2. 1) く例1. 2> において，処理時間の総和が最小

になるように人に l っす.つ作業を割り当てたけれ

1:1:, 

Cij=tij 

とおいて，最適割当を求めればよい.

く例 2.2> ある製品について ， n 個の生産地と n 個の消費

地がある.各生産地の生産量も各消費地の消費量も一定

で等しいとき，総輸送費を最小にするような輸送計画を

求めるには，生産地 i から消費地 j への製品単位あたり

の輸送費を Cij として，最適割当を求めればよい.

このように，割当問題はヒッチコック型輸送問題の特

殊な場合にあたっている(したがって，ネットワークに

おける最小費用流問題の特殊な場合でもある. ) 

く例 2.3> n 個の点から成るグラブ Gにおいて校 (i， j) の

長さ dげが与えられているとする.G を，点、も校も共有

しないいくつかの閉路に分割し，閉路の長さの総和を最

d汁こしたい. このときは，

(dij (i ， j)が G の校であるとき，
CiJ= う

l∞ その他，

とおいて，最適割当を求めればよい.

最適割当は，つぎの線形計画問題を解くことによって

求めることができる.

(PJ 条件 n 

I:xij=1 (i =1 , 2, …, n) , 

n 
I: Xij = 1 (j = 1, 2，一 ， n)

のもとで，

Xij注 O

n U 

z= I: I: Cij Xり
i=1 j=1 

を最小にせよ.

問題 (PJ の最適解の中には， Xij が 0 または 1 であるも

のが存在する(7).そのような最適解において，

X={(i, j) I Xij= 1 } 

1977 年 10 月号

とおけば， jをは最適割当である.
(PJの双対問題は，つぎのようになる注3.

(DJ条件勺一向孟 Cij (i , j=I , 2, …, n) , 

のもとで，

四=2uJ-2ut

を最大にせよ.

(PJ , (DJ に相補定理を適用すると，つぎの定理が得ら

れる

定理 2.1 (PJの解x=x が， (DJの 1 つの解 (u， v)=

(Û， ü) に対して，

iJj-Ui<Cij コ去り= 0 (2.1) 

を満たすならば x=x は (PJ の最適解である. (この

とき ， (u， v)=(u， íï) は(DJの最適解である)

これよりつぎの 2 つの定理がみちびかれる.

定理 2.2 (DJの 1つの解(u， v)=(百， ü)が得られてい

るとす・る.

n 
条件 2:: Xij 三五(i=1 ， 2，… ， n) ，

n 
I: Xij:孟 (j =1 ， 2 ，"'， n) ，

Xij= 0 または 1 (i , j=I , 2, "', n) , 

iJj-Ui <Cij~Xij= 0 

n n 
のもとでの 2:: 2:: Xij の最大値が n に等しいならば，

この問題の最適解は， (PJ の最適解である.

定理 2.3 (DJの l つの解 (u ， v) = (ü , ü) が得られて

いるとする.

A={(i,j) I Vj-ui=col 

とするときの最大割当主の大きさが n に等しいならば，
次式により定めた x=x は ， (PJ の最適解である.

(1 (i , j) ε X ， 

X'i=j 
( 0 その他

なお， (cij) の第 i 行の要素すべてに的を，第j 列の

要素すべてにんを加えて，

Cij十ai+向一→ Cij

としても，最適割当は変わらないから，一般に，

Cり迄 o ("It, j) 

と考えておいてよい.

2.2 解法

一般のネットワークにおける最小費用流問題の解法は

すべて 2 部グラフ用に直すことによって使えるが，こ

注 3 条件I: Xij=1 に対応する双対変数を (-U;)
j= 

としている.
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こではプライマル・デュアル法にかぎって発展順に 3 つ

紹介する.

(A 2. 1)ハンガリア法( 1), (2) 
手順 1 (D) の初期解を求める.

(1) ー (min Cik) 一一→的( V i) 
k 

(2) Cり +Ui 一一→ Cij ( V i ,j) 

(3)mJnEkj-uj(VJ) 

(4) 九 -Vj 一→ Cij(V ;， j)

(5) I; vr I;Ui 一→叩
j 

手11原 2 A={(人j) 1 Cij=O} として，最大割当主を求め
る. 1 主 I=n ならば終了.
手11頂 3 (D) の解を改良する.

手順 2 における A の最小被覆を (YI> Y2 ) とする.

(1) min C;; 一一→ 0
4嘩 Y1，j$Y2

(2) Ui-{} ー→的(í '* Yd 

(3) 町-{}-→ Vj (j E Y2) 

(4) 匂+{}ー→匂 (i E Y" j E Y2) 

(5) Cij-{}-• Cij (� '* Y" j E Y2) 

(6) 回十 (nー|主 1) {}ー→ w
手順 2 にもどる.

手順 l を終了したとき，

Cij = Cり + Ui - Vj:註 o (V ;, j) (2.2) 

が成り立っていて ， (Cij) の各行各列には少なくとも 1

つ 0 が存在する.

手11頂 3 をはじめるときには，

Cij = 0 二} i εY，または j E Y2 

が成り立っているから ， {}> 0 である.また，終了した

ときにも (2.2) が成り立ち，却の値は，

(nー IXI) {} (>0) 

だけ大きくなっているから ， (D) の改良解が得られたこ

とになる (1主 I = 1 Y, I + 1 Y2 1 であることに注意).

d-1-ctJ(jeN〆 E N" (í, j) E X) , 

J' -t∞ (その他)

(2) N， -å，主に属する一点九からの最短距離を求め
る注5. i E N， に至る最短距離を U;， j E N2 に至る最

短距離を Vj とする.ただし

Ui,=O , 
ノ\

Ui=OO (i E N ,-å,X-{ i,}) 

とする.

(3) 匂十Ui-Vj ー→匂 (V i>j) 

として，手順 2 にもどる.

手順 3 において， i1 から N2-å2Jをに属するある点への
最短路が，

R=  (i" j" i 2, Ù ,… , i"jr) (j r EN2一色X)

とあらわされるとする.

R+={(ih �) 1 k=l , …, r }, 

R-={(九， jk- ， )I k=2 ,..., r} (r=1 のときは R-=ゆ)

とおくと ， (dij ) , (dji ) の定め方から，

XnR+= <þ, R-cJ主

である.

Jを-R-+R+ ー→ X， (2.3) 

加-c(R-) +c(R+) ー→ω(2.4)

とすることによって，大きさが 1 だけ大きい割当が得ら

れる (c (R+) ー c (R-) は ， Rの距離すなわち，むからん

への最短距離である).したがって，手11頃 3 を行なった後

での手I1民 2 は，最大割当問題を解かずに， (2.3) , (2.4) 

にしたがって，新たな割当を求めるだけで、よい(このと

きは手11原 3 で (Cij) を求める必要もない).

ところで，手I1頂 3 であっかう最短路問題では，校の距

離の中に負のものがあらわれるので，ダイクストラ法が

使えない.

校の距離がすべて非負になるようにして，ダイクスト

ラ法を適用し，計算量を制約したのが富沢の方法で・ある.

(A 2.3) 冨沢の方法 (10)

ただ，新たな (Cij) に対して手I1頃 2 で最大割当を求め 手JI憤 1 N，ω= { 1 }, N2ω ={ I} , X'ω={ (1 , 1)} , 

たとき，前回より|主|が大きくなるとは限らない.必ず U，ω= 0 , V，ω =cw l= 2 とする.
前回より IXIが大きくなるようにするには，手順 3 をつ 手順 2

ぎのように改めればよい.

(A 2.2) 伊理の方法( 8], (9) 

手順 1 ，手順 2 は， (A 2. 1) と同じ

手順 3 ， (l) 2 部グラフG (N"N2; N， xN2 )において，

枝(人j) (i E N" j ε N2 ) の順方向の距離のJ および逆

方向の距離 dji をつぎのように定める.

dij=Cij (i ε N"j ε N2 ) 注4，

注 4 5をに属する枝 (i， j) については，
dij = ∞としてもよい.
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(1) 列〈ト日 =0 ，

u附Eジ戸(!-l)=m吋O , J :2:=:予字5正-→J1

(ω2幻)N凡，(刊ll=N川，(α1ト司→引1口)u叶{ lけ} , 

N2<ll =N2<l-1l U { l} とする.

2 部グラフ Gω (N，W ， N2W ; N ,w x N2W) において

注 5 N， -å，5主に属するすべての点からの最短距離の
最小値を求めてもよい.このときは Ui=O (� EN,-å, X) 

となる.
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枝(i， j) の順方向の距離 dij および逆方向の距離 djiを

つぎのように定める.

(i, j)εX<トU のとき ， dij=dji= 0 , 

その他の (i， j) (i E N 1<1>, j E N2<1>) に対しては，

dij=Cij+Ui<ト。 -V/ト1l) , 

dji =∞. 

(3) IEN1<1> から i EN1ω に至る最短距離 L1Ui (L1ul 

=0 とする )， j ε N2<1> に至る最短距離 L1Vj および 1 E 

N2ω に至る最短路 R を求める.

(4) ui<l> =u;'ト1l+L1ui (i E N1ω ) ， 

Vpl=Vp-ll+L1Vj (j E N2ω) 

とする.

手順 3 R=  (ihjh i2, j2, …, iγ ， jγ) 

(il=IEN，円， jr=IEN2(ll) 

とあらわされたとする.

R+={(ik>jk)1 k=I , 2, …, r }, 

R-= {(ik> ﾙ-l) I k=2, 3, …, r} (r= 1 のときはRコ

。)，

xω=X<l-ll-R-+R+ 

とする.

手JI慎 4 l=n ならば終了 1 < n ならば，
1 + 1 • l 

として，手JI原 2 にもどる.

この解法の妥当性を示すために，まず，つぎに示す問

題 (PWJ， (DωJ (l =1 ， 2 ， … ， n) を考える.

(Pω〕 条件L: xij= 1 (i= 1, 2, "', 1) , 

五 Z戸 1 {j =I , 2, "'，わ

Xij 註 o (i , j=I , 2, …,1) 
のもとで，

zW = L: L: Cij xij 
i=1 }=1 

を最小にせよ.

(Dω〕 条件 Vj-Ui話 Cij (i, j = 1, 2,… , 1) 

のもとで，

加山= L: Vj-L: Ui 
)=1 i=l 

を最大にせよ.

(PWJ, (Dω〕は，互いに双対である.したがって，

定理 2.1 と同様の定理が成り立つ.

割当 Xω に対して，

( 1 (i, j)ε X<ll ， 

Xijω=j 
lO その他，

(2.5) 

とおくことによって， (Pω〕の l つの解 zω =(xり<1>)

が得られる.常に， (2.5) により X仰と zω の対応づけ

1977 年 10 月号

がなされているとする.

定理 2.4 x<ト1l， (u<ト1l， V<I-ll) (2妥 l話n) が，それ

ぞれ (P<ト円， (D <l-llJ の最適解であるとすると，手順

2 ，手順 3 で得られる zω， (u叫がll) は，それぞれ

(PωJ ， (DwJ の最適解である.

証明は，一般のネットワークにおける最小費用流の場

合(11J と同様にして，つぎの (1) パ 2)パ 3) を示していく

ことによって行なわれる.

(1) xω は ， CPω〕の解である.

(2) (uω， v<l>) は， (DwJ の解である.

(3) すべての (i， j) (i E N1w , j E N2ω) に対して，

Xi/ll (v/ll_Uiω -Cij) = 0 

(相補定理の条件)が成り立つ.

Xl1 = 1, (uh V1) = (0, Cl1) は，あきらかに，それぞれ

(PωJ , (Dω〕の最適解であるから， 定理2.4 により

が引は (P川〕すなわち (PJ の最適解である.

なお，手順 2 で定める校の距離dij， dji が非負である

ことは，つぎのようにして示される.

(乱) iEN1 <lーヘ j E N 2<l-1l, (i , j) <1' X<ト1l

のとき.

(u<l-ll , v<ト1l)は ， (D<トυ〕の解であるから，

V/ト1) - ui(ト日壬 cり・

ゆえに， dij=Cij 十 Ui(l-O - v/ l -U 注 O.

(b) i =1, j E N2<l-1l のとき，

d
u 
=Cu汁+mmax{0 ， mmax-作〈山一Cl勺ω枕ωkρ) f 一U勺fr【ωtト

kEN2正、叩ν

で>max (Vk<l -ll_Clk) ー (VP-1l- C1j )
ー kEN2日-1l

二三 O.

(c) iENρーへ j=l のとき.

"Vl<l-ll = 0 . 

Ui(l- 1> は， G<l-ll における 1ー 1 EN1 から，
iε N1 に至る最短距離であるから ， G<I-ll で

dij 詮 o (\1;， j) ならば， Ui(l- 1> 註 0 である.

よって， dil =cil +u;'l-ll-v;'ト1l注 O.

(d) i=l, j=l のとき.

む1<l-ll = 0 , Ul<l-ll註 O.

よって， dll=cu+uρ-1l- V1<l-1l注 O.

3. 独立割当問題

3.1 問題の表現

Nh N， にマイロイド構造闘を導入した割当問題が，

注 6 マトロイドについては，たとえば文献(12Jを参

照されたい.文献(15Jにも簡単な説明が含まれている.
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A={(i， j)J 会社j は枝線 t の工事見積を出した}，

Cij ((i, j) E A) = (会社j が校線を舗装するときの費

用の見積額)

とする.

枝線 i を会社j に担当させる.∞ (i， j) εX によって，

Xを定めると， X は割当になる.条件 (i) および費用を

最小にしたいという要求から . ð， Xは，図 3.1 のグラフ

の木でなければならない.木は，枝の集合 N， の部分集

合で，閉路を含まなし、(極大)集合であるから . N， に関

する独立集合の族としては，

ff ={IJ 1 仁川. 1は閉路を含まない}

い.つぎに，

N2, = {! 1, 12, !3}, 

N22= {21 , 22, 23 }, 

N2.= {31 , 32, 33} 
とおくと，条件(iii) より，

Jð2X ηN2k J;壬 2 (k=I.2 , 3) 

が成り立たなければならない.そこで， N2 に関する独

立集合の族としては，

c j!T2={JJJcN2, JJnN2k J 豆 2

とおけばよい.

図 3.1 ある村の道路

網(数字は枝の番号)

最近注目されている. y.( c 2 N') , J?;( c 2 N2) をそれ

ぞれ独立集合の族とするマトロイドM，(川• ~)， M2 

(叫，~)が与えられているとする.
割当Xに対して，

最適割当を求めるための解法としては，プライマル・

デュアル法C 15J，プライマル法(l6Jがすでに提案されて

いる.ここでは 2 節の割当問題にあわせて，プライマ

ノレ・デュアノレ法について述べる.

CA 3. 1]プライマル・デュアル法
手順 X(o) =ゆ， c(O)=O. l=O とする.

手順 2 (I)Xω に関する補助グラフ Gω (Nω， AW) を

つぎのようにしてつくる (X は Xω の略，図 3.2 参

照).

(a) N(口=N， uN2 u {s, t} 

(b) Aω =(A-X) uX*uA,uA 2 uA,uA t 

ここで， X'ホ={{j， i) J (i, j) E X }, 

とおけばよ

(k=I , 2, 3)} 

解法3.2 

ð,X ε そ:

ð2 X εJす
が成り立っとき， Xは独立割当(independen t assignｭ

ment) であるという.独立割当の中で要素最大のものを

最大独立割当という.最大独立割当についても，定理1. 7

と同様の定理が成り立つC 13]. さらに， Aの要素 (i， j)に

重み Cij が定められているとき，最大独立割当の中で，

重みを最小にするものを最適独立割当という.

少し具体的な例をあげよう.

〈例 3. 1> 図 3_ 1 に示すグラフは，ある村の主要道路網

を示したものである.まだ舗装されていないので，一部

を舗装することにして，近くの土木工事会社 9 社に，そ

れぞれ 2 枝線の見積りを出させたところ表 3.1 の結果を

得た.つぎの条件のもとで.費用が最小になるように，

舗装する校線およびそこを担当する会社を決定せよ.

(i) 任意の主要地点(グラフの点)聞は，舗装路を通

ってゆけるようにする.

(ii) つの会社には，たかだか 1 枝線しか担当させ

ない.

(i ii) つの群の中で、割り当てられる会社は，たかだ

か 2 社とする.

N , = {!, 2, "', 8}, 

N 2={!1.12 , 13, 21 , 22, 23, 31 , 32 , 33 }, 

A, A, 

工事費の見積額

1
2
3
4
5
6
7
8
 

40 

q
J
 

内
、J

群
一

W
H
U
J
η
L
 

F
U

一

q
コ

第
一

J引
一

m
m
N

-
\
お
一
見
叩

群τi
q
L
n
U

ハ
U

I

2

3

4

 

第
一

-

l

A

U

A

U

 

/
つ
L
n

，

4
q
L

q
コ
ハ

U
n
u

-
-
-
l
q

コ

群
一

-
(
ロ

第
一

10 
20 

表 3. 1 

10 
20 

10 
10 

会社

校

Gω 

オベレーションズ・リサーチ

図 3.2
60 

606 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



表 3.2 最短距離，最短路
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図 3.3 Xω( )内は会社番号

A 1= {(i, i')[iE i"itX , 

i' E cl1 (�lX) -ﾒl X, 
ÒIXー {i} +{i'} E ff 1 }, 

A2= {(j', j) [j E ò.X, 

j'さ cl.(みX) ーらX，

Ò.Xー{j}+{j'} E ff2}, 

A.={(s, i)[iEN1-cl1(ÒlX)} , 
At={ (j, t) [jε N.ー cl.(ò.X)}.

ここで， cl1 (・)， cl. (・)は，そ

れぞれ M1> M2 における閉包注7 をあ

らわす.

(c) 校の距離をつぎのように定める.

(i, j) E A-Xのとき dii==Cij , 

(j, i) E X* のとき dji= -cij ・

その他の校の距離(順方向のみ)は 0 とする.

(2) Gω において ， s から t への最短路の中で，本数

最小のものを求める.最短路を R， 最短距離を町

とする . s から t への路が存在しなければ， X，ω は

最大独立割当であるから終了する.
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手順 3

R+={ (i , j)[枝 (i ， j) 1'1 R に含まれていて，

(i , j) E A-xm }, 

R-={ (i, j) [ 枝(j， i) は R に含まれていて，

(j, i) εXホ}

とすると，

X<t+日 =X'ω-R-+Rヘ

c(!+!)=cω +Vt 

とおき ， 1 の値を 1 だけ増して，手I1原 2 にもどる.

割当問題の解法(A2.2Jまたは(A2.3J と本質的に異な

る部分は，手順 2 で， A1 と A.を考えるところである.ま

た，最短路が 2 本以上存在するときは，もっとも本数の

少ないものを選ばなければならないところも注意を要す

る.

注 7 Y1 Eff1のとき，
cl1( Y,) ={i' [Y1 +{i'} <¥ ff.} u Y1 

である . i' E c1l ( Y1) - Y1 に対して，

Y1+{ i'} ー{i} E ff1 

となる i E Y1 が少なくとも 1 つ存在する.

1977 年 10 月号

叫 ， Vj は最儒距離.一一ーは最鰐路を 7J;-j

く例 3.1.> に適用するとつぎのようになる.ただし， X(叫

まで求められているとして ， X(5) を求めることにする.

xω==((2 ， 11) }， cω=10， 

X(2)=={(2 , 11) , (4, 12) }, c∞ =20， 

X(S)=={(2, 11) , (4, 12) , (7, 32) }, c(町 =30，

xω==((2， 11) ， (4, 12) , (5 , 21) , (7 ， 32) }， cω=50 

(図 3.3) . 

ここでは，グラフ Gωを描かずに表の形で処理する.

表 3.2 の0で闘った位置はXw の要素を示す.ここは，

N2 のほうからN1 に向かつて校が存在し，距離は，記さ

れた数値にー 1 をかけたものである . N1 の要素で→が

ついているのは， s からの校が存在するものである.同

様に， N2 の要素で↑がついているのは， t への校が存

在するものである . N1 間の枝， N2 聞の枝は，欄外に記

されている.たとえば， 13 E N2 を ， Ò2X'ω={11 ， 12， 21 ， 

32} に入れると ， N21 の要素が 3 になって，独立集合で

なくなるから，

13ε cl2 (ﾒ2XW) 

であり， 13 の代わりに 11 または 12 を除くと，独立集合

になるので， 13 から 11 および 12 に向かつて校が存在す

る . N1 のほうでは ， ﾒIXW={ 2 ， 4， ラ， 7 }であり 1 ， 3 

または 6 を入れると，閉路ができるので，

cl, (X'ω )-X'ω={1 ， 3 ， 6} 

である.いま 2 を除くと，代わりに 1 ， 3 を加えて

も独立集合になるので 2 からは 1 および 3 に向かつて

校が存在する.

この表の上で s から(この場合は 8 からと同じ)の最

短距離を求めると，表の Ui' Vj のようになる.最短路
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(32) 

図 3.4 X<5l( )内は会社番号

は，…→で示されている.

R =(s , 8 , 32, 7 , 13, 11 , 2 , 1 , 31 , t) , 

R+={(8, 32) , (7, 13) , (1 , 31)} (表中口で、閉まれた

ところ)，

R-={(7 , 32) , (2 , 11) }, 

vt=50 

であるから，

Xω=x'ω -R-+R+ 

= {( 1, 31), (4, 12) , ( 5, 21 ), (7, 13) , (8, 32) }, 

c(日 =50+50=100

となる(図 3.4).

実は， G<<> ( または表 3.2)では，もう 1 本最短路が存

在する.それは，

R'=( s, 8, 32, 7, 13, 12, 4, 6, 21 , 5, 3, 11 , 2, 1, 31 , t ) 

である.

R'+={(8, 32) , (7, 13) , (6, 21) , (3 , 11) , (l, 31) }, 

R'-={(7, 32) , (4, 12) , (5, 21) , (2, 11)} 

であるから，

xω'=x'∞ -R'ー +R'+=R'+，

ô， x'∞'={1 ， 3 ， 6， 7 ， 8} 

となり，

ô,xm'<$ff, 
である(図 3.5) . 
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