
図解説

組合せ理論の応用(4 ) 

中村義作

4. 光学的な情報処理に利用される重み

一定符号

4.1 ビヴ卜情報の光学的な識別

レーザーが発明されてから，きわめて性能のよい光源

を利用することができるようになり，光学的に情報を処

理することが可能になった.とくに， rホログラフィ J と

よばれている光学的技術[19J は，光の特徴をみごとに

とらえた画期的技術で，いろいろの分野への応用が提案

されている.日本電信電話公社の武蔵野電気通信研究所

では，このホログラフィを応用して，光学的な情報検索

システムをかつて研究試作したことがある [20]. この

とき，そのシステムに適合する符号として，ここに紹介

する重み一定符号も研究された [21 ， 22 , 23]. ただし，

ホログラフィの知識が皆無でも，重み一定符号の考案さ

れた理由は容易に説明されるので，以下では，光学の専
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門知識をまったく必要としない.

図 4.1 は，ビットで表示された光の情報を，スリット

を用いて識別する l つの方法を示している.スリットと

しては，対象とする個々の情報のそれぞれに適合するも

のを l 枚ずつ用意し，各スリットに識別すべき光をあて

る.そして，透過光の強さを比較し，もっとも強い光を

通したスリットの情報を識別すべき情報とする.このと

き，どの情報に対しても，それに適合するスリットの透

過光の強さがすべて同じであると，受光器における処理

が容易になる.しかも，原情報に適合しない透過光の強

さが，適合する場合よりある一定値以上弱くなることが

保証されていれば，受光器の感度などにもとづく誤動作

も防げる.図 4.1 では，適合したときの透過光の強さが

3 であるのに対し，適合しない場合は i となっている.

この要請が重み一定符号に結びつくので，符号理論 (24J

の立場から，もう少しくわしく説明しよう.なお，ホロ

グラフィを利用すると，スリットの枚数がかなり多くな

っても，ただ 1 枚のレンズで，すべての照合を同時に瞬

間的に行なうことができる.したがって， 図 4.1

は識別の原理を模式的に示したもので，現実のシ

ステムとはいちじるしく異なっていることを付記

しておく.

4.2 重み一定符号の例と用語の説明

たとえば，識別される光の情報に 7 ビットが利

用できるとし各ピットに，光があればしなけ

れば 0 を割りあてる.そして，識別に利用される

個々の情報を，横ベクトノレを用いて，

目。= (1 , 1, 1, 0, 0, 0, 0) 

α ， =(1 ， 0, 0, \, 1, 0, 0) 

u 2=(I , 0, 0, 0, 0, 1, 1) 

α3=(0， \, 0, \, 0, \, 0) 

α4=(0， \, 0, 0, \, 0, 1) 

u5 =(0, 0, 1, 1, 0, 0, 1) 

u6 = ( 0, 0, \, 0, ¥ , 1, 0) 
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とあらわず.どの情報にも 3 個の 1 が含まれているか

らそれぞれと適合するスリットの透過光の強さはすべ

n-' 
叩(a) =I:aj (4.1) 

て 3 である.一方，適合しないスリットの透過光の強さ で定義される.即 (u) は，ベクトノレ a の要素の中にあら

を調べるには，上のベクトル表示で，同じ位置の要素が われる 1 の個数である.

ともに 1 になっているものの個数を数えればよい.たと 長さ n の 2 つの符号語，

えば， uo と u， では番目の要素だけがともに l のた a= (ao, ah a2' an-d 

め， uo の光を α1 のスリットにあてたときと u， の光を b=(bo, b" b2, bn- ,) 

a。のスリットにあてたときの透過光の強さは，いずれも に対し， u から b までの半距離 ð(α， b) を，

l となる.同じことを，あらゆる 2 つの情報の組合ぜに

ついて調べてみると，適合しない場合の透過光の強さは

すべて l であることが確かめられる.つまり，上の uo か

ら U6 までの 7 種を識別情報に用いると，透過光の強さ

が 3 であるかであるかによって，情報の識別が可能

になる.これは，重み 3 ，半距離 2 の重み一定符号とよ

ばれるもので，以下では，この種のものを考察の対象と

する.

ここで，符号理論に親しみの薄い読者のために，上の

i9Uを借りて，若干の概念と用語を説明しておこう.上の

Uo から a6 までは，それぞれ符号語とよばれ，その全体，

R={ao, ah a2' ag ， α" a 5, a6} 

は符号とよばれる.符号語の構成に用いられるピットの

個数(上の例では 7 )は符号語の長さで，符号語の要素に

あらわれる 1 の個数は符号語の重みである.上の例の符

号語は長さ 7 で，どれも重み 3 である.そしてつの

符号に属するすべての符号語の重みが一定のとき，その

符号を重み一定符号とよぶ.なおつの符号に属する

符号語の長さは，つねに同じであるとする.最後に，半

距離とは， ao から a， まで、の半距離を例にとると a。で

要素が 1 となっている位置 (1 ， 2, 3番目)の α1 の 0 の要

素の{同数 (2 ， 3番目の要素が 0 で，個数は 2 )であるが，

4.3で数学的に定義する.

4.3 重み一定符号の定義

これまでの説明で，光学的なピット情報のスリットに

よる識別と，それに対する重み一定符号の役割りが理解

されたと思うので，一般の重み一定符号に関して若干の

考察を進める.

持個の 2 進数字の系列 aO a1 a2 … an- 1 を長さ n の符号

語といい，横ベクトノレ，

a= (ao , ah a2, aト，)

であらわず.ここに，符号語の各要素は，

ajE三 (0 ， 1}, j=O , 1, 2,… , nー l

で，長さ河のすべての符号語の集合は，ベクトノレ空間，

Vη=(O， l}n 

をつくる.一般に Vn の任意の部分集合を，長さ H の

符号という.符号語 α の重みは，
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n-' 
ð(a, b)=I:aj(1-bj) 

)=0 

で， a と b との会合数 μ (a， b) を，

n-' 
μ(a， b)=AaA 

で定義する.式 (4.1) ， (4.2) から，

。 (a ， b)=叩 (a) ーμ (a ， b) 

である.

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

長さ nの任意の符号Rv，こ対し，それに属するすべての

符号語の順序対に対する半距離の最小値を，符号Rの半

距離とよぶ.これを d であらわせば，

d=min ð(a, b) 
α .bER 
aキb

(4.5) 

である.長さ n， 半距離 d の符号の中で，それに属する

符号語の数が最大なものを，長さ n， 半距離 d の最良の

符号とよぶ.符号理論では，ほとんどの場合，最良の符

号の構成法に興味がそそがれる.

符号Rにおいて，それに属するすべての符号語の重み

が等しいとき ， Rを重み一定符号とよぶ.重み一定符号

に属する任意の 2 つの符号語 α， b に対して，

。 (a ， b)=占 (b ， α(4.6)

が成りたつ.これは，式 (4.3) ， (4.4) から明らかであ

る.長さ n， 半距離 d， 重み m の重み一定符号の中で，

それに属する符号語の数が最大なものを，長さ n， 半距

離 d， 重みmの最良の重み一定符号とよぶ そして，そ

の符号語数を K(n， d , m)であらわす. 4.4 では，これ

の上限を求め，それに関連して 3 種類の最良の重み一定

符号を定義する.

4.4 符号語数の上限と各種の最良の重み一定

符号

長さ n. 半距離 d， 重み mの最良の重み一定符号が見

いだされたとしこれを R(n， d , m)であらわす.そし

て，各符号語を，ベクトノレ表示で，

αi=(a印， aih aは ai ， n- ，)

i=O, 1, 2, K-1 (4.7) 

とかく， ここに， K はK(n， d. m) の問書記である.

いま ， n 個の点の集合を，

x={Xo, X" X2, Xトd
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で定義し aリ =1 のときは符号諮問が点 Xj を含み，

aij=O のときは符号語 ai が点 Xjを含まない，と解釈す

る.すると，重みが m であるから，どの符号語も X の

中の m点、を含む.ここで， R(n, d , m) に属する 2 つの

符号語の会合数の最大値を』とおくと ， Xの中の任意の

(Hl)点を含む符号語は，たかだか 1 個しか存在しえな

い.Xから(え十 1)点を選ぶ仕方の数は，

(À~I) 通り
である.一方個の符号語に含まれる m個の点から

は+1)点を選ぶ仕方の数は，

(ふ)通り
である.よって，し、かに効率よく符号語をつくっても，

その総数が，

(ふ)/V~I)
を越えることはない.ところで，式(4.4)， (4.5) に注意

すると，

}, =m-d (4.8) 

が成りたっている.よって，これを代入すれば，

K(n , d , m)壬(m-d+l)/(m-d+l) (4.9) 

を得る.式 (4.9) の等号を満たす符号が存在するとき，

これを S 形の重み一定符号とよび， Rs(n, d , m) であ

らわす.

式 (4.9) は ， n , d , m の値によって，さらに条件を強

くすることができる. hj 'を，
K-1 

hj= L, aij' j=O, 1, 2,… , n-l (4.10) 

で定義する.これは，点Xjを含む符号語の個数である.

これらの各符号語から第j 番目の要素だけを除くと，こ

れらは長さ (nー 1) ，半距離 d， 重み(mー 1) の重み一定符

号を構成する.したがって，

K(nー 1 ， d , m-l)注hj

である.

さて， R(舟， d , m) の各符号語の重みは m であるか

ら，最良の重み一定符号に対しては，

(4.11) 

n-1 

L, hj=mK(n, d , m) 
j=O 

となる.よって，すべてのjに対する hj の最大値を hmax

とすれば，

nhm昭三三mK(n， d , m) 

となり，式 (4.11) を代入すると，

K(n, d , m)孟L(n/m)K(nー 1 ， d , mー 1)J (4.12) 

を得る.ここに， LxJ は 3 を越えない最大整数とした.

ところで，

K(河-m+d， d , d) 壬l( n-m+d)/dJ

1977 年 9 月号

は明らかであるから，

Inlnー 11 In-m十dl 111 K(n , d , m)=1 で|一一τl …| 寸 卜・・ 111 (4.13) 
1 mLm-l1 a 1 1 1 

を得る.式 (4.13)では，整数部分をとるという端数の切

り捨てが内側のかっこからつぎつぎ行なわれるが，どの

かっこ内も整数そのものであると，式 (4.13) は式 (4.9)

に一致する.

つぎに， K(n , d , m) の別の上限を与える. 2 つの符

号語の会合数の最大値 A は式 (4.8) で与えられるから，

'
k
 

キd
 

m
 

く
=

ゐ
信
仰

a
 

a
o
 

-
「l
j
d
=

n
・

4

，

d

であり，すべての i， k について加えると，

K-l K-l n-l 

L, L, L, aijakj話 (m-d)K(Kー 1)

kキ Z

を得る.この左辺の総和の順序を変えたのち，式 (4.10)

に注意すると，
n-1 

L, hj(hj一 1) 三五 (m-d)K(Kー 1) (4.14) 
J=O 

を得る.ところで，

n-l 

L, hj=mK 

は，すべての符号語の要素の中にあらわれる 1 の総数で

あり，
η-1 

(mK)2/n三五 L， h;2 
j= 

が成りたつ.よつて，これらを式(4.14) に代入すれば，

(mK )2/n-mK孟 (m-d)K(Kー 1)

となり Kについて解いたのち Kを K(n， d , m) と

かきなおせば，

K(n， d， m) 三三d舟/[dn-m(n-m)J ， dn>m(n-m) 

(4.15) 

を得る.式 (4.15) の等号を満たす符号が存在するとき，

これを B 形の重み一定符号とよび， Rb(n, d , m) であ

らわす.式 (4.9) と式 (4.15) は， S. M. Johnson がみち

びいたもの (25J である.

さて，式 (4.12) の漸化式を s 回 (0壬s三重m-d)繰り返し

て適用すると，

K(n, d , m) 

壬U~l;:=: l...lii主TEn-M
を得る.よって，各かっこ内の端数を切り捨てなけれ

ば

K(n, d , m)壬{(;)/(7)IK(n-s， d , m-s) 

となる.このとき，

d(n-s) > (m-s) (n-m) 
が成りたてば， K(n-s , d , m-s)に式 (4.15) を適用し

て，
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r( 河\ /(m\) d(n-s) 
K(n , d , s) 三引(.~: ) / ( ':，)f:一一(\ケ /1 \ siJJd(n一、

(4.16) 

を得る.式(4.16) の等号を満たす符号が存在するとき，

これを A 形の重み一定符号とよび Rα (n， d , m) であ

らわず.A形の重み一定符号において，とくに，

s=m-d, または s=O

とおくと，これらはS形，またはB形の重み一定符号と

なる.

4.5 ブロ・y ク計画(とくに t 計画)

これまでは，もっぱら重み一定符号の性質を調べてき

たが，これからが組合せ理論の応用である.というの

は，組合せ理論のなかで盛んに研究されているブロック

計画が，最良の重み一定符号と密接に関連しているから

である.このため，まずブロック計画について，簡単な

復習をしておく[6 ]. 

任意の正整数を u とし v を法とする剰余類を，

Pv={O , 1, 2,… , v-1} 

であらわす.Pりのめ個(j =O， 1, 2, bー 1) の要素

からなる集合を b 個っくり，これらを Bj (j =O ， 1, 2, 

, bー 1) であらわす.そして， これらの集合を，

B={Bo, Bh B 2, …, B�-d 

とかく. ただし， 通常の集合の概念と異なり ， Bi=Bk 

であっても ， B の中では別のものとみなして，並記する

ものとする . Pv の各要素を点， Bj を大きさわのブロッ

クとよび， I順序対 (P引 B)を配図 (configuration) とよ

ぶ.また，配図 (P別 B) において，各プロック聞になん

らかの正則性をもたせたとき，この配図をブロック計画

(block design) とし、ぅ.

プロック計画の中で，とくに重要なものの 1 つは t 計

画 (t design) とよばれるものである. これを説明しよ

う . Pv から任意に 1 つの点を選ぶと， これを要素に含

むブロックの数が定まる. 点 i (i =O， 1 ， 2，・・ ， v-1) 

を含むプロックの個数を ηであらわしこれを t点の繰

り返し数とよぶ.また， t 111>1 の点 i1 ， i 2 ， れを共通に

含むブロッグの個数を，これらの点の会合数とよぶ.す

ると，配図 (Pv， B)がつぎの 3 条件を満たすとき，これ

をパラメータ v， b, r , k , .l.の t 計画とよぶ.

(i) 各ブロック Bj の大きさわは， J に無関係に一定値

k(<v) である.

(ii) 各点 i の繰り返し数 ηはに無関係に一定値

r(<b) である.

(iii) t(~訣)個の点の会合数は，これらの点の選び方に

無関係に一定値引く r) である.

上の t 計画に対しては，パラメータの聞に，
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k, .l.( ~) =b( ~) (4.17) 

が成りたつので， v , k , À, t だけを指定して，この t計

画を Ddv， k , .l.)であらわす.これが存在するとき，任

意の整数 u(O孟u<t) に対して，

.l.u= .l.(~=~) / (:二~)
も整数となり ， Dt(v, k , .l.)は Du(v， k , .l.u) とも解釈さ

れる.また， Pりの中の特定の 1 点を除くことによって，

Ddv, k , .l.)から Dt-dvー 1 ， k-1 ， え)をつくることも

できる.

4.6 Steiner 系と S 形の重み一定符号

Dt(v, k， え)において ， ，1 =1 のときを Steiner 系とよ

び，ふつう S (t , k, v) であらわす.以下では， この

Steiner 系が S 形の重み一定符号と 1 対 1 rこ対応するこ

とを示す.

まず， S(t, v , k) から S形の重み一定符号をみちび

く . S(t, v , k) の任意のブロッグ Bj (j =O， 1, 2，一，

bー 1)をとり，これに符号語 Uj をつぎのように対応させ

る . Bj が点 i( E三P旬)を含んで、いるとき，

aji=1 

とし，含んでいないとき，

aji=O 

とする.すると， aJ はベクトノレ表示で，

aj= (ajO , ajb aj2' , aj , • d 
となり，長さ v， 重み k の符号語となる Steiner 系で

は，任意の t 点の会合数が l であるから，上の方法で得

られる b伺の符号語 aj (j =O， 1, 2,… , bー 1) からな

る重み一定符号では，その半距離は，

d=k-t+1 

となる.一方，式 (4.1 7)の第 2 式で，

.l. =I , t=k-d+ 1 

とおくと，

b-J U\/(, k,..) 
-¥k-d+ 1J / ¥k-d+ 1J 

となる.よって， 式 (4.9) に注意すると，この符号は S

の重み一定符号 Rs(り， k-t+1 , k) であることがわかる.

つぎに， Rs(n, d , m) から Steiner 系をみちびく.

Rs(n, d , m) の任意の符号語吟 (i =0， 1, 2,… , K) を

とり，これにブロック Bi をつぎのように対応させる.

aり =1

のとき Bi は点、 j(E三 Pn) を含み，

aij=O 

のとき Bi は点、 j を含まないとする.すると ， Bi のプロ

ックの大きさはm となる もとの符号の半距離はdであ

るから ， K個のブロック Bi (i =O， 1, 2, Kー 1) か
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らなる配図 (Pn， B)では， (m-d+1)個の点の会合数は

たかだか 1 である.

さて，集合 Pη から (m-d+ 1l 点を選ぶ仕方の数は，

(ηl-d+1) 通り
で，ブロック Bi に属する m点から (m-d+1)点を選ぶ

仕方の数は，

(mコ+1) 通り
である.よって，ブロックの個数 K が式 (4.9) の右辺で

あらわされることに注意すれば， Pn の任意の (m-d+1)

点の会合数はすべて 1 となるはずである.このことは，

配図 (Pn> B)が S(m-d+ 1, m , n) であることを示す.

以上で， Steiner 系と S形の重み一定符号の 1 対 l の

対応が証明された.

4.7 BIBD と B形の重み一定符号

Dt(v, k , À) において， t=2 のときをつり合い不完備

形ブロック計画(Balanced Incomplete Block Design, 

略して BIBD) とよび，ふつう D(v， k, À) であらわす.

以下では，この BIBD が B形の重み一定符号と l 対 1

に対応することを示す.

まず， D(v, k， めから B形の重み一定符号をみちび

く ， D(v, k , À) の b 個のブロック Bj (j =O， 1, 2, 

bー 1) に対し， aij を，

(0, i r$. Bj のとき
aii=' 
リ ll , iEBj のとき

で定義し ， v 個の符号語を，

αi=(aiO， aih ai2' …, ai , b-d , i=O， 1 ， 2，ー ， vー 1

のようにつくる.各符号語の重みは D(v， k , À) におけ

る各点の繰り返し数 r であるから，これらは長さ b， 重

み f の重み一定符号を構成する.また，任意の 2 点の会

合数は A であるから，この符号の半距離 d は T えとな

るので，結局この符号は長さ b， 半距離 r-À ， 重みァの

重み一定符号となる.

符号語の個数 u を b， rー À， r であらわすため，式

(4.17)で t=2 とおくと，

vr=bk, ÀV(vー 1) =bk(kー 1) (4.18) 

を得る.これから ， k を消去するようにして u を求める

と，若干の計算ののち，

v=(ァえ)b/[(l唱え)b-r(b-r)J (4.19) 

を得る.よって，式 (4.15) に注意すれば，上につくった

符号は Rb(b， rーん r) であることがわかる.なお， t計

画の条件(iii) より r<À であり， また式 (4.19) の右辺の

分母は，つぎのようにしてつねに正となる. この分母

11, 
r2ーえb

1977 年 9 月号

であるが，式 (4.18) の第 2 式の両辺に f をかけたのち，

第 1 式を代入すれば，

Àbk(vー 1) =vr2(k-1) 

ﾀb _ v(kー 1) _ 1 ー l/k

r2 k(v-1) 1-I/v 

を得る.しかるに， t 計画の条件 (i) より k<v であるか

ら，右辺は l より小さい.

つぎに， Rb(n, d , m) から BIBD をみちびく . Rb(n, 

d , m) の K個の符号語 adi=O， 1, 2, K-1) のベ

クトル表示を，

Uι =(a印， aih ai2' ・・ ， ai ， η1) 

とし K個の点の集合 PK からとった n個のブロック

を，

Bj={iJaij=l }, j=O, 1, 2,… , nー l

で定義する • Bj の集合を，

B={Bo , B" B2' Bη-d 

とかき，配図 (PK， B)をつくる.もとの符号の会合数は

d であるから， この配図の任意の 2 点の会合数はたかだ

か (m-d)である.よって ， PK から 2 点を選ぶ組合せ数

を考えると 2 点の会合数の延べ数(これを Yであらわ

ず)は，

Y壬(m-d)(~)

を満たす.この Kに式 (4.15) の右辺を代入すれば，

Y壬dmn(m-d) (n-m)/2[dn-m(n-m) J2 (4.20) 

を得る

一方， PK の各点の繰り返し数は m であり，

N=mK=dmn/[dn-m(n-m)J (4.21) 

は B の各 Bj ìこ含まれる点の延べ数となる.よって，ブ

ロック Bj の大きさをめとすれば， kj個の点から 2 点を

選ぶ仕方の数は，

(ki) 通り

となり，上の Yは，

Y=212), ただし zhJ=N
とあらわされるはずである.いま ， Nを n の倍数とすれ

は

"'Iﾇ.'(N/n¥_jN/n¥ 
Y注50121=nl)

となり，式 (4.21) を代入して，

Y注dmn(m-d) (n-m)/2[dn-m(n-m) J2 (4.22) 

を得る.また， Nが π の倍数でなければ， Nを nf困の等

しい整数にわけられないので Yは式 (4.22) の右辺より

大きくなって等号は成りたたない.よって， Nが n の倍

数であるときにかぎって，式 (4.20) ， (4.22)を同時に満

たすYが存在し，

Y =dmn(m-d) (n-m)/2[dn-m(n-m) J2 
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となる.このときは，上の考察から知られるように， PK 

の任意の 2 点の会合数は ).=m-d となる.つまり，配

図 (PK， B) は D(K， mK/n, mーのであることがわか

る.

以上で， BIBD と B形の重み一定符号の 1 対 1 の対応

が吉正明された.

4.8 S形， B形の重み一定符号の例

ブロック計画の具体的な構成法に対しては，いろいろ

の著書(たとえば (5) など)に紹介されているので，こ

こでは，それによる S形， B形の重み一定符号の例を示

す.

9 個の点からなる集合 P9 ={0， 1, 2,…, 8} に対し，

Steiner 系 S(2 ， 3, 9) は，

Bo ={O, 1, 2}, B1 ={3 , 4, 8} 

Bz = {5, 6, 7}, B3 = {O, 3, 7} 

B. ={J, 4, 5} , Bs ={2, 6, 8} 

B6 ={O, 4, 6}, B7 ={1 , 7, 8} 

B8 ={2 , 3，ラ}， B9 =(0, 5, 8} 

B10= {J, 3, 6 }, Bl1 = {2, 4, 7} 

で与えられる.これに対応する久(9， 2, 3) は，
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4.9 A 形の重み一定符号について

A形の重み一定符号については，それと 1 対 1 に対応

させられる具体的なプロック計画はわかっていない.し

かし，ある種の直交計画[ 5) から ， A形の重み一定符

号のみちびかれることはわかっている (22). しかし，

この説明には若干の紙数を要するので，ここでは割愛す

る. (つづく)
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