
a?~<j)総合報告 c 勝校総 η ノよ ~ ，<.'......'ぷて 裕二、f議機議総量3

逐次決定過程としての

~ 4. 動的計画における逆定理

線形計画，あるいは一般に非線形計画における基本定

理は双対定理である.本節では，動的計画においても，

そのクラスを限定すれば，線形計画における双対定理に

対応する定理ーー逆定理一ーが成立することを述べる.

これまで特殊な型の動的計画やマルコフ型決定過程にお

ける双対定理は線形計画問題に変換することによって論

じられている [23， 37, 38等J. しかし，動的計画本来の

型における双対定理らしきものは，逆定理をのぞいて，

他に報告されていないように恩われる.事実，筆者が

1977年 4 月のカナダでの動的計画国際会議で各国の研究

者と情報交換したかぎりでは，逆定理は耳新しいものに

感じられたようである [33]. われわれは逆定理を 3 つの

型で述べる. 1 は逆定理の本質をあらわしているが 11

が応用上有効である .illは動的計画論の中心をなしてい

る [13 ， 14, 16, 24, 26, 27, 30, 33-35]. 

2 変数関数 f(x， y) : R2+→R'+ は Z を任意に固定する

と y の狭義増加(非減少)関数であるとき， Rち主主狸義

増加(非減少)性をもっ関数という.このような関数の族

は~ 3.1 で定義された R2+ 上で狭義増加(非減少)性をも

っ再帰型関数を含む.連続関数λ g: R2+• Rl+ , U , v: 

Rl+→Rl+ に対して，関数 T(f ;g)u， S(g;f)v: R九→

R'+ をそれぞれ，

T(f;g)u(c) =Max f(x , u(ν)) 
z孟O.y~O
。(X， y)孟C

S(g;f)v(c)=Min g(x， v(ν)) 
X孟0， ν孟0
f(X , y)孟e

で定義する.F を Rl+ から Rl+ への連続狭義増加関数

の全体とすると ， T (f;g) と S(g;f) は F 上の互いに逆

な作用素となっている.

補題 2 (逆命題) f , g: R2+→R'+ を R2+上で狭義増加

性をもっ関数， U , V を F の元とする.このとき，

(i) T (f ;g)u, S(g;f)v も F の元である.

( ii) とくに， u が u の逆関数ならば， T (f ;g)u も

S(g;f)切の逆関数である.
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この逆命題は以下の逆定理の基礎になっている.

例題 7 f(川)=勾， g(川)=z+3 ， u(中v(c) =c 

とすると ， u， vEF で， u とりは互し、に逆関数になって

いる.このとき，

つZ

T(f;g)u(c) =Max xy= ζ c3 

X+JI 亘
x 

x , y>O 

S(g;f)v(c) =Min (X+ ~)=ユーc山
xy量c 、 ルノ 4町 υ

x , y>O 

だから ， T (f ;g)u, S(g; f) vEF で，しかも両者は互い

に逆関数になっている.

関数 f(x， ν) =min(xp, y<l), g(x , y) =max(xヘグ)(p，

q, r , 5>0) はかならずしも R九上で狭義増加性はないが

非減少性をもっ関数で、ある.このような関数についても

逆命題は成立する.たとえば，

例題 7' f(x , y) =min(x，糾 ， g(x， ν) =max(X， ν) ， 

u(c) =cP， む (c) =c1/p(p>O) とすると ， T(f; g)u(c) = 

min(c, cP) , S(g;f)v(c) =max(c, c1/ p) は互いに逆関数

になっている.

逆命題の証明等の詳論は [24， 34J，種々の具体例は

[14, 16Jで与えられている.

つぎに RN+ 上で狭義増加性をもっ再帰型関数 f. g:

RN+→Rl+ に対して，

主問題 Max j(Xh X2, "', XN) 

s.t.(i) g(Xh X2 ， … ， XN)孟c(注0)

(i i) 九ミo 1~壬n豆N，

逆問題 1 Min g(Yh Y2 , ''', YN) 

S.t. (i)' f(YhY2' '''， YN)註c(注0)

(ii) ，仇注o 1亘n孟N

を考える.これらは問題 1 ， 2 で p=q=1 の場合である

から，動的計画Dで表現される . f. g は再帰型だから，

(N-n+ll部分動的計画 DN叫刊で表現される (N-n+

1)部分問題

(11) M叫ん(xρん+1 (xn+1; ・・ ;fN-1 (XN-l ;fN(XN)) ・・))

(12) s. t. ( i) gη (Xn ;gn+l (xn+1;"'; gN-' (XN-,;gN(XN)) 

..))孟c

(13) (ii) Xk註O 河主訣壬N，
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(14) Min gn(仇 ;gn叫(仇+1'… ;gN-l(YN-l ;gN(伽))...))

(1日 s.t. ( i )' ん(仇;ん+1(仇+υ… ;fN-l(YN-l ;!N(YN)) 

・・))注c

同 (ii)' Yk孟o n主詰孟N

が考えられる . UN-n+l(C) を(11)-闘の最大値， VN-n+l (c) 

を(14)ー(1同の最小値とすれば， UN(C)は主問題 I の最大値，

百N(C) は逆問題 I の最小値である.

定理 z (逆定理 1) UN-n+1 と VN- n + 1 は Fの元で，両

者は互いに逆関数である (1孟n壬N). とくに，主問題 I

の最大値関数は逆問題 I の最小値関数の逆関数である.

逆定理 I は，問問題のうち一方を解けば，その逆関数

が他方の解であることを示している.この点，計算上使

利である.たとえば，
N S 

例題 8 主問題 Max II Xn s. t. (i) L; Xn孟 c (註0)

(ii) Xn註o 1 三五n三五N は，再帰式を解くことによって，

ω(c)=c， d(c)=;; ， ， uN(c)=;ふをもつことがわ
かる.したがって，逆定理 I より，

N N 

逆問題 Min L;仇 s.t. (i)' IIYn注c(孟0) (i i) 'Yn注0

1 三五n孟N はが(c) = (U1)-I(C) =c, V2(C) = (U2)-I(C) = 

Z./c , "', vN(c)=(uN)-I(C)=Nx N、/c をもち，この最

小値は VN(C) =NN、/c で与えられる.もちろん，この逆

問題のが， v 2, … , vN は図 2 であらわされたように再

帰式を解いても求めることができる.

逆定理 I は RN+ 上で非減少性をもっ再帰型関数につ

いても多くの場合成り立っている.たとえば，
ん

例題 8' 主問題 Max L;xn s. t. (i) max r(Xn) 三五c
1:玉川亘 4γ

(孟0) (ii) Xn註o 1主訊豆N
N 

逆問題 Min max r(仇) S.t. (i)' L; Yn孟c(ミ0)
1:五 n亘 N

(ii)' 仇注o 1壬n孟N

(ただし r: Rl+→Rl+ は連続狭義増加関数)

に対しては， uN叫+1(C) = (N-n+ 1 )r-1(c) , vN-n+l(C) = 

r(c/(N-n+1)) は互いに逆関数になってし、る.ここに

g(X"X2, "., XN) = max r(xn) は RN+ 上で狭義増加性は
1:五九孟N

ないが非減少性をもっ再帰型関数である.逆定理 I につ

いては [16J がくわしい.

さてλg は逆定理 I と同様に RN+ 上で狭義増加性を

もっ再帰型関数，的: Rl+→Rl+ は上への連続狭義増加

関数，引は Un の逆関数 (1三五n壬N) として，つぎの問題

対を考える:

主問題II Max f(Ul(X1 ) ， U2(X2 ) ， 一 ， UN(XN))

s.t.(i) g(x"x2， … ， XN)主主(註0)

(ii) Xn註o 1壬n話N

逆問題 II Min g(列 (y.) ， V2(Y2) , "', VN(YN)) 

s. t. ( i )' f(Y" Y2， ・ '， YN)註c(註0)

(ii) ，仇註o 1孟n話N

とくに Un(X) =vn(X) =x とすれば，問題対E は問題対

1977 年 8 月号

I になる.このようにEは I に連続狭義増加な変数変換

を施した型になっている.主問題E の最大値関数と最大

点(最大値を与える点)関数の対と，逆問題H の最小値関

数と最小点関数の対の聞には，つぎの逆関係が成立する:

定理 3 (逆定理II) (i) 主問題Hが連続狭義増加な最

大値関数 U と，最大点関数 (X九 X2ぺ…， XN*) をもった

めの必要十分条件は逆問題Hが連続狭義増加な最小値関

数 U-l と，最小点関数 (UI0Xl*OU-l， u2oXZ*oU- 1, 

UN OXN*OU-l)をもつことである.ただし。は関数の合成.

(ii) 逆問題Eが連続狭義増加な最小値関数Vと，最小

点関数 (Y"Y2' "'， YN) をもつための必要十分条件は主問

題Eが連続狭義増加な最大値関数V- 1 と，最大点関数 (V1 0

Yl0V-1 , V2 oY2oV-九一 ， VN oYN oV-l) をもつことである.

逆定理Hは f， g を非減少性をもっ再帰型関数にして

も成立する口5J. 主問題H は定理 l にもとづく再帰式を

逐次解くことによって最大値関数と最大点関数が求めら

れる.逆問題E も同様に最小値関数と最小点関数が計算

される.しかし，逆定理Eを用いれば，逆問題E の解は

主問題H の解の合成と逆演算によって求められる.
N N 

例題 9 主問題 Max IIxn s. t. (i) L;r(xn ) 壬c(注0)

(ii) Xnミo 1~壬n三五N
N N 

逆内題 Min L; r(仇) s. t. (i)' II仇註c( 与さ0)

(ii)' 仇註o 1~豆n壬N

(ただしに Rl+→Rl+ 狭義増加な凸関数)

において Un(X) =Vn(X) =x 1妥n話N として再帰式を解

くと ， uN- n + 1 (c)=(r- 1 (c/(N-n+1)))Nー附 1 より，主問

題は最大値関数 U(c) =uN(c) = (r- 1 (げN))N になり，そ

の最大点関数 (X1*(c) ， x 2*(c) , …, XN*(C)) = (r- 1(c/N) , 

r- 1 (げN) ， … ， r- 1 (c/N)) が得られる.したがって，逆

定理Hによれば，逆問題に対しては再帰式を解くことな

く，最小値関数V(c) =U-l(C) =Nr(N、/[' )，最小点関数

(Y l(C) , Y2(C) , … , Y N(C)) = ((Ul oX1*oU-l) (c) , (U2oX2*o 

U-l)(C) , "', (UNOXN事。U-l) (C))=(N./ C ， N、I c- ， "'， N、1 c ) 

が得られる.もちろん，この解は再帰式を解いても得ら

れる.

例題 9' 主問題 Max x1十 min(x2， x.十ぬ)

s. t. (i) max(x" x 2+max(X., x ,)) 

話c(孟0)

(ii) X" X2, X. , X4~0 

逆問題 Min max(Y"Y2+max(y.，仇))

s. t. ( i )'仇+min(Y2， y.+仇)注c(詮0)

(ii)' y" Y2， 仇，仇孟0

は U(c) =~-C， Xl*(C) =c, x 2*(c) =-~げ.*(c) =x.*(c) 
=」 c， V(どj=三C'Yl(C)=三c， y ,(c) = 三c， y.(c) = 
仏(C)=;c をもら.h(Z)=un(Z)=Z1自由として，
U→=V， 安η =unoXn*OU-l 1孟n主計が成立している.
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U n , Vn がかならずしも恒等関数でない例題は [14， 35J

にあげられている.逆定理H は例題 8， 8' についても成

立している.また，逆定理H は特別な場合として逆命題，

逆定理 I をそれぞれ含んでいる.

g 1 の動的計画は種々の最適化問題を表現していたが，

このように定義された動的計画は，そのクラスを限定す

れば，逆動的計画が定義でき，逆定理Eが成立する.そ

のために，まず， N段主動的計画をつぎの 7 つの要素で、

与える:

(Max, {Sηh孟η亘N+h {Rn} ，孟η壬N+h {Aπ }，亘η壬N，

{!nh:>n亘N， k , {Tπ} 1釘孟N)

ただし {Rn}以外は g 1 で述べられているが，各要素には

つぎの制約が課されている: (1)ふるは R' の区間， (2)Rη 

は R' の区間で，第 n 矛IJ得空間という， (3)“集合"An {土

g 1 のとおり，写像 An: Sη→2Aη はつぎの (17)で定義さ

れる， (4)第 n 利得関数ん=ん(an;r.π+1) :Aη xRn+1→Rη 

は上への連続関数で，各 !n(an ; ・ ) (an巴 Aη) は狭義増

加， (5)k: SN+1→RN+1 は上への連続狭義増加関数， (6) 

Tπ:Sη xAη→R' は連続関数で，各 1'n( ・ ， an ) (anEAπ) 

は狭義増加で，各 sη ESn に対して 7'，，(品川η) 巴 Sn+1 と

なる anEAη が存在する.このとき Aπ(ら)を，

(17) A以内 ) ={anEAnIT n(sn , an) ESn+,} 

SnESn 1話n三玉N

で定義する.主動的計雨は最大値問題

Max !, (a , ;!2(a2; … ; fN (aN ;k(SN+1)) …)) 

s. t. (i) Tn(sn ,a n ) =九+1 三訊孟N

(ii) anEA以内 1 1孟n三五N

を表現している.これに対して逆動的計画をつぎで定義

する:

(Min; {Rn} ，亘η亘N+h {Sηh孟冗孟N+h {An}1孟η亘N，

{gη} 1孟η壬 N ， l , {Uπ} ，亘η孟 Nl

ただし gη =gη (aη ;Sn +l) = (1'叩n) -1(Sη+ ，) :.4ηxSη+1→ 

S匁

l=l(rN+1) =k-1(rN+1) : RN+l• SN+1 

Uπ = u.η (rn， an ) =(んαn)-I(rπ) : RnxAn→Rη+1 ・

このとき“状態"刊における可能な決定空間 B川町)を

Bn(rn) ={anEAn I Un(rn, an) ER削，}

rnERη 1孟n三玉N

で定義する.この逆動的計画は最小値問題

Min gl(al;g2(a2;' ・ ;gN(aN; l(rN+1)) …)) 

s. t. (i)' U冗 (rn ， anl =日+1 1;壬n豆N

(ii)' an εBη (rn ) 1 三五n豆N

を表現している.すなわち，主動的百十両と逆動的計画で

は，最適予の交換，状態(空間)と利得(空間)の交換，利

得関数と状態変換の“逆の意味"での交換，終端利得関

数の逆変換がなされている.このとき，両計画の最適利得
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関数と最適政策の対の間にはつぎの逆関係が成立する:

定理 4 (逆定理ill) 主(逆)動的計画が連続狭義増加な

最適利得関数{WO， ω， ...wN } と，最適政策 {ji" ji2 ， …，戸N}

をもつための必要十分条件は逆(主)動的計画が連続狭義

増加な最適利得関数 {(WO )-I ， (叩1)-1，… ， (WN )-I) と，最

適政策{戸川町N) -1, ji20 (叩N-1)-I， "', jiN O (叩')-1) をもつ

ことである.

逆定理阻を応用してみよう.たとえば (Nー 1) 段計画

について，

例題 10 Max , Sn=Rη =A，， =Rら，ん(aη ; 1'n +l)

=anr附"k(SNl =SN, T"(s,,, a ,,) =ら -an とすれば，

(Nー 1)段主動的計画は，

/N-l 、

Max( IIan)xsNs.t.(i) Sn-an=S"+l 1孟n<三N-l ，

(iil 0壬h孟Sn 1話π話Nー 1

すなわち， S1=C, an=Xn 1 三五n壬N-l ， SN=XN に書き

なおせば，例題 8 の主問題，
N N 

Max IIxn S. t. (i) L;xn壬c (ii) Xn註o 1壬n豆N

を表現している.この主動的計画は，例題 8 と同様に，

再帰式を解いて，最適利得関数 {UO， u 1, …, UN- 1 } と最適

政策 {π1*，1t' 2ぺ…，1!"N-1*} を得る.ただし，

uπ (SNーη) = (SN-n/(n+ 1) )n+1 

π♂ (Sn) =ぉ/(N-n+ 1l.

他方，これに対する逆動的計画はつぎで与えられる:

Min, Rn=Sn=An=R'+, gn(an;sη+ ，) 

= (T nan)-'(Sn+1) =an十 Sn+" l(rN) =k-1(rN) =rN, 
Un (1'n ， aη)=( f，ηαη )-1{rη )=r.π/an・

したがって， この計画は，

IN-l 、

Min( L; aη )+SN S.t. (i)' rn/an=rn+l 1 三五n三五Nー 1 ，

(ii)' an>O 1 三五n孟N-l

すなわち例題 8 の逆問題を表現している.よって，逆定

理Eにより，逆動的計画は最適利得関数{(UO) -1, (が)ー九

一 ， (UN- 1 )- 'J と最適政策{1!"グ o(UN-l)-1， π2*0 (uN-2) 九

・， πN-1*O(U1) -1} をもっ.ただし， vη =(Un )-1 ， 

。η=πn*ouNーη とおけば，

vn(1'N_n) = (n+ 1) 附〉正面二~ ﾔ"n(rn) =N-π+1v';=;;. 

もちろん， この解は再帰式

vO(rNl =l(rN) =1'N 

vn(1'N_n) =Min [an+vn• (rN-n/aN-n)J 
αη>0 

1~担三二N-1

を解いても得られる.

つぎの例題の主(逆)動的計画の第 n 利得(状態)空聞は

n に依存して変化している:

例題 10' Max, Sn =R九， Rπ =[0， N-n+1) , Aη= 

Rl+ , f，η (an ; 1'n +1) =an/( 1 +an) +1'n+" l' n{sn, an) =丸一
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an, k(SN) =SN/ (J 十SN) を要素にもつ (Nー 1) 段主動的

計画は，

N :". N 

E一一- s. t. (i) ~Xn~C(註0)γ I+Xn ~ 

(i i) れ注o 1 三五n孟N

を表現し， π♂ (Sπ)=sn/(N-n+1) ， Un(SN_n)=(n+l) 

SN-n/(n+ I-SN-n) なる最適政策 {π出 πよ πN-'*} と

最適利得関数 {UO， U' , "', UN-'} をもっ.他方，逆動的計

画は要素

Min, gn(aη ;Sn+l) =an十 Sn+h Uπ (rn ， aη) =-an/(1 十

an )+1'n, l(rN)=rN/(J-rN) 

をもち，したがって，

N N 刊

Min 干Yn S，仁(i) ，干 iお4 註C( ε [O， N))

(ii) ，ん詮o 1;'豆n豆N

を表現している.逆定理Eより，逆動的計画は最適政策

{&" &2' "', & N-d と最適利得関数 {VO ， v l， … ， vト 1} をも

っ.ただし，

Oη (rn ) =1'n/(N-n+ 1-rn) 

vn(rN四η) =(n+ l)rN-n/(n+ 1-rN_η) 

逆定理皿については [13 ， 26， 27 ， 30J がくわしい.また

例題 7， 7' ， 8 ， 8' ， 9 ， 9' の最大(小)値問題は主(逆)動的計|止Ij

で表現される.

~ 5. 不等式への応用

前述の主問題 I ・逆問題 I の最大・最小値関数を求め

ることによって，古典的な不等式 [21 ， 22J を証明するこ

とができる.逆に， これらの不等式を用いれば，主問題

I ・逆問題 I の最大・最小値関数を容易に求めることが

できる.このように問題対 I の最適値関数を(たとえば，

動的計画の再帰式を用いて)求めることは不等式の証明

と同等である.このアプローチのヒントは[21Jによる.

詳論は[36Jに譲るとして，以下，基本定理と系と応用例

をあげよう.

定理 5 (i) U: R'+→R九を連続狭義増加関数とす

る.このとき，主問題 I が最大値関数 Uをもつための必

要十分条件は，

(a) f(x"x2 ， ・・ ， XN)壬U(g(X"X2， … ， XN))

(X"X2 ， … ， XN) εRN+ 

(b) 任意の c註0 に対して (X，*(C) ， X2*(C) ， ..., XN*(C)) 

ERN+ が存在して g(X1* (c) , X2* (c) , "', X N本 (C) ) 

=C, f(x，*(c) ， x2*(c) ， ・ "， XN*(C))=U(C) となる.

(ii) V: Rl+→R'+ を連続狭義増加関数とするとき，逆

問題 I が最小値関数 V をもっための必要十分条件は，

(a)' g(y" Y2' ・・ ， YN)注V(f(Y"Y2' ・・， νN))

1977 年 8 月号

(y" Y2， ・ '， YN) ERN+ 

(b)' 任意の c与0 に対して (ÍÌ，(c) ，れ (c) ， ・ー ， YN(C) )ε 

RN+ が存在して f(fìd c) , Y2 (c) , …, YN(C)) =c, 

g(ÍÌ， (C)'Y2(C) ， 一 '， YN(C)) =V(c) となる.

系(i)主問題 I が連続狭義増加な最大値関数 U:Rl+

.Rl+ をもつならば，つぎの不等式が成立する:

f(x" X2， … ， XN)孟U(g(X" X2, "', XN)) 

(X" X2， … ， XN) εRN+ 

等号はある c註O に対して Zη =Xn*(C) 1 三五n壬N のとき

にかぎり成立する.ただし (X♂， X2ヘー・ ， XN*) :R'+• RN+ 

は最大点関数.とくに，各 Xn* が連続狭義増加ならば，等

号条件は (X，*) -'(x,) = (x2*) -1(X2) =... = (XNキ )-'(XN).

(ii) 逆問題 I が連続狭義増加な最大値関数V:R九→

R'+ をもつならば，つぎの不等式が成立する:

g(y" Y2， ー ， YN)孟V(f(y" Y2, …, YN)) 

(仇 ， Y2' ・ '， YN)ERN+・

等号はある c註O に対して仇=れ (c) 1 主主主五N のときに

かぎり成り立つ.ただし(ÍÌ"Y 2, …, YN) : R'+→RN+は最

小点関数.とくに，各れが連続狭義増加ならば，等号

条{牛は(ÍÌd-'(Yd = (ﾍﾌ2) -, (Y2) =... = (f� N) -l(YN). 

定理 5 と系は任意の関数 j; g: RN+→Rl+ に対して成

立するが，とくに j; g が RN+ 上で狭義増加性をもっ再

帰型関数ならば，再帰式によって最大・最小値関数を求

める“方法"がある.このような怠味で，動的計画論と不

等式論とは密接な関係があるといえる.上記の定理 5 ，

系における U， V は互いに逆関数で、あることに注目すれ

ば， (i) および(ii) で得られた不等式は同値で、ある.

例題 11 例題 8 を再び考察する.この主問題の最大値

関数は U(c) =uN(c) =cN/N"1， 最大点関数は (X，*(C) ，

X2本 (C) ， "', Xρ (C)) = (c/N， c/N， ・ "， c/N) だから，系(i)

)
 

よ

半括(~Xn)N/NN (x"x2，"'， XN) εRN+ 

すなわち，算術幾何不等式

N';瓦云示二五止さ玉 (X， +X2+ ・・・ +xN)/N

h註o 1;孟n孟N

を得る.ただし等号は X， =X2 =… =XN のときに成り立

つ.系 (ii) に訴えても，これと同等な不等式

2院NXN，J占ム (y巾

を得る.逆に，算術幾何不等式を用いれば，例題 8 の主

問題は，不等式

43η壬(トr川到/NN
における等号と制約条件 (i) (i i) をすべて満たす Xt， X2 ，

".， XN は X， =X2 =" ・ =xN=c/N にかぎるから，最大値
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一例として，単調非増加性の仮定 各 gn(Sη， an ; ・)

( (Sn ， an ) εgraph(Aη) 1話河壬N) が・に関して単調非増

加であるーーを満たす再帰的計画 R=(Max， {Sn} ，む亘

N+" {Aη}.亘η亘N， {gη} ，亘η孟 N， k， {Tn } ，孟η亘 N) がある.こ

のとき， R に対する (N-n十 1) 部分再帰的計画 RN叶刊

を n=l ， 3, 5, ・・(孟N+l) のとき， RN叫+1 ==川-1ax ，

{S叩}同m亘N+1， {A抗}話m亘N， {gm}n孟間孟N， k , {T m}n:> 

m孟N) ， π=2， 4， 6，…(壬N+l) のとき， RN-n+1 = (Min, 

{Sm}時間話N+ 1> {A隅}η壬m壬N， {gm}時間孟N， k , {T m}π亘

m孟N) でそれぞれ定義する. UN-n+': Sn→R' を RN- n + ，

が表現する最適化問題の最適 (n=奇数のとき最大，偶数

のとき最小)値関数とすれば，つぎの再帰式が成立する:

定理 6 (最適性の第 2 原理) UO(SN+') =k(SN+1) 

uN -η+l(Sη)= Max gη (Sn， aη ; uN-n(Tη (Sn ， an ) )) 
αnEAη CS n ) 

持=1 ， 3，丸一(三五N) ， Sn巴 Sη

UN-n+1 (Sη)= Min gn(Sn ， an;uN-π (Tη (Sn ， aπ))) 
αnEAn(Sn) 

n=2 , 4, 6, … (三五N) ， snESn・

一般に，最適子と単調性(非増加性，非減少性)に関係

して部分計画が定義され，対応する再帰式すなわち最適

性の一般原理が成立する [31 ， 32]. 

この再帰的計画 R の応用としては，たとえば，狭義減

少性をもっ再帰型関数[29Jを目的関数にもつつぎの例題

は R で表現され，定理 6 に対応する再帰式を解くことに

よって解が求められる(詳細は[25 ， 31J参照).

関数 U(c) =cN/NN をもつことがわかる.つぎに，例題

8' についても，同様にすると，不等式(等号条件)
N 
Z♂η三三Nxr-'(max r(xn)) on RN+ , 

亘η孟N

(叫x，)=r(X2)=… =r(XN))

が得られる. {11J題 9，グについてはそれぞれ，

寺内孟(r-φ川/吋)Non Rh, 

(r(x1) =r(x2) =…=r(XN)) , 

X1 +mi山， X3 +X.)弓 m山
X.)υ) on R4+ (x1〆/3=x2〆/2=X3 =X.ρ) 

が成立する.

このように f， gを適当に選んで、主問題 1 (または逆問

題 1 )を構成しその最大(または最小)値関数 U(または

V)を求めると，定数 an>O 1孟n三玉N に対して，
]¥l N 

Minkowski: I: (an+xn)P孟{ (I: aηp)' ノP+
(>) , 

Max X 

l+x+ --_Y 
2+官+2 (3 +z)

s. t. (i) X十y+z孟c(註0)

(ii) x , Y, z~三O

例題 12

N 
(L; xηP) IIp}p on RN + ρ>1 

(O<P<I) 
.. '1/ JV' N 

H�der : L;anxn孟 (L;aηq) 1/q. (L;xnP)1/p on RN+ 
(>) 1 

ρ>1 
(O<p<l) 
N N N N 

Jensen :f( L;aπxn/L; aπ) 主主 L;anf(xπ )/ L;an on 

RN+(f:R'+→Rl+ ， 凸)
N 

MiJne & Crystale : L; {anXn/ (an十九 ) } 

N N N 
壬 (L;an ) (L;xn)/L; (aη +Xη) on RN+ 

などの不等式と対応する等号条件(省略)を得ることがで

きる.これは動的計画にもとづく証明であるといえる.

詳細は [13 ， 36J を参照されたい.

Min Y'Y3 
Y2Y.Y5 

1_147 
s. t. ( i )ー十一一一一一一ζd{EI

Yl 1 I 2¥L38'  

Y2 ム 2

Y3l+~ 
Y. Y5 

(ii) 1孟仇孟2 1孟n孟5.

このように“遠分数計画問題"というべきものは再帰

的計画によって解くことができる.また再帰的計画にお

ける数理計画問題としては主問題・逆問題ともに最小値

(または最大値)問題になることもある.具体例としては，

Nt  

Min L;云-
1 ~n 

N 
s. t. (i) L; xn話c(>0) (ii) Xn>O 1 壬n孟N

N 

Min L; Yn 

、
、
l
/

「i
l
l
J

C
一ω

主問題

例題 13

例題 14

逆問題

再帰的計画への展望

~ 1 に視点をもどそう. 逐次決定過程はそれ自身再帰

性を含んでいた.その上に単調非減少性を仮定したもの

を動的計画と定義した.これに対して“単調非増加性"

をもっ場合がある [20]. 一般に，各 n (1孟n孟N)に対し

て品(ら， an ; ・) ((sn， an ) 己 graph(An )) が常に単調非増

加か常に単調非減少のいずれか一方であるような“一般

単調性"をもっ逐次決定過程が考えられる.これを“一

般単調性をもっ再帰的計岡"あるいは簡単に“再帰的計

画"という口2J. したがって，つぎの包含関係がある:

{逐次決定過程}コ{再帰的計画}コ{動的計画}.

S2~うで、は，動的計画に対する最適性の原理，数理計

画，逆定理，不等式等を論じた.再帰的計画に対しても，

最適性の原理と数理計画iへの応用 [25， 31 , 32J，逆定理

[29J，不等式への応用[28Jが報告されている.

~ 6. 

N. 
s. t. (i)' 乙二主主(孟0) (ii)' Yn>O 1 三五却さ五N

ll1n 
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がある.一般に，これらを含む問題に対する逆定理，さ

らには，それらを解くことによって得られる不等式(例

題14の場合は，算術調和不等式)などの議論がある.

~ 7. 確率的な場合の諸結果と今後の課

題

これまで確定的な推移法則すなわち状態“変換"をも

っ有限段問題に限定して，再帰性と単調性に起因するこ

とがらを中心に述べてきた.確率的な推移法則をもっ問

題についてはマルコフ型決定過程として多くの研究がな

されている.ここでは再帰性に関する結果を紹介してお

こう.

Furukawa & Iwamoto[ 5 -9 Jはマルコフ型決定過

程を再帰性と単調非減少性の下で研究している.そこで

は目的関数の分類もなされている.なお，確率的な場合

の目的関数は確定的な場合よりもいくぶん制限されてい

る. Iwamoto は再帰加法性のもとでLP化[ 11J と政策

改良アルゴリズム [IOJを論じている.二人ゲームへの展

開は Iwamoto & Kai [17 , 18J に見られる. Iwamoto 

[14Jは有限段マルコフゲームが再帰性と単調非減少性の

下で決着することを示している.

今後の課題としては，離散無限段あるいは連続時間に

おける再帰的計画論，逆定理，不等式論等が考えられ

る.これらに対しては，収束性との関係から，その結果

は幾分限定されるかもしれない.また古典的変分問題と

も関連するであろう.他方，逆動的計画は動的計画とし

ての逆元であることに着目すれば，その他の代数的・オ

ートマトン論的な演算の導入によって，動的5十両論のい

っそうの展開が期待できるであろう.

最後に，日ごろご指導いただいている九州大学古川長

太教授に深く感謝いたします.
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