
閉解説

組合せ理論の応用 (2)

中村義作

2. 浮遊容量の分散均等化と円陣配列

2.1 選択回路としての多重変成器

変成器の概念は，電気・通信関係の技術者にとっては

周知のものであるが，親しみの薄い読者のために，簡単

な説明をしておく.凶 2. 1( a) のように，円柱状の磁心

のうえに 2 本の銅線を巻き，一方の巻線に瞬間的に電流

を流す.すると，これによって生じる磁界を打ち消す方

向に，他方の巻線上に電圧が誘起される.これが変成器

の基本原理で，電流を駆動する側を l 次巻線，それによ

って電圧が誘起される側を 2 次巻線という.また次
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巻線 I二の瞬間的な電流を駆動パノレス 2 次巻線に誘起さ

れる電圧を 2 次電圧という.なお，凶 2. I( a )の変成器

を，鯖単に図 2.1( b) のようにあらわす.

多重変成器では，磁心に巻く 2 次巻線の個数を複数と

する.図 2. 2( a) は 2 重変成器の例で次巻線側の駆

動パルスによって，それぞれの 2 次巻線に 2 次電圧が誘

起される.図 2. 2( a) の 2 重変成器を，同図(b) のよう

にあらわず.一般の n 重変成器についても，同様のあら

わし方を用いる.

多重変成器をいくつか組合せると，選択回路が構成さ

れる.これを簡単な例で説明しよう.図 2.3 は 4 個の

4 重変成器と 4 個の 1 ，重変成器を組合せたもので，ふつ

うは 14 x 4 形の多重変成器J とよばれている.もちろ

ん，同じ行のすべての巻線がその行の磁心に共通に巻か

れているわけでト. El> E 2• E3. E. を入力端子とする上

の 4 個が 4 重変成器. E 10• E仙 E30. E.o を入力端子と

する下の 4 個が 1 重変成器である.

この 4 x 4 形の多重変成器が選択[1l:1路の役割jを果たす

理由は，つぎのように説明される.いま次巻線側の

駆動パノレスによって，すべての 2 次巻線に 1 V( ボルト)

の電圧が誘起されるものとする.そこで 2 つの入力端

子，たとえば払と E仙だけを同時に駆動すれば. E1 

によって Ll1 . L21> L31> L.1 の 4 個の 2 次巻線にそれぞ

れ lVの電圧が誘起され，また E20 によって L20 の 2 次

巻線に lVの電圧が誘起される L21 と L20 は中間端子

K2 によって直列に接続されているため. F21 の出力端子

には 2Vの電圧が誘起される.しかし，その他の出力端

子には，たかだか lVの 2 次電圧しか誘起されず，

2 対 l の選択比で出力端子 F21 が選ばれる. そし

て，一般に入力端子 Ej と EiO だけを同時に駆動す

れば，出力端子 Fij tJ;選択される.

なお nX舟形の多重変成器を静電記録に用いる

と，通信情報や電子計算機出力から，高速で画質の

よいハード・コピーが得られる C 7]. 
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なっているかもしれない.これで，はた

して問題ないのであろうか.浮遊容量の

存在する 2 次巻線聞を， 中間端子 Kl'

K2' K3' K，聞で集計すると，

K1 と K2' K2 と K3' K3 と K. の聞で 4C

K1 と K3' K1 と K.， K2 と K. の聞で O

となり，中間端子の組合せによっていち

じるしい不均衡が生じている.ここに隣

接する 2 次巻線聞の浮遊容量は，一定値

のC で近似されるものとした.

しかし 2 次巻線の相互位置を図 2.6

のように変更すると，今度はどの 2 次巻

線聞にも 2C の浮遊容量が発生し，特定

の 2 次巻線問への浮遊容量の集中は避け

られる.もちろん，このように浮遊容量

の分散均等化が図られれば，どの出力端

子についても同じ選択比が得られ，選択

回路としては好ましいものとなる.
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2.3 組合せ問題としての定式化とその解法

以上で，浮遊容量の分散均等化に対する問題は理解さ

れたと思うので，いよいよ本題の組合せ理論の応用へと

進む.

まず， I湖 2.6 の隣接状態を，

l 番目の磁心: Ll1ー L' l - L21 -L31 

2 番目の磁心 : L22 -L12 -L32 -L42 

3 番目の磁心: Laa - L23 ー L" -L13 

4 番目の磁心 : L.. -L" - L14 一 L2•

とあらわしてみる すると，同じ磁心に巻かれた 2 次巻

線の隣接関係は Lij の添字 z で示されており，添字 j は

どの磁心に巻かれているかを示しているだけである.そ

こで，添字の i だけを抜き出して 2 次巻線聞の隣接関

係を明維にすると，

2.2 2 次巻線聞の浮遊容量

ところで，多葉変成器には r 2 次巻線開の浮遊容量」

というめんどうな問題がある.図 2.4( a )には個の

4 重変成器を示したが，同じi滋心に巻かれている 4 個の

2 次巻線の相互位置は均等で、ない.ここでは， Ll1の隣

りに L21' その隣りに L31>最後に L41 が並べられてい

る.すると，隣り合う巻線聞に若干の結合を生じ，

Ll1と L2 1> L21 と L3 1> L31 と L41

のそれぞれの聞にだけ，浮遊容量が発生する.この浮遊

容量は 2 次電圧を漏洩させる性質をもち，たとえば L21
に 2 次電圧が誘起されたときは，その一部を Ll1と L31
に漏洩させる.これは選択比の低下につながるもので，

なるべく軽減したし、が，皆無とすることはできない.

いま 2 次巻線開の隣接

状態を明示するため，極端

な表現を用いて|岩:J 2. 4( a ) 

を図2.4( b)のようにかく，

すると，図 2.3 の 4 個の 4

重変成器では 2 次巻線の

杷互位置が図2.5 のように

ド己孟~1

己主ゴ
μ￥斗

[Li平山j

戸山l
p守川

1;究巷線

陣正当
位迫~ 巳五斗

(a) (b) 

図 2.6図 2.4 図 2.5

オベレーションズ・リサ{チ438 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



l から 9 までの各回目の並べ方とする.

数を，

l • 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 • 9 •( 1 に戻る)

と巡回的に増やせば，

1-9-2-8-3 ー 7-4-6-5

2 回目以降は，

2-1-3-9-4-8-5-7-6 

3-2-4-1-5-9-6-8-7 

4-3-5-2-6 ー 1-7-9-8

5-4-6-3-7-2-8 ー 1-9

6-5-7-4-8-3-9-2-1 

7-6-8-5-9-4-1-3-2 

8 ー 7-9-6-1-5-2-4-3

9-8-1-7-2-6-3-5-4 

を得る.

これによって， 望みの並べ方の得られることの証明

は，それほど困難でない.しかし，すぐのちに述べる円

陣配列の問題としてとらえたほうが，対称性もあり，ま

た応用分野も広い.

i2k+ 1 人が 1 つの大きな円卓のまわりにすわる.全

部で k 回の並び換えをして，どの人も，他のすべての人

と l 恒lす.つ隣り合うようにしたい.どのような並べ方を

すればよし、か.J これが， 標準的な円陣配列の問題であ

る.

11，，1 の配置で，どの人も 2 人と隣り合うから，自分以

外の 2k 人と隣り合うには，ちょうど k 回の並び換えが

必要である.よって，この k 回の並び換えで，どの人も

他の 2k 人とちょうど 1 恒lずつ隣り合うようにできれば

よい . 2k+ 1 人を，

0 , 1 , 2 , ・・・・・・ ， 2k 

であらわし 回目の配置を図 2.9 の実線矢印のように

きめる. 2[ ，，1 日以降の配置は o 以外の各数を，

l → 2 → 3 →…・・→ 2k →(1に戻る)
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となる.これを見ると，

l から 4 までのどの 2

数も 2 回ずつ隣接し，

完全にバランスのとれ

ていることがわかる.

いまや問題の定式化の

方法は明らかである.

n を任意の正整数と

しから n までの π

個の数を横に一列に π

回並べる.このとき，

どの 2 数も 2 回ずつ隣り合うように，各回の並べ方をう

まく考えよ.

これは，舟人の子供が n 人用の長椅子に河回腰かけ，

どの 2 人の子供も 2 回ずつ隣り合うようにする(パズノレ

的な)問題と同じである.そして，これにはきわめて明

解な解法がある( 8 J.まず，具体的な方法を示そう.

却が偶数と奇数の場合で，若干の相異がある.まず，

偶数の解法を示すため，例として n を 8 にする. [ヨ 2. 7 

の実線矢印のようにから 4 まで、下がったのち，横に

5 へ進み，さらに 5 から 8 まで上がる.つぎに，のこぎ

り状の点線矢印にそって進み，これを l 回目の並べ方と

する.具体的には，

1-8-2-7-3-6-4-5 

である. 2 回目以降の並べ方を得るには，

の各数を，

1• 2 • 3 • 4 • 5 • 6 • 7 • 8 •( 1 に戻る)

と巡回的に増やせばよい.これにもとづく 8 回の並べ方

t主，

1-8-2-7-3-6-4-5 

2 ー 1-3-8-4-7-5-6

3-2-4-1-5-8-6 ー 7

4-3-5-2-6 ー 1-7-8

1-4-2-3 

2-1-3-4 

A
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1 から 8 まで

5-4-6-3 ー 7-2-8-1

6-5-7-4-8-3 ー 1-2

7-6-8-5-1-4-2-3 

図 2.9

8-7-1-6-2-5-3-4 

となって，どの 2 数も 2 回ずつ隣接している.

つぎに，奇数の解法の例として n を 9 とする.まえ

と同じように，関 2.8 の実線矢印にそって l から 4 まで

下がり，中央最下部の 5 を経て 6 から 9 まで上がる.

つぎに，のこぎり状の点線矢印にそって進み，これを 1
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と巡回的に増やし，全部で k 恒!の配置をつくればよい.

このっくり方を凶 2.9 で説明すると，円外の各数はその

ままにして，円内の図形だけを反時計方向に 1/2k ずつ

回転したことになる.

この操作で，望みの配骨子ーが得られることを見るには，

|叉12.9 の l を出発点とする 2kー 1 本の弦が， 1/2k 周の

弧を単位としたとき，

1 , 2 , ・・・ ・・ ， kー 1 , k , kー 1 , 2 , 

の弧を結ぶ弦であることに注意すればよい.これによっ

て岡に 1/2k ずつ進む半凶転までで，どの点からも

すべての長さの弦が左右に 1 回ずつあらわれる.すなわ

ち，望みの配置が得られている.

浮遊容量の分散均等化に関連して生じた長椅子の問題

では，両端の 2 人は片方だけで隣り合う.そこで， うえ

の円陣配列の解から 1 人(たとえば， 。に対応する人)

を除き，そこを切り開いて長椅子の配置とする.明らか

に 2k 人の中のどの人も他のすべての人と I 同ずつ隣

り合うので， この k 恒l の配置を 2 匝lずっくり返して 2k

同の配置とすれば，望みの結果となる.まえの 8 人に対

する並べ方は，こうして得られたものである.

つぎに，偶数人の円陣配列に移る. r 2k 人が 1 つの大

きな円卓のまわりにすわる. 全部で 2kー l 同の並び換

えをして，どの人も，他のすべての人と 2 問ずつ隣り合

うようにせよ .J

l 回の配置で，どの人も 2 人と隣り合うから，自分を

除く 2kー l 人と l 問ずつ隣り合うのは不可能である.そ

こで， 2 凶ずつ隣り合うようにしたので、ある • 2k 人を，

0 , 1 , 2 , 2k-l 

であらわし， 11'11 目の配置を凶2.10の実線矢印のように

きめる. 2 凶目以降の配置は o 以外の各数を，

1 → 2 → 3 →-一歩 2kー l→( 1 に戻る)

と巡回的に増やし，全部で 2k-l 同の配置をつくればよ

い.これによって望みの配置が得られることは，奇数人

の円陣配列に対する説明と|芳12.10を見れば明らかであろ

k 

〆

図 2.10
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う.また，長椅子の問題にするときは， この円陣西日列の

解から 1 人(たとえば o に対応する人)を除き，切り

開いて長椅子の配置とすればよい.まえの 9 人に対する

並べ方は，こうしてつくられたものである.

2.5 デ、コードニーの円卓問題と完全グラフの

色わけ

2.4の円陣配列では，円陣をつくるどの 2 人も 1 ITn (ま

たは 2 回)ずつ公平に隣り合う並べ方を求めた.しかし，

公平に隣り合うという観点からは，他にもいろいろの円

陣配列の条件が考えられる.事実，各種の条件における

円陣配列の問題が考察されているが[ 9 J，ここではとく

に難問とされているデュードニー (H. E. Dudeney) の

円卓問題について 1 ， 2 の解法を紹介する.

rn 人が l つの大きな円卓のまわりにすわる.全部で

N=(n-l)(n-2)/2 恒1)

の並び換えをして，どの人も，あらゆる組合せの 2 人を

1 回だけ両隣りにもつようにせよ.J 

これがデュードニーの円卓問題で，まえの円陣配列が

自分と他の 1 人ずっとの隣接だけを問題としたのに対し

今度は両隣りの組合せを問題にしている.自分を除く n

-1 人から 2 人を選ぶ仕方の数は上式の N通りである

から，並び換えの回数に矛盾はない.しかし任意の却に

対する具体的な間置を求めるのは，かなり困難である.

デュードニーの宣言[1OJによると 3 以上のすべての n

に対して解は存在するとあるが，未解決部分がかなり残

されている[ 9 J. 以下では， P を素数として ， n=ρ十 1 ，

n=2ρ の解法を示すが，その準備として完全グラフへの

結びつきを示す.

完全グラフは周知と忠、うが，念のため説明する.珂個

の点をとり，どの 2 点間も枝で結んだグラフを完全グラ

フという.その表現はどのようにしてもいし、が，たとえ

ば疋 n 角形の頂点を n 個の点とし，すべての辺と対角線

を校と解釈すれば簡明である.凶2.11 は 6 頂点に対す

図 2.11 図 2.12
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る完全グラフである.

11 J長点の完全グラフにおいて，すべての校を πー 1 色

で色わけし，どの頂点から出ている πー l 本の枝も，す

べて異なる色にできたとする.このとき，完全グラフの

伎は nー l 色で色わけされたという.図2.12は 6 頂点

の完全グラフに対する l つの色わけを示している.任意

の lI J頁点の完全グラフの校を 11-1 色で色わけするこ

とはそれほど困難でない.しかし色わけにいろいろの

条件をつけるとむずかしくなる.

n が偶数のときのデュードニーの円卓問題の解は，あ

る種の条件を満足する完全グラフの校の色わけができれ

ぽ，つねに存在する.これを， I当2.12の例で示そう.い

ま，頂点。を出発点とし，校の色が l と 2 のものを交互

にたどっていく.すると，経由する頂点は，

0 • l • 5 • 3 • 4 • 2 •( 0 に戻る)

となり，すべての頂点を l 同ずつ経由したのち，出発点

に反る.このように，グラフ内のすべての点を 1 問ずつ

通って出発点に戻る閉路を，ハミルトン閉路という.と

ころで， 凶 2.12 の校の色わけでは， どの 2 色を選んで

もそれらの校を交互にたどるとハミルトン閉路とな

る.すると，これらのハミルトン閉路にもとづく頂点の

波び方が，デュードニーの円卓問題の解となっているの

である.

|羽2.12について， 10個のハミルトン閉路を示すと，

0 と l の色 0-5-3-2-4-1- (0 に戻る)

0 と 2 の色 0-5-1-4-3-2 ー I!

0 と 3 の色 0-5-4 ー 1-2-3- ( I! 

0 と 4 の色 0-5-2-3-1-4 ー I!

!と 2 の色 0-1-5-3-4-2 ー I!

!と 3 の色 0-1-2-4-5-3- ( I! 

!と 4 の色 0-1-3-5-2-4 ー I!

2 と 3 の色 0-2 ー 1-5-4-3 ー I!

2 と 4 の色 0-2-5 ー l 一一 3-4- ( I! 

3 と 4 の色 0-3-1-2-5-4 ー I!

となる.

これが望みの解となっていることは，具体的な検証で

もわかるが，つぎの説明で完全である.

たとえばつの頂点。に着目し， これを通るハミノレ

トン附路を考える.交互にたどる 2 色の校の組合せを変

えれば，明らかに頂点 0 の両隣りの組合せも変わる.そ

して，すべての 2 色の組合せがハミルトン閉路の作成に

利用されているから，頂点。の両隣りには，あらゆる組

合せの 2 数が 1 回ずつあらわれる.このことは，頂点。

だけでなく，すべての頂点に対して同じように成り立つ

ので，望みの結果となる.
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2.6 完全グラフの枝の色わけ法

n を偶数とするとき， どの 2 色の校もハミルトン閉路

をつくるように ， 11 頂点の完全グラフの枝が色わけでき

れば，その却に対するデュードニーの円卓問題の解はみ

ちびかれることがわかった.しかし，具体的な色わけ法

については，まだ何も述べていない.実は，任意の偶数

11 Iこ対する色わけが可能かどうかは解明されておらず，

方法の知られているのは 2 つの場合だけである.それ

は， p を素数としたとき ， 1I=P+1 (ρ=2 を除く)の場

合と 1I =2p の場合である.以下に，その方法を示す.

河=p+1 のときは， 11 個の頂点、を，

0 , 1 , 2 , ・・・・・・ ， p

とし，また枝につける p 個の色を，

0 , 1 , 2 , ・・・・・・ ， p-1 

とする(このようにしても，頂点と校の色を混同する恐

れはなし、). 2 頂点 i ， j を結ぶ校の色を A(i， j) とす

れば，この場合の色わけは，

A( i , j) 三 i + j (mod p) ， キp， jキp のとき

A( i ， ρ) 三 2i (mod p) 

で与えられる.図2.12は，これによる色わけの結果であ

る.

うえの色わけで.，どの頂点から出る ρ 本の校も，すべ

て異なる色となる. よって， どの 2 色の校をたどって

も，ハミルトン閉路が得られることを示せば十分である.

以下の計算をすべて mod p で見ることにすれば，任意

の 2 色は 2s と 2t であらされる.そこで，頂点 P を出

発点として，この 2 色の校を交互にたどってみる.

第 1 の校で :ρ → s

第 2 の枝で: s • 2t-s 

第 3 の校で: 2t-s • 3s-2t 

第 4 の校で: 3s-2t • 4t-3s 

第 2mー l の校で: (2m-2)tー (2m-3)s→

(2mー l)sー (2m-2)t

第 2m の枝で: (2m-1)sー (2m-2)t →

2mtー (2mー l)s

となる.この経過で途中に行き止まりの点がなし、から，

最後は偶数番目の校でかならず出発点に帰る.よって，

奇数番目の校で，出発点の直前の点 t を通るはずであ

り，これを求めると，

(2m-1)sー (2m-2)t三 t (mod p) 

:.(2mー 1) (s-t) 三 o (mod p) 

を得る.ところが， sキ t であり， また p は素数である

から， うえの関係が成り立つのは，

2mー l=p
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図 2. 13 

のときである.すなわち， p 番目の枝で直前の点 t を通

り ， p+1 番目の枝で出発点 P に帰る.これは，ハミル

トン閉路であることを示している.

n=2p のときは， n 個の頂点、を，

0 , 1 , 2 …・ ， 2p-1 

とし，枝につける 2pー l 個の色を，

0 , 1 , 2 , …・・・ ， p一 1 ， ρ+1 ， …・・・ ， 2p-1 

とする.ここに ， p の色はないことに注意する. 2 頂点

i , j を結ぶ校の色 A (i , j)は，

A(i , j)c=i+j (mod 2p) , iiー jl=偶数のとき

A(i , j) =2i三 2j (mod 2p) , : iー jl=p のとき

A(2i , 2j+ 1) 三 2j+1 ー 2i (mod ρ) ，上記以外のとき

で与えられる.これで，すべての枝が色わけされている

ことは，調べてみればすぐわかる.図 2.13 は ， n=10に

対する色わけの結果である.

この色わけで， どの 2 色の校もハミノL トン閉路になる

ことは，まえと類似の方法で証明できる.しかし場合

わけによる考察が必要で，完全な証明には宥干の紙数を

要する.このため，厳密な証明は文献[11 Jにゆずって，

この節を終わる.

付記:デュードニーの円卓問題の応用としては，さき

の浮遊容量の分散均等化に関連したものがあるが，他分

野での応用は知られていない.お気づきの応用分野があ

れば，お知らせいただきたい.
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