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逐次決定過程としての

本報告では，動的計画を逐次決定過程として定式化し，

数理計画・制御過程等への応用，動的計画における逆定

理，不等式への応用等を中心に論じ，あわせて再帰的計

画 (recursive programming) への展望を試みたい.動

的計画に対する以下の記述と接近は，オートマトン諭あ

るいはシステム論のそれに類似している.元米，オート

マトンはシステムとして考察するとき，その目的が“認

識"にあることはいうまでもない.

ここでは，これと平行して，動的計画は“最適化"す

るシステムとして定義されている.すなわち，最適性の

原理が適用されるような数理計画問題を抽象して，動的

計画を最適化問題を表現する l つの JI闘序機械 (sequen

tial machine) としてとらえている.この機械は，状態

と決定からなる列を逐次処理して，その一環として制約

条件っきの目的関数を生成し，それを最適化するもので

ある.機械の目的は最適化にある.このような意味でオ

ートマトンを認識する機械と解釈することに対応してい

る.

このように抽象化された動的計画は，ある場合には，

きわめて限定された問題だけしか表現しなし、かもしれな

いが，機減としての機能と性質をもっているので，動的

計画の聞の代数的・オートマトン論的な演算の導入を可

能ならしめるものである.事実， ~4 では， 動的計画に

対する逆演算が導入されている.

全体を通じて，状態推移が確定的な有限段逐次決定過

程に限定して議論している.現時点では，確率的推移法

則をもっ場合には，以下に述べる逆定理は成立しないと

恩われる.また，利得系(コスト関数)にしても，確率的

な場合はおのずとかぎられている [5ー 12， 17 ， 18].

~1. 逐次決定過程と

しての動的計画

動的計画を遂次的な最適化シ

ステムとして定式化するため

に，まず，一次元配分過程を考

えてみよう:

1977 年 7 月号

決定

状態推移

動的計画論 (1)

岩本誠一

いま ， N個の互いに独立な経済活動 Ab A2，...， AN に

総量 c (註0) の資源を配分するとき，活動 Aη に凡だけ

の資源を配分したとき，利得 gπ(凡)(1三三n壬N)が得ら

れるとする.どのように配分すれば，総利得が最大にな

るカに

この問題はつぎの最大値問題として定式化される:

Maximize g,(X.)+g2(X2)+…+gN(XN) 

subject to (i) 的十X2+ … +XN話c( 註0)

(ii) 九注o 1 三五π孟N.

これを動的計画法で解くには，まず，

fη (c)=資源 c を活動 Ab A2， … ， Aη に配分して得られ

る最大利得 (c注0， 1 主五n孟N)

とおいて，最適性の原理に訴えて，再帰式，

(ん (c)抗gn(X)村山(c-X)J 話
O~亘~x;:;亘五 c

f , (c) =Max g ,( x) 
。亘X~C

を得る.つぎに， c の関数列f，( ・ )J2( ・)，…JN( ・)を逐

次計算する.求める最大値はfN(C) になる.これがいわ

ゆる動的計画によるアプローチである.

一般に，動的計画すなわち最適性の原理が適用される

問題ではすべて状態と決定が各段ごとに変化している.

たとえは，上記の配分問題において，各活動 Aη に資源

凡を配分したとき( 1 ~玉n亘N) ， 第 l期の(初期)状態 S， は

S1 ==C， 第 l期の決定 a， は al=引である.ただし引はそ

のときの状態 S， =C に依存する閉区間 [0，けから選ばれ

る. X， E[O， CJ でなければならない.このようにすると，

第2期では状態おはら=C-X， ( =S，一角)に推移する.こ

のときの決定 a2 としては向=的が， S2( =c-x， ) に依存

して定まる閉区間[0， c-x， Jから選ばれる . x2 E [0, c-x,J 

第 2 期 ・・・ 第(N-I)期 第N期

図 1
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である必要がある.さらに，第 3 期には状態 S3=S2一角

( =C-X，-X2 ) に移る.

以下，決定列 Xt， X2 ， … ， XN によって，初期状態 c は凶

1 のように推移する.

他方，この決定列による“総利得"は各段利得 gn(Xn )
N 

の総和~ gn(Xn ) で・ある. これは，第 1 期の利得 g，(X，)
η=， 

と，第 2 期以後残りの全段にわたる総和の和，

g， (X，)+(む(九))

と解釈できる.また，第 2 段からはじまる過程の総和
N N 

~ gn(Xn ) も g2(X2 ) と ~gη (Xn ) の和である.以下同様に
n=2 N η=3 

考えると，総和 ~gη(九)は，その順序関係を明示すると，

逆に gN(XN )からはじめて再帰的に，

(1) (g,(X,)+(g2(X2)+"'+ 

(gN-2(XN-2) + (gN- ,(XN- ,) + (gN(XN)))) …)) 

と書ける.これが動的計画のもつ再帰性(可分性ともい

う)である.

一般論としては， (1) における+は常に+である必要

はない.たとえば，十がすべて×になると，目的関数は，

(2) g ,(x ,) Xg2(X2) x ・ . XgN(XN) 

になる.この関数は信頼性等の問題によくあらわれる.

また(1) の gn(円)+ν を .Tn+!!(1主主主壬N-l) にかえ
-，も

ると，

(3) x，+手+会+...+二三宅一
...ti1 ohl..(i2 ・ル '"'2 ・・・ ohN-l

が得られる.この目的関数は重水プラント設計問題 CIJ

に見られる.

上述の 3 つの関数(!) (2) (3) を生成する 2 変数関数

品(九)+百， gη(Xn)x ν 協同η )>0) ， xn十 zi に共通
な性質としては，いずれも h を(正に)固定すると， γの

狭義増加関数ということである.これが動的計画におけ

るいわゆる単調性である.

動的計画を応用する問題では，単調性は通常満たされ

ている.これは，厳密には単調増加性というべきもので

ある.

つぎの数理計画問題には前述と異なる状態推移が見ら

れる:

第 2 期

(0. ∞) 
/山

第(N-I)湖

〆( 0 .∞) 
/出

Minimize Y'+Y2+"'+YN 

subject to (i) 仇め "YN註c(>O)

(ii) 仇>0 1話n三五N.

すなわち，初期状態 c は決定列 y" Y2 , "', YN によって図

2 のように推移する.

一般に，つぎの状態は現在の状態と現在の決定に依存

して定まっている.すなわち状態推移はマノレコフ型にな

っている.また，制約式が個とはかぎらず，一般に

ρ 個(p註 1) ある数理計画問題は pベクトノレ状態変数をも

っ動的計画に帰着される.

以上のように，構成要素とその聞の機能を与えて，動

的計画を定式化するとつぎのようになる.このような表

現は，後に逆動的計画を構成するためにきわめて有効で

ある.

一般に，有限段確定的逐次決定過程はつぎの 6 つの要

素で与えられる:

(Opt, {Sη }，亘η亘N+" {Anl ，亘η孟N，

{gηl ，豆η孟N， k, {T n }，孟話N)

ただし (i) N は段の数をあらわす正整数で、ある.

(ii) Opt は Max か Min のどちらか一方を指示する最

適子である.

(iii) 品はれ次元ユーグリッド空間 RPn の空でない部

分集合で，第 n 状態空間という.品の元を通常らであ

らわす.んは第 n 段におけるシステムの状態である.前

述の一次元配分過程では人 =[0，∞) 1主主z話N+l にな

っている.

(iv) Aη は Rqn の空でない部分集合であり， S況から Aη

への点対集合値写像とする.すなわち，集合Aの空でな

い部分集合全体を 2A であらわすと ， An: Sn→2A犯であ

る.ここでは記号 Aη を集合と点対集合値写像の両方に

用いているが，混乱する恐れはなかろう.集合 An を第n

決定空間，その部分集合 Aη (Sn)を状態んにおける可能

な決定空間といい， Aη (Sn) の元を aη であらわす.集合

値写像 An( ・)のグラフをつぎで定義しておく:

graph (An) ={ (sη， an ) ε Sn xAη lanEAn(Sn) ， S勾 ε

Snl. 前述の配分過程では， An(c)=[O, cJ 1壬n孟N.

cESη=[0，∞).したがって graph (An) ={ (c, x) lo~x 

孟c， CE[O，∞)}は百 =X と y=O で挟まれた第 1 象限の半

分である. (v) gn : graph(An) xrange(g川，)→R'(1孟

第N期

0 ，叩)

凶

n壬Nー 1) ， gN: graph(AN) x 

刊二(...( c/Y，)/"')早川 /y，)/..)/ 
決定

状態推移

range(k)→R'は第 n(N)利得関

数である.ただし， 1主三n三玉N-l

のとき，

range (gn)={gη (S山 dη;

gn+') I (sn , a n, gn+1) Egraph 
(An) x range(gn+')}. 図 2
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n=N のとき，

range(gN) =(gN(SN, aN;k) I (SN , aN, k) Egraph (AN) 

xrange(k)}. 

配分過程では ι(cη ， xn;gn+，)=九+g削豆n孟N

-1 , gN( CN , xN;k) =XN と考えられる.

(vi) k: SN+1→R1 は終端利得関数である.ここに，

range(k) =(k(SN+1) I SN+1 ESN+1}. 

k(SN+1) は最終状態 SN+l 自身の潜在的な利得(価値)を意

味している.しかし配分過程ではこの値は考慮されてい

ないので， k(SN+1) =0 と考えてよい.

(vii) Tn: graph(An )→凡+1 は第 n 状態変換である.

これは状態らにいて決定 anEAη(Sη)を下したとき，つ

ぎに状態 Tn(sn ， an )=ら+1 にいくことをあらわしてい

る.配分過程では Tn(sn, an) =sn-an に移る.

さらに， (ii) の最適子 Opt はつぎの最適化問題を表現

している

とする:

(4) Opt gl(SI> a1;g2(s2, a2; ...; gN(SN, aN; 

k(SN+1)) ・・))

(5) s.t.(i) Tη(sn， an )=Sn+1 1孟n壬N，

(ii) anε An(ら) 1話π壬N.

初期状態 S1 ES1が任意に与えられると，意思決定者は

まずん(SI)から決定 a1 を選ぶ.このとき，状態変換T1

によって，システムの状態は T1 (Sl> a1)=S2 に推移する.

つぎにんで彼が A2 (S2)から a2 を選ぶと，状態T2 (S2 ， a2 )

=S3 になる.以下同様にして，逐次列 ag， S.., a4, S5) ・

sN， aN， sN+l が定まる(図 3 ). 

意思決定者は目的関数 (4)が最適(最大か最小)になる

ように条件( 5)を満たすような決定列 (ah a2 ， ...， aN} を

選ぼうとしている.この選択を指示するのが政策である.

列 π=(九九..， trN}が政策とは， πη: 仇→An で，各 Sn

εSπ に対して πη (Sη)εAη(Sη) のときをいう.とくに，

各 S1ES1について最適ならしめるげ=(πλ むヘ πρ}

を最適政策という.

(4) 式はそれ自身再帰型である.しかし，動的計画と

よばれるためには，前述の 2 ， 3 の例で見たように，さ

らに利得関数(gη }1:>n豆Nにいわゆる単調性を導入する必

要がある [19， 20J. 逐次決定過程は，つぎの単調非減少

状態 S， における

可能な決定空間

決定

1977 年 7 月号

第 l期第2期

A,(s ,) 
ノダ ω 

図 3

性の仮定が満たされるとき，動的計画といわれる.

単調非減少性の仮定各 gn(Sn， an ; ・) ((sn , an) Egraｭ

ph(Aη) ， 1孟担壬N) が・に関して単調非減少である.す

なわち (Sn， an ) εgraph(An ) ， I~豆n孟Nー lを固定すると，

c<c', c, c' Erange(gn+1) ならばg以内， aη ;c)壬gη (Sn， an ;

c' ) である.また (SN， aN) εgraph(AN ) を固定すると，

c<c' , c<c' Erange(k)ならばgN( sN, aN;c)孟gN(SN， aN;

c')である.たとえば gη(Sn， an;gn+1) =max(aη， g肘1) ，

min(an , g.η+1)はこの仮定を満たしている.とくに， gn 

(Sn , a ,, ;gn+1 )=an+gn+h anx g.η +1 (aη>0)，内十平士1
帥n

(aη>0)は (Sη) ， an を閲定すると gη+1 の単調増加関数に

なっている.

(4) は通常の動的計画問題に見られる目的関数の一般

化になっている.単調非減少性の仮定を満たす範囲での

再帰型関数 (4) の分類と具体化は [8， 9J で論じられて

いる.以下 ~5 までは，単調非減少性を仮定する.すな

わち， ~2 ~ 5 では動的計画を論じている.

~ 2. 最適性の原理

前述の N段動的計画をD=(Opt， (Sn}l:>n亘N+h (An}1 

h亘N， (gn l! :>n亘N， k , (T n}l:>n亘N)で、あらわすと，各 n(1

話n三玉N+I)に対して(N-n+l)部分動的計画 DN-n+1=

(Opt, (Sm}η亘m孟N+h {Am}n亘m亘N， (g"，} η孟m亘N， k ， {Tm }

時間壬N) が考えられる . DN η+1 はらεS況を初期状態と

する (N-n+l)段動的計画で，最適化問題，

Opt gη (Sn， aη ;g附 I(S附h a附1 , ・・ ; gN(SN, aN; 

k(SN+1)) …)) 

s.t.(i)Tm (sm ,a m )=sm+1 n孟m孟N，

(ii)amEAm(Sm) n三五m孟N

を表現している.この最適値を UN-n+ 1 (ら)とする.関数

UN-n+ 1 凡→R1 を Dの第 n 最適利得関数という . DN(n 

=1 のとき)は Dに一致するから，原動的計画の最適値

fìuN(SI) であらわされる.また Do(n=N+1 のとき)は

最適化要素を含まなし、から ， uO (sN+1 )=k(SN+1) である.

たとえば，配分過程では DN-肘1 は最大値問題，

Max gη(♂η )+gη+1 (Xη+1) 十…十gN(XN)

s. t. (i) Xη+Xn+ 1+. ・ +XN話c( 注0) ， (ii) Xm注0

第N期

ん(SN)
Yω 

n三三m三二N

をあらわしている.この最大値

が uN叶内 (c) である.したがっ

て，与えられた一次元配分過程

の最大値は uN(c)である.また

k(c) 三 O だから， UO(c) 三O であ

DN-n+1 と DN- n はその最適

値関数 uNーη+1 と uN-n の聞のつ

429 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



ぎの再帰式によって関係づけられる:

定理 1 (最適性の原理)

(6) uO(sN+I)=k(SN+1) SN+1ESN+1 

(7) UN-n+1 (Sη)= Opt gn(sn ， aη ;uN-n(T n(sn, an))) 
αnEAn(Sn) 

SnESn 1 三五n三五N

動的計画を応用する問題では，基本的には定理 1 の再

帰式によって UO， u1 ， … ， uN を逐次計算して，求める最適

値UN(SI)が得られる.応用例では，通常，最適性の原理

により(7)が成り立つという形で述べられている.この

ような場合，前提条件としては，再帰性と単調非減少性

(多くは単調増加性)が暗黙のうちに仮定されている. (7) 

の最適子 Opt はどの n についても常に Maxか常に Min

のいずれかである.しかし，単調非増加性の仮定のもと

では， Opt は n の変化とともに Max と Min を交互に

とる( ~ 6 再帰的計画参照).

~ 3. 最適化問題

本節では動的計画Dで表現される最適化問題(4)(5) の

クラスを論じる.動的計画自身としての解は最適な不IJ得

と行動を決定することである.このためには定理 l の再

帰式 (7) を逐次解くことによって最適利得関数と最適政

策を求めればよい.とくに， Dが数理計画問題を表現し

ている場合には，さらに，最適値と最適点(最適値を与

える点)も求める必要がある.最適値は初期状態と最適

利得関数から，最適点は初期状態，最適政策，状態変換

からそれぞれ定まる.

3.1 標準的数理計画問題

連続関数 f: RN+→R1+ は，ある連続関数ん : R2+• 

R1+(1話n孟Nー 1) ， fN: R1+→R1+ に対して，

(8) f(Xh X2,…, XN )=f1(X1 ;f2(X2; 

. ;fN-1(XN-1 ;fN(XN))…)) 

とあらわされるとき， RN+ 上で再帰型という.たとえば，

(9) 町+max (X2, X.X4), max (YhY2+min(ys，仇))

は R4+ 上で再帰型である.なぜなら ， f1(X 1;Y)=X1+Y, 

f2(X2 ;γ)=max(X2， ν) ， f.(x3;y) =X.y,f4(X.) =引とす

れば，対応する (8)は (9) の最初の式を生成しているから

である. (9)のつぎの式も同様に生成されている.

上記の (9)式はともに各fn(xη; ・ ) (xη ER1+ ， 1 話舟孟3)

が非減少で，んが狭義増加である.このような関数をと

くに R九上で非減少性をもっ再帰型という.さらに，各

ん(Xn ; ・)が狭義増加のとき RN+ 上で狭義増加性をもっ

再帰型という.たとえば，

N N N N 
I: Xn, I: anXn(an>O) , TIxη， TI (xn)N-n 
η=1 n=l n=l n=l 

430 

X1N +X1X.N- 1 十・-十X1X.・・XN

(X2)'. (XN)N 
X1 +'-:;;---+...+ ー. ~明

山1 山 1~2 山N-1

(l-x1 )eX 1 十( 1-xz)eX1+X2 

+…十 (l-xN)eX1+X.+ooo+XN 

は RN+ 上で狭義増加性をもっ再帰型関数で、ある.再帰

型関数の分類に関する一般論と具体例は[14， 16Jにある.

2 変数関数f: Xx Y.→Z に対して 1 変数関数fX: Y.• 

Z, f y : X→Z をそれぞれつぎで、定義しておく:

Jx (y)=f(x , y) , fy(x)=f(x , y). 

例題 Max X十y

s. t. (1) X+が孟C1(註0)

(2) 2X+y孟C.( 注0)

(3) x, Y孟0

これはがの項があるから，し、わゆる線形計画問題では

ない.しかし ， x+y， x+ヂ， 2x+y はいずれもR~ 上で

狭義増加性をもっ再帰型(厳密には加法型)関数で、ある.

よって，部分問題，

Max y s.t. (1)' がさ玉C1 ( 註0) ， (2)' y三三C.( 注0) ，

(3)' Y孟0

が考えられる.最適性の原理が当てはまるか否かの第 1

の分岐点はこの点にある.

第 2 の分岐点は，原問題の目的関数 X+y は z を閤定

すると， ν の，すなわち部分問題の目的関数の，常に狭義

増加関数であるという点である.原問題においては， Ch 

C2 はともに [0，∞)上を動くから，ふ=R2+ である • Y註0

だから，条件(1 )(2) (3) より，。主玉Z三五C1 かっ 0妥z孟c2!2

でなければならない.すなわち，第 l 期の決定 a1 =x は

XE[0， C1 八 (c2!2)J である(ただし a八 b=min(a， b)).

よって，初期状態 SI=(CJ， C2 ) における可能な決定空間

A1 (SI) は A1 (SI) =A1(c l, C2) =[0，c1 八 (c2/2)J になる.ま

た，条件(1 )(2)(3) より，決定 a1=x を下すと，それぞ

れが壬C1 -X， Y主主2- 2X， Y注D になるから，第 i 状態変

換は T1 ( (Ch c2), x) =(c1-x, C2ー 2X) である.

つぎに，部分問題に対しても ， ch c2 はともに [0，∞)

上を動くから ， S2=R2+ ・ (1)' ， (2)' , (3)' より， O~訪豆

、Ic-; かつ 0孟γ妥C2・ゆえに A2 (cJ， C2 )=[0， ，，;百八 C2J.

同様に第 2 状態変換は T2 (S2 ， a2) =T.( (c!, C.) ,y) =(c1ー

が ， C2一宮)となる.一般に，数理計画問題では最終状態

S3=(C1ーが， C2一ν) にかかる利得関数はなし、から， k(S3) 

=0 としてよい.

このように考察してゆくと，例題 1 は 2 段動的計画

(Max, {Sh S., S3}' {A J, A. }, {gJ, g2 }, k , {7\, T2})で表現

されることがわかる，ただしその要素は，

SI=S, =S3=R2+ , A1 =A2 =[0， ∞)， A 1(c J, C2)=[0, Ch 

^ (c2/2)J , A2(Ch C2) =[0， 、/ん八c斗 gl( (cJ, C2) , X;g2) = 
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x+g2, g2( (Cb C2) , y;k) =ν+k， k(ChC2)=0 , T , ((C /, C2) , つぎに，例題 1 の一般化を考えよう.以下， λ gdl豆

沼 ) =(c,-x, c2-2x) , T2( (Cb C2), Y) =(C，ーが， C2 -y) 話p) ， g，fj(1壬 j:壬q): RN+→R九はすべて RN+ 上で狭

である.なお，与えられた数理計画問題の動的計画lによ 義増加性をもっ再帰型関数とする.動的計画で、表現でき

る表現はかならずしも一意であるとはかぎらない.一意 る標準的な数理計画問題はつぎで、与えられる:

性は，問題を解く立場からすれば，重要なことではない

と思われる.

例題 1 の解を求めるためには，定理 1 の再帰式に相当

する式をみちびいて，つぎの最適利得関数 {UO， u' , U2 } と

最適政策 {π，*， 7r2*} を得る:

UO(Ch C2) =k( Ch C2) =0 

U'(C/, C2) =Max g2( (C /, C2) , y;uO(T2( (C /, C2), y))) 
yeA2(Cbc2) 

=Max y 
O亘官孟〆ι^C2

=、/C; ^C2' π2*(C/， C2 )= 、/C， Ĉ2 

U2(C /, C2) =Max g ,( (C /, C2) , x;u' (T ,( (C /, C2), X))) 
XeAl(Cl ,C2) 

=Max [x+ 、/と一三云八 ( C2ー 2x)]
0壬z亘Cl^(C2 /Z )

{C2 

\( 4c2+ 1 + 、/ー 8c2+1+一16C， )/8
-IC， 十 1/4

~ Jc~ 

|♂ o JC，->C2のとき

1 ( 4C2ー 1- J工長2+ 1二十 16c~ )/8 
引い)=! J仏寸~C， II

i C 1 ー 1/4 JC;孟cぺ>住1/4 11 

10 、/瓦豆c2 ， c ， <1/411

したがって，初期状態 S， =(C/， C2)から出発して最適政策

{7r，ヘ7r2*}で・行動すると ， al* ==xキ =π戸 (C"C2) ， S♂ =T， (s/，

a ,*), a2*=π2*(S2本 )=νぺ s3*=T2 (s2* ， a2*) になる.よっ

て，例題 1 はつぎの解をもっ:

ィι >C2

イ瓦孟C2， ドC，
ならば， (xヘ ν*)=

JC;~C々>住 1/4
JC;主主2 ， c， <1/4

。
。
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のとき， � C2 

1(4cz+1+A示 1+両)/8
最大値 U2 (C/， C2 )= , 1 

I C， 十亙

l、ゾ瓦・
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問題 Max f(x /, x z, …, XN) 

s. t. (1) g， (x/， x2， … ， XN)話C，(注0)

(2) g2(X/， X2 ， ・ '， XN)壬C2(註0)

(p) gp(九九・・ ， XN)孟Cp ( 主主0)

(ρ+ 1) X/， X2 ， … ， XN注0，

問題 2 Min g(Y/'Y2,"', YN) 

s.t. (1)' f'(Y/'Y2' … ， YN)注d，( 註0)

(2)' f2(Y/'Y2' "'， YN)孟d2 ( 注0)

(q)' ん (Y/， 仇，・・ ， YN)注dq ( 主主0)

(q十 1)' Y/'Y2， … ， YN註O

この問題に対して，関数λ gi> g， fj の胃頭の性質を用

いて，例題1 の直後と同様な考察を試みると，つぎを得る:

補題 l 問題 l はN段動的計画 D， = (Max , {Sn }， :>n孟

N+/' {An} ，孟括的 {gη } ， :>n亘N， k， {Tn} ， :>n亘 N) で表現され

る.ただし，

S=(C/, C2, "', cp ), aη =Xn ， Sη =Rp+ ， An=R'+ , 

A n(C /, C2' …,Cp) = {xER'+ I (ginX)-'(cる)ミo 1壬i壬p}

1主主主玉N-l ，

A N(c /, C2 ,…,Cp ) ={xER'+ IgiN(X)豆町 l壬i三五p}，

Tη ( (c"c2, …, Cp ), x) = ((g'nX )-'( c,), (g2nX )-1( C2) , 

", (gpnX)-'(Cp )) 1壬n孟Nー 1 ，

TN((c"C2 ， … ， Cp) ， x)=Rへの任意の元，

gη( (c/， c2 ， ・ ， Cp) ， x;gn +l) =f.η (X;gn+l) 1壬n話N-I ，

gN((C /, C2, …, Cp) , X; k)=fN(♂)， 

k(c" C2,…,cp)=O. 

問題 2 も，同様に ， N段動的計画 D2 で表現される(その

要素は省略する ).

一般に，動的計画で表現される数理計画問題に対して

は，行ごとに個々の制約式を課すのではなく，列ごとに

しかも，後向きに，各変数を逐次加えるようにして，部

分問題に分解して考えている.これは再帰性にもとづい

ている:

Max f[(x ,; ;j~ (x2;…; [fN- ,(XN-'; IfN(X~n )i"') ,)i 
s. t. Ig川町 ;lg'2(x2 ; … ; Ig'N-ρN-';: g'N(xN)!)I... )1)1 三五C，
(1) I II II (山2幻) !Hトトドμ川干手ふμ山山2叫川μ山1“μ仙(何川Z町川叩1ρA;4午lkg山 ;Igμんg2伽伽い叫2仰叫叫川Nト川川-，(“ん(

(ふp) 三W三んふμpμ川山1バ(
(ゆρ針州+判1)パ\ X町" X叫2，"'\ 亙担日1I'=!J主』竺J 士土τf竺dリ II~註討0 
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もちろん，このように分解できたとしても，変数を l つ

加えた部分問題の目的関数は，その変数を固定すると，

常にもとの部分問題の目的関数の単調非減少関数になっ

ていなくてはならない.これがし、わゆる単調性である.

問題 1 ， 2 の詳論は[15 ， 16J，その種々の具体例は[13J

に述べられている.とくに， p=q=1 の場合，すなわち

ー制約式の場合については， S 4 で逆定理との関係にお

いて議論する.

3.2 目的関数に状態も含む数理計画問題

前節の標準的数理計両問題は，動的計画で表現された

とき，その目的関数には状態が含まれていなかった.す

なわち，問題 1 ， 2 の目的関数は決定列 ah a2 ， … ， aN だ

けの関数であった.ここでは目的関数に状態列 S1 ， $2 ， ..., 

SN+1 も含まれるような数理計画問題をあげてみよう.
N N-1 

例題 2 Min I;bnYn2 +2 I; anYnYη+1 
n=l n=l 

数定今
」
仇

η
 a

 
n
 

L
U
 

しだた一
一

旬刊3
N
Z
F
 

6
t
 

Q
 

これに対しては適当な状態変数 Sn=C を導入して，
N N-1 

(10) uN-n+1(c)=Min I; bkYk2+2cYn+ 2 I;akYkYk+1 
k=n ニn

Yn2+Yn+12+ ・・・ +YN2 :=1

I~nζN 

とおくと，再帰式，

UN-n+1 (c) =Minl bnyη2 十 2 cYn+( 1 ー仇2) Min 

h叫 (之一号)'+...+(店言)'=1

1: bk { っ r + 2 -，~n"n _ X 
品川f=Yn2) ゾ 1-ι語、h-百五2
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1
1
1
1
1
1
」)
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(J2774)j1壬n;;;'Nー 1
を得る.ただし ， U O, U1 は次式で定義しておく:

UO(c)=O, U1(C)= Min [bNYN2 +2cνN]. 
ll.v E {ー 1.1}

求める最小値は uN(O)で，すなわち n=l ， C=O のとき，

与えられる.よって，例題 2 はつぎの要素をもっN段動

的計画で表現される:

s=c， a=γ， Sn=R1， Aη =An(c)=[-I ， IJ 1 壬n孟Nー 1 ，

AN=AN(C)={ー 1 ， +I }, gη (C， Y ; gη+1 )=bηy2+ 

2cy+( 1 ーが )gn+1 1 主主n三玉N-I ， gN(C, Y; k)=bNy
2+ 

2cy+k, k(c) =0, Tη(C， y) =any/ -l i三面 1孟n壬N.

この例でもわかるように，一般に，動的計画で表現で

きることと再帰式をみちびくことは同等である.動的計
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画による表現可能性は再帰式の導出に等しい.この意味

では，動的計画を応用する問題では，何が状態変数で，何

が決定変数であるかを明確にする乙とが重要な解決策で

ある.上記の例では， S=C を導入して UN -n+ 1 (C) を(1 0)

で、定義したことが幸いしている.

例題 2 と同様な問題としてはつぎが考えられる:

問題 3 Max (axd 2 +(町 +ax2 )2+...+(Xけら+...+

xN_1+aXN)2 

N 

S. t. (1 ) I; xn2 = 1 ただし a註0) ，
7[=1 

問題 4 Max X12+ (x1 十ax2 )2 十・・ + (x1+ax2+...+ 

aN-1XN)2 

N 

S.t. (2) I; xn2=1 ただし a註0) ，
n=l 

問題 5 Max (ax1 )2(x1 +ax2 )2… (X1 +X2十… +XN-1+

axN)2 

N 

S. t. (1 ) I; xn2 = 1 ただし a詮0) ，

問題 6 Max X1 2(町+ax2 )2…(引+ax2+ 一+aN- 1xN)2

N 

S. t. (1 ) I; xn2 = 1 ただし a注0) ，
η=1 

N N-l N-2 
問題 7 MinI; bnYn2+2 I; anYn仇+1 +2 I; dnYnYn+2 

η=1 

N 

S.t. (1)I; Yn2= 1 (ただし九， an ， dη は定数)，

N 

問題 8 MinI; (仇 -Yn_1)2

N-1 
S.t. (1) I; �Yn2= 1 (2) 仇 =YN=O.

例題 2 と問題 3， 4， 7 は単位球面上の 2 次形式の最大・

最小化だから，その最適値は対応する行列の最大・最小

固有値で与えられる.例題 2 と問題 3， 4， 7 ， 8 は [1 ， 2 ， 3 ，

4J に，問題 5， 6 は [13， 15J に見いだされる.その解は

[13Jにくわしい.

3.3 条件がつかない数理計画問題

非制約条件っき数理計画問題として，つぎの最小化問

題は解析解をもっ:

例題 3 Min ν12 +Y22 + … +νN2 +(仇-C)2+ (釣-Y1)2

+… +(YN-YN-d 2 (ただし c は定数)

UO(C)=O， が (c)=Min [YN2 十 (νN-C)2J ， 一般にCER1
ー∞くYNく∞

1 三玉n三三Nに対して，

UN-n+1 (c) =Min, [Yn2 +Yn+12 +…十YN2 + (yη -C)2+ 
YkER ‘ 

η壬k亘N

(yη+1 -Yη)2 十・・・ +(YN-YN-1)2J

とおくと，再帰式，

uNーη+l(c)=Min. [Yn2 十 (yπーC)2 十uN-η (yη)J
yηεR ・

1 三重n三三N-I
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を得る.すなわち，例題 3 はつぎの要素をもっN段動的

計画で表現されている:

Min, s=c， a=y， Sn=Aη =Aη (C)=Rl=( 一∞，∞)，

gη (c，y;g削1) =y2+(Y_C)2+g，η +1 ，T n(C,Y) =Y,k(c) =0. 

再帰式を解くと，

uN-η+1(C) =bN_n+ 1C2 ， πn*(c)=dηc 1壬n壬N

になる.ただし b1 =1/2， bη+1= (1 ート bn )/(2 十九) 1孟n

三五N-l ， d N=I/2, dn=I/(2+bN-n) 1 三五n孟N- 1.

たとえば，

例題 4 Min Y12 +Y22 + Y32 十 (Yl-C)2 + (Y2-Yl)2 十

(仇 -Y2)2

は Ydc) =( 5/13 )c, Y2( c) = (2/13 )c, Y3( c) = (1/13)c のと

き，最小値 US(c) =(8/13)c2 をもっ.

例題 3 を一般化すると，つぎの問題が考えられる:
N r , 

問題 9 Min I: I 仇(仇 )+ψn(仇 -Yn-l) I Yo =c, 
η=1 L 

ただし <ftn ， ψη は適当な関数.

問題10 MinS1[仰η)+れ(仇ート)+μ(yηー

恥I+Yn-2)] YO=C, Y-l=C2 

ただし仇，仇， Xn は適当な関数.

問題 11 Min (x , Ax) ー 2(c， x) ただし A は対称正定

値NxN行列， c は Nベクトル . (x， y)は内積.

問題 12 Min (x， Ax)-2(b， ♂)ただし A はヤコビ正

定値対称 NxN行列， b は N ベクトノレ. ここに A がヤ

コビとは aij=Oliーil 注2 をいう.これらの問題は [1-

4， 13 ， 15J にくわしく報告されている.

3.4 離散時間制御過程

われわれの動的計画は比較的広いグラスの数理計画問

題を表現していた.これらは時として線形計画問題 2

次計画問題や凸計画問題になっていた.しかし，標準的

な制御過程も動的計画で表現できる.ここでは 2 次の評

価関数と線形(状態変換)方程式をもっN段制御過程を考

えてみよう.
N 

例題 5 Min I: (xn2 +Yn2) s. t. (1) xn+l =bxn +Yn 

1 壬;n~玉N (2) X1=C (ただし b， c は定数)

これは直接動的計画で表現される型になっている.よ

って，つぎの要素をもっN段動的計画で、表現される:

Min , Sn=Rl , An=Rl， Aη (sn) =Rl , sn =xn, aη =Yn ， 

gη (sn ， an ;gn+l) =sn2 十an2 +g帥h k(SN+l) =0, Tη (sn ， 

an) =bsn十aη.

したがって，最適政策はい1*，1tよ…， πN* }， πn*(sn) =q九

九，最適利得関数は {UO， u1 ， ・・ ， uN }, UN-n+ 1 ( ぉ )=PN叫+1

Sη2. ここ tこ，

1977 年 7 月号

po=O, Pt=l , …, pn=l+b2- f 2三二n孟N. ゆえ
l+pη-1 

に最適行動は X1*(c)=c， Yl*(C)=川町 c) ， x2*(c)=bc+ 

ν戸 (c) ， y，*(c)=π2*(X，*(C) )，… ， YN*(C)=πN本 (XNキ (c) ), 

最小コストは UN(C)=PNC2 である.たとえば，

例題 6 Min X1'+X22+X32+Yl'+y,2+Y32 

s. t. (1) Xπ+t =bxη+仇 1孟n三日， (2) xt=c 
2b b' 

は (X 1*(c) ， x ,*(c) , X♂ (c)) =(c, . ~'él.oC， . ~-LOC) ， (Yt*(c) , , 4+b'-' τ \-b 

2+b'L- b2 
Y2*(C) ， ν♂(c))= (-~，:" ';-:bc， -.~--'oc， O) のとき，最小

4+b2--' 4+b2 

4+3b2 +が値 u3 (c) 一一 c2 をもっ
4+b 

この例題をベクトノレ化して，終端利得を考慮すると，
I N r" 

問題 13 MinlI: I (xn， xn l+(仇， Yn) I +b(XN+l,XN+l) 1 
¥n=l'-

s. t. (1) X川I=Axη+仇 1 三三n孟N (2) X1=C 

(ただし A は MxM行列， xn ， Yn はM ベクトル， c は

Mベクトル定数， b は実定数)になる.これも例題日と

同じ方法で解析されている [3-5， 13J

3.5 その他の最適化問題

これまではすべて連続型変数を取りあつかってきた.

しかし，動的計画は本来連続変数・離散変数を区別しな

い.これは動的計画のわれわれの定式化をみれば，明ら

かである.また，動的計画は(たとえ手段として用いる

ことはあっても)本来の姿においては微分演算とも独立

である.この意味において，離散最適化(discrete optiｭ

mization) のあるクラスの問題も動的計画によって表現

される.たとえばタクシーの最適配車問題，最適人員配

置計画問題等がある.他方グラフやネットワーク上の最

適化問題，離散変数型数理計画問題等[13J も考えられる.

これらの問題に関する詳論は別の機会にゆずりたい.
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