
数理計画法特集

整数計画はなぜむずかしい?
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Xj : 非負整数， j=! , 2, …, n 

ただし ， Cj, aij , bi はすべて整数である.

1 Pの“むずかしさ"を論ずるとき，第ーに I

P問題は可解だろうかという疑問に答えなければ

P: 目標関数

拘束条件

IPは万能ではない

整数計画法(Integer Programming，以下 1 P 

と略す)の最初の組織的な解法が Gomory によっ

て提案されてから6) はやくも 20年近くたった.当

初，ほとんどの組合せ最適化問題が 1 Pに定式化

面法のエレガントさからくるアルゴリズム面での

楽観もあって，

されたものである.しかし，具体的な適用例が増

えるにしたがって，その計算効率の悪さが認識さ

れ，ばら色の時期はすぐ終わりをつげた.その

後， 1 P解法の主流は切除平面法から分校限定法

に移り，現在では商用パッケージもいろいろ開発

され使いやすくなったが，計算効率の面では依然

本質的な解決をみていなし、(各種解法の詳細はた

とえば (8)参照).それどころか， 1 Pが線形計画

法(L p) のように大規模な問題にも自由に適用さ

れる時代は，今後ともあり得ないとする悲観論が

支配的である.

ならない.ある問題(のクラス)が可解(Solvable)

であるとは，そのクラスに属する任意の問題に対

し，常に有限回のステップ数で解答を与える計算

手順(コンピュータのプログラムを想定するとよ

し、)が存在することである.そのような計算手順を

また， Gomory の切除平

1 Pは万能薬かのようにもてはや

できることが喧伝され，

アルゴリズムという.すなわち n ， m , C j, aij , 

bi で定められる任意の 1 P 問題 Pに対し，常にそ

の最適解(存在すれば)を与えるか，その非存在

(発散する場合も含む)を示してくれるようなアル

ゴリズムの存在を問うているわけである.

この設問に対し， IP の知識をおもちの読者は，

Gomory の切除平面法の証明には有限回のピボッ

トで停止すると示されているから，切除平面法は

アルゴリズムである，すなわち 1 P問題は可解で

あるいはもっと

単純に，すべての整数解を列挙しその中で最適な

ものを選べばよし、から，計算効率はともかく，可

あると結論されるかもしれない.

またどの

ここでは， 1 Pのむずかしさとその限界を，こ

れまでに得られている理論的成果に立って述べ，

1 P に何を期待できるか，

ように使うべきかを考えてみよう.

その限界は，

し

その中

オベレーションズ・リサーチ

とし、

かし切除平面法の証明をくわしくみると，

に rp は許容解をもち，しかも発散しなし、j

う仮定がある.実際Pが許容解をもたないとき，

解であることは自明であるとする人もあろう.
IP問題はそもそも可解か

つぎの全 1 P問題に話を限定する.以下では，
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停止しない例が構成されている釘. また，後者の

考え方にも，各変数 Xj の上，下界があらかじめ

与えられていないならば，無限個の整数解を列挙

しなければならないという穴がある.ちなみに，

現在使われている分校限定法による解法は，的の

上，下界が与えられていることを前提としてお

り，そうでない場合に停止する保証はない.この

ように，むずかしさの最上限を問題にする可能性

にかぎっても，決して自明ではないことがわかる.

可解でない例:不定方程式

1 P問題が可解かどうか結論を述べる前に，可

解でない例に言及しよう.あとの議論とのつづき

具合を考え，有名なヒルベルトの第 10番目の問題

を説明する.これは任意に与えられた多変数整係

数多項式による方程式，

P(ν1， ν2，…， νN)=O 

(このような方程式を不定方程式あるいは Dio­

phantos 方程式という)が整数解をもつかどうか

判定するものである.著名な数学者ヒルベルトが

20世紀初頭に提示したいくつかの未解決問題の中

で，この問題に関してのみは解法の存在を問うて

いた点で特異であった.この問題は， 1970年にな

ってようやくソ連の数学者 Matiyasevic によっ

て可解ではないことが証明された14)( (3) に歴史的

事項も含めた紹介がある).この結果を使うと， 1 

P 問題Pにきわめて近い非線形 1 P問題の非可解

性がみちびかれる.

可解でない例:非線形 1 P問題

上の(線形) 1 P問題Pの拘束条件に，さらにつ

ぎのタイプも許す場合を考えよう.
n n 

L: aijXj+ L: dijX/ s;, bi , iニ 1 ， 2 ， "', m 

この問題の非可解性を証明するには，与えられた

任意の不定方程式 Pa(仇， Y2 ， "', YN) =0 に対し，

非線形 1 P 問題 Qα をつくり ， Qα の最適解の値が

ある値をとるとき，かっそのときにかぎり Pα=0

が整数解をもつようにすればよい.そうすれば，

Qα を解くことによって p，α=0 の整数解の存在

が判定できるが，後者は可解ではなし、から前者も

1977 年 6 月号

可解ではないことが結論される.

上の性質をもっQαはつぎのように構成される.

Qα: 目標関数 -YN+l →最大

拘束条件 (1 -ν'N+l)P，α(仇，…， νN)=O

約:整数， j=1 , 2, …, N 

YN+l=O or 1 

明らかに ， p，α(ν1，… ， YN)=O が整数解をもっと

き，かっそのときにかぎり最適値は O になる.上

の Qα はまだ標準的な形をしていないので，拘束

条件をつぎのように書きなおす.(1-νN+dP，α (Y1，

"， YN) を展開し，多項式 Ra(Y1， … ， YN+l) をつく

る.つぎに ， Rα の各項を町とおき，

Rα(旬1，… ， YN+l)=Vl十 V2十… +VM

と書く.各 m はたとえば，

Vk= 3 Yl Y72Y13 Y19 

のように書かれるであろう.この関係は，

初lk=ν13Y19

W2k=Y7Wlk 

W3k=Y7W2k 

W4k=3Y1W3k 

と分解すれば 2 次式にまでおとせる.各交差項

τV=WiWj はさらに，

1 (_.. 2 _ _.. .2 _ _.. .2 、 i
W=2~W8--Wi--Wj- )， ωs=Wi十 Wj

と書けるから，結局，非線形項は W2 のタイプの

みである.最後に，等式は 2 個の逆向きの不等式

であらわせるから問題はない . (証明終り)

しかし 1 P問題は可解である

このように考えてくると， 1 P 問題に対して可

解，非可解のどちらの結論が出ても不自然ではな

いであろう.しかし， 1 P 問題は可解である.こ

の結果は，実は， 1 Pがさわがれるずっと以前，

1929年に Presburger によって証明されている.

コンピュータが製作される前にその理論的限界を

示す可解性の概念が確立されていた事実，あるい

はこの Presburger の結果などをみると，数学者

のするどい洞察力に驚嘆せざるを得ない. Presｭ

burger の結果については第5回シンポジウム予稿
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集「数理計画法」に紹介してある.

大きな有限は無限と同じ

1 P問題の可解性を示しても，理論的にはとも

かく，実用性の観点、からは十分ではない.組合せ

問題をあっかうとき， n! , 2n など有限ではある

が，すぐに手に負えないほど大きくなってしまう

例によく出会う.このような大きな有限は，現実

にあっかえないという意味で無限と同じである.

1 P問題がむずかしいといわれるのは，まさにこ

の点にあって，単に有限ステップで解けるか，無

限ステップ要するかの問題ではない.

可解な問題を，所要ステップ数でさらに分類し

ようとし寸試みが，計算の複雑さ (Complexity)

とし寸名前のもとに統一的に研究されるようにな

ったのは比較的最近で、ある.しかし実用からの要

請もあって，この分野は現在もっともアクティブ

な領域の l つになっている.その成果の l つとし

て多項式オーダーのステップ数 Q(nk)*(k: 定数，

n 問題の規模)で解ける問題のクラスと，そうで

ないもっとむずかしい問題のグラスがかなり明ら

かにされている.この目的に，本質的な役割を果

たしているのがNP完全性の概念である.

1 P問題に関しでも，分校限定法に対する Je­

roslow と Galil の結果11) .5)や，切除平面法に要

するピボット回数が，変数の個数 n の指数オーダ

ーになるとの経験的な事実から，多項式オーダー

で解けるグラスには入らないと予想されていたが

はたして 1 P 問題がNP完全であることが示され

るにいたり，その事実が理論的に根拠づけられた

のである.

(脚注 * o(f( π)) は f(n) の定数倍 cf(n) で上から押

えられていることを示す.)

NP完全性:むずかしいことの証明

NP完全性(Nondeterministic Polynomial 

Complete) の概念は，ある問題のクラスが可解で

あっても，多項式オー夕、ーの計算手間では解けな

いむずかしいものであることを示すために用いら
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れる.まだ 5 年程度しか経ていない新しい概念で

あるカL グラフ・ネットワーク，スケジューリン

グ，有限幾何，数値解析，オートマトン・言語理

論など広範な分野において，従来からむずかしい

とされていた多くの問題に，そのむずかしさの根

拠を与える意味で大きな成功を収めている. NP  

完全性は Cook の結果2)をもとに Karp が広めた

が12)最初は Polynomial Complete などともよば

れていた.NP定全という名称に統ーされたのは，

Knuth の提言による. Knuth は彼の筈作 Art of 

Computer Programming の Vol. 4 にこの種の

話題を含めるため，膨大な資料を準備中とのこと

である.

非決定性計算とクラス NP

NP完全の意味を説明するため，最初に，通常の

アセンブリ言語程度のものに，つぎの仮想的な命

令が追加されたコンビュータ言語を想定しよう.

CHOICE(L1, L2, "', ú) 

コンビュータはこの命令を読むと， ラベル Lb

L2' …, Lk をもっ k 個の命令にジャンプし，そ

れらを同時に実行する.並列計算の l つのモテ、ル

ともみなせるが， CHOICE 命令につぎつぎに会

うと，同時に実行される計算パスはいくらでも拡

大していく.また，各パスに沿う計算は他のパス

とは独立になされる.このような計算を非決定性

計算(Nondeterministic Computation) とし、ぅ.

ここで，簡単のため，解くべき問題は l 次元の

系列に書かれたデータ zを受理するかどうかの形

式であるとする.たとえば，グラフがハミルトン

閉路をもつかどうかを決定する問題では，考える

べきグラフ G を 1 次元に書いて(たとえば，節点

集合，校集合を l 列に並べる)，それを x(G) とす

るとき， G がハミルトン閉路をもてば x(G)を受

理し，もたなければ受理しないわけである.

なお，非決定性計算では，いくつものパスに沿

って計算が進行するが，そのうち l 本でも zを受

理するパスがあれば全体としても z を受理し，ど

のパスも受理しなければ，全体としても受理しな
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Xl=O 町二 i

X，=~へXII :::::I 付人x， =I

図 1 非決定性計算の例; 0-1 問題

い.このとき ， X が受理されるならば，かならず

多項式オーダー O(nk )(ただし ， ?l ~土 X の長さ)で

結論できるならば，その問題はクラス NPに属す

とし、う.

非決定性計算の例として ， n 変数 0-1 問題 P を

考えよう. (前記の 1 P 問題Pにさらにおj=O or 1 

という条件を加えたもの. ) 

Pが許容解をもつか否かは，図 l のように n 次

元 0-1 ベクトルをすべて列挙すれば判定で、きる.

P にある値以上の目標関数値をもっ許容解が存在

するかという聞に対しても同様である.このとき，

非決定性計算では，各節点から 2 方向への分校に

CHOICE 命令を用いて，両方向の計算を同時に

実行できる.つまり 2n個の 0-1 ベクトルを列挙

するのに O(n) ステップでよいわけである.よっ

て，か1 問題に関する上の問題は NP のクラスに

属することがわかる.

以上の議論から，クラス NPは，列挙法で解け

るほとんどの問題を含む，きわめて強力なクラス

であるといえる.逆にいえば ， NP に属するすべ

ての問題が，通常のコンピュータの多項式オーダ

ーの計算で解けるとは想像もできないであろう.

NP完全性の定義

問題A と Bを考え(たとえば， 1 P 問題A とハ

ミルトン閉路問題 B) ， A の任意の入力データ却

を， (通常の計算の)多項式オーダーの手間で B

のある入力データ v Vこ変換でき， しかも w が受

理されるとき，かっそのときにかぎり u が受理さ

れるならば， A はBに(多項式的に)変換可能であ

るという.このとき ， B を解くアルゴリズムを用

いて A を解くこともできるから，簡単にいえば，

1977 年 6 月号

B のむずかしさは A以上である.とくに BENP

ならば Aε NPが結論できる.

ここで， NPに属す任意の問題が， NPのある

問題C に変換可能であるとき， C をNP完全であ

ると定義しよう.換言すれば， C は NPの中でも

っともむずかしい問題である.したがって，ある

問題がNP完全であることを示せば，通常の計算

の多項式オーダーの手間では解けないようなむず

かしいものであることを意味する(厳密な証明は，

実はまだなされていない.この分野の最大の未解

決問題である).

NP完全であることが証明された最初の例は充

足可能性問題である.これは和積標準形のブール

式が充足可能かどうかを判定する問題である.た

とえば， (X1VX2Vゐ)^ (X2VX3) 八(忌NX2)(ただ

し，ゐは Xk の否定)は Xl=X2=X3=1 なる割当で

l となるから充足可能， (XNX2V X3)^(語IVX2V

X3) ̂ X2^ぬはいかなる割当に対しでも!となら

ず，充足可能で、はない. (くわしくは(1) (2) 参照)

NP完全であることがわかっている問題Cが 1

つでも得られると，あとはCがAε NPに変換可

能であることを示せばAのNP完全性が証明でき

る.この方法によって，その後，多くのNP完全

な問題が見いだされている.

IP問題はNP完全であ否

1 P問題のNP完全性を示す第 l 段階は， NP 

に属することの証明である. 0-1 問題の場合には

上に述べたように，この部分は自明であるが，一

般の 1 P問題についてはそうではない.全変数の

上下界が与えられていないかぎり，すべての解ベ

クトルを列挙するという方法は適用できないから

である.しかし， Presburger のアルゴリズムは，

PENPの証明にもなっている(この事実が正式

に指摘されたことはまだないようであるが).

つぎに，適当なNP完全問題が 1 P問題に変換

可能であることを示せば，証明の第 2 段階が終了

する.ここで、は，上の充足可能性問題を変換して

みよう.
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和積標準形のブール式は一般につぎのように書

ける.

H=H1^H2^ ・・・ ^Hp

Hk=(似たlV仇zV'" VYklk) , k= 1, 2, ''', p 

ただし，各 Yk! は Xj あるいはゐである.ここで，

各和項 Hk に 0-1 変数 Wk を導入し，不等式

即応~x(Ykd+x(yd +…十x(仇lk) , 

k=I ， 2 ， …，ρ( 1 ) 

をつくろう . x(仇dは Ykl=町のとき .'Cj， Yk!=め

のとき 1-xj を意味する (Xj は 0-1 変数). (1)式

では，仇1，・・・ ， Yι !k の 1 つでも!ならば wk=1 と

できるが，すべてが O ならば ， Wk=O となる.こ

の性質を利用して，充足可能性問題をつぎの 1 P 

問題に変換できる.

目標関数 Z=Wl+ω2+ … +Wp→最大

拘束条件 (1)式

Wk=O or 1, k= 1, 2, ・ー ， p

.1:j=O or 1, j=I , 2,"', n 

容易にわかるように，最適値が p のときかっその

ときにかぎり Hは充足可能である.

したがって， 1 P問題はNP完全である.

NP完全性のもつ意味

NP完全であることが証明されている問題は数

多いが，その中には従来からむずかしいとされて

いた行商人問題，ハミルトン閉路の問題，最大ク

リーク問題，最大カット問題，グラフの彩色数，

スタイナー木問題 2 次割当問題，ジョプショッ

プ問題次元配置問題などが含まれている.N

P完全な問題が， (通常の計算の)多項式オーダー

では解けないことの厳密な証明は得られていない

が， NP完全な問題の l つでも多項式オーダーで

解けるなら，上のような難聞がすべて多項式オー

ダーで解けることになる.これは，ほとんどあり

得ない結論であろう.

結局， 1 P問題がNP完全であることは，その

すべてを n の多項式オーダーのステップ数で解く

ことはできず，どのようなアルゴリズムを用いて

も ， n の指数オーダ{の計算手聞を要する場合が
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あることを覚悟しなければならない.これは，比

較的小規模な IP問題でも，非常に長時間の計算

を要する場合があるという経験的事実を，理論的

に裏づけるものである.

NP完全な問題を多くリストしている文献に，

(12) (17)などがある.この分野で精力的に研究し

ているベル研究所のグループ， Garey, J ohnson, 

Graham らが，完全なリストを出版するために，

もつか広く資料を集めているとのニュースもあ

る.スケジューリング問題については，オランダ

の Lenstra， Lawler, Rinnooy Kan , Lagweg 

らが，現時点でのほぼ完ぺきなリストを出してい

る 13)

それではどうする

以上の議論で， 1 P問題は本質的にむずかしい

ことがわかったが，だからといって， 1 Pは役に

立たないと結論されては困る. NP完全性の本質

は，むずかしい問題はたとえ 1 P という衣装をま

とってもやはりむずかしいという，あたり前の性

質を理論的にきちっと述べたにすぎない.やさし

い問題もむずかしい問題もすべて統一的に定式化

できる 1 Pが，いつも簡単に解けるとばかぎらな

いのは，その意味からいえば，きわめて当然であ

ろう.

1 P の最大の利点、はその汎用性にある.つま

り， 1 P のアルゴリズムを準備しておけば，広範

囲の組合せ最適化問題を 1 P問題として解くこと

ができる.個々の問題に対し独自のアルゴリズム

を開発すれば，計算効率の点からはすぐれている

であろうが，プログラムに要する人×時聞を考え

れば，かならずしも得策ではない. 1 P のもつこ

の利点は，計算効率とは別の尺度で評価すべきで

あろう.

NP完全性の意味を理解する上で重要なのは，

それが最悪の場合多項式オーダーでは解けないと

述べているにすぎないことである.現実に生起す

るほとんどの場合は簡単に解けるという可能性を
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否定するものではない.つまりアルゴリズムの平

均的なふるまいに関しては何も述べていないので

ある.この意味で， NP完全な問題の中でもやさ

しいものとむずかしいものがあることが指摘され

ている.

たとえば，最小被覆問題，最大バッキング問

題，ナップザック問題などは， NP完全ではある

が平均的な意味で十分解けるとみなしてよさそう

である.一方 2 次割当問題，ジョブショップ問

題などは平均的な意味でもむずかしいとされてい

る.前者のやさしい問題に対しては， 1 P として

解いても実用的に十分な結果が得られているよう

である.

結局，個々の問題にはそれ自身の本質的なむず

かしさが定まっており，どのようなアルゴリズム

を用いてもその壁を打ち破ることはできない.だ

から， 1 P に望み得る最終的な目標は， 1 P とい

う標準的な形式をとおしでも，個々の問題の難度

を増加させることがなく，必要最小限の計算量で

その問題を解ける，ということであろう. 1 P の

今後の進歩をまてば，この目標はかなり達成され

るのではないかと筆者は楽観視している. 1 P の

ユーザーは，個々の解くべき問題がもっ固有の難

度を十分見きわめ，それに見合う計算量を予想し

てプランニングすることが大切であろう.

平均的な意味でも手に負えないようなむずかし

い問題をあっかうとき，あるいはそうでなくても

計算時聞を短縮する目的に，近似最適解で満足す

る場合がある.実用的には，多くの場合近似最適

解で十分と思われるから，この方向はきわめて重

要であろう.近似最適解を求める 1 P アルゴリズ

ムもぼちぼち開発されており 7) ， 10) ， 16) ，今後の発展

も期待されている.

個々の具体的な問題に対する近似解法も，非常

に活発に研究されており，ここ数年の成果には目

を見張るものがある.各種近似解法による近似解

の精度の評価，与えられた精度をもっ(多項式オ

ーダーの)近似解法の開発などの文献数は急激に
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増えている.その結果，近似解法の立場からも，

むずかしい問題とやさしい問題の区別がなされつ

つある.たとえば，行商人問題では，最適値から

のずれ ε%以内の近似最適解を求める問題自体が

NP完全である. (なお，この系として，一般の I

P 問題に対して， 最適値からのずれをかならず ε

%以内に収めるような多項式オーダーのアルゴリ

ズムは存在しないことがみちびかれる. ) 

1 P のユーザーの立場からは，近似最適解を求

める場合も，個々の問題に対してそれぞれプログ

ラムしなくても 1 P の近似解法を用いることがで

き，しかも，近似解の精度と所要計算時聞の両観

点から劣らないというのが理想である.

1 P の近似解法の現状は，この怠味では，決し

て満足できる状態にはないが，今後この分野の研

究の重要性が認識されれば，大きな進歩も期待で

きょう.

1 Pの定式化能力について

これまでの議論で，何度も 1 P の高い定式化能

力に言及したが，これは理論的にも示されている.

現実に出てくる組合せ最適化問題の多くは，その

許容領域が有限集合であるが，このような場合

は，かならず 1 Pに定式化できることがわかって

いる.しかし，許容領域が無限集合のときは 1

P に定式化できる場合とそうでない場合がある.

たとえば，非線形の目標関数をもっ 1 P 問題を，

詳容領域が無限集合の場合，通常の 1 P問題に定

式化ずることはできなし、(以上の結果は (9) (1 5) に

ある.筆者の論文( 9 )とほぼ同じ時期に，ほぼ同

じ結果が Meyers15lによって得られていたのは驚

きである ). 

さて， 1 Pに定式化できる問題とそうでない問

題があるならば，定式化を可能にする本質は何

か.これは，まだあまり手のつけられていない分

野である.ただし適当な枠組みのもとで，ある問

題が 1 Pに定式化可能かどうかを決定する問題は

可解でないことが示されているめ. (ヒルベルトの
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問題に帰着して証明される. ) 

以上述べたように， 1 P の前途にはまだまだ困

難が横たわっており，また，理論的限界もかなり

はっきりしてきた.しかし，その定式化能力の高

さにおいて，組合せ最適化問題の標準的解法とし

て他にはみられない長所をもっている. 1 P の研

究者の 1 人として， 1 Pがその汎用性を生かし

て，今後さらに繁用されることを望むものであ

る.

最後に，京都大学三根久教授および長谷川利治

教授に種々ご助言いただいたことを申し添え謝意

を示したい.
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