
特集数理計画法

多目的システムにおける

意思決定と最適化

志水清孝

1. 多目的システム

複数の評価基準，多数の実行目的，あるいは 2

人以上の決定者が存在する場合には，ベグトル目

的関数(または評価基準)を考えねばならない.ベ

グトル目的関数をもついわゆる多目的システムに

おける決定問題にはつぎの 3 通りの状況がある.

1. 互いに独立な複数の目的関数が存在する

が，決定変数ベグトル(または決定者たち)が一致

協力して Pareto 最適解(非劣解)の集合を求める

場合.

2. 究極的には l つの抽象的な目的が存在する

が，それを評価するために多くの目的関数，多く

の評価基準が与えられる場合.

3. 複数の決定者(プレヤー)が非協力ゲームを

演じ， Nash 均衡解の集合を求める場合.

多目的システムにおける意思決定あるいは最適

化はつの最終日的を達成するためにいくつか

の下位目的関数が存在する場合を想定している.

この小論では，多目的システムにおける解の選

好関係や， Pareto 最適性，多目的計画法，決定者

の選好最適解を求める計算方法などを解説する.

選好関係代替案の集合を X，その同的空間

(評価空間)への写像を f:X→Zであらわす.決

定者の代替案に対する選好を Pであらわし，日的

(評価基準)の各レベルに対する決定者の選好を〈

であらわし，つぎのように表現する.

X 1PX2, Xt, X2EX~Zl-<Z2， Zi= f(が)， i= 1, 2 (1) 
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ここでどくZ2 は“どは Z2 よりすぐれている"を

意味する.

一般に Zを任意集合とするとき， Z の要素聞の

選好をあらわす 2 項関係を選好関係といい，つぎ

のように定義する.

(Z， く)は強選好関係∞くはZの要素聞に順位

をきめる

(♂ -<y は“z は V よりすぐれる"を意味する)

(Z, -)は無差別関係。zの要素聞に選好上差

がない

(X-旬は“z と Uは選好上差がない"を意味する)

(Z， ざ)は選好関係∞強選好 (Z， -<)と無差別

(Z，-) の和集合

(x::5ν はなは ν より劣ってはいなし、"を直:味

する)

順序関係 X， ν， zEZに関して定義される 2 項

関係さに対してつぎの性質を定義する.

( i )反射的 : VXEZ, x::5♂ 

( ii )推移的 :Xざν 必 ν::5z二中x::5z

(iii) 反対称的 : x::5y & y~x二字x=ν

(iv) 連結的 : Vx, yEZ, x::5νorν::5x 

このとき，つぎの 4 つの用訴を定義する.

半予順序 (partial
preordering) 

(i) , (ii)が成立

弱11頃序 (complete
preordering) 

(i) , (ii) , (iv)が成立

半順序 (partial 全順序 (complete
ordering) ordering) 

(i) (ii) , (i ii)が成立 (i)-(iv)が成立
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以下では代替案の評価基準がp 項組Z=(Zl ， 一・，

Zp) となっている場合を考える . (Z, ~)は集合 Z

上の選好関係をあらわし，任意のZl， Z2 EZに対し

て ， ZI~Z2 は“ZI は Z2 より劣ってはいない"を怠

味する . (Zi , ~ら)は第 z 評価基準における選好関

係をあらわす.

多次元評価決定問題 ZEZは評価基準ごとの

選好関係 (2らざi) ， i= 1 ， ・..， p をもっている.こ

のとき，もっとも選好される ZOをきめること，つ

まり成分ごとの選好関係(Zi， ~i) ， i=l ， ρ か

ら (Z， ~)をどのようにして同定するかを多次元

評価決定問題とよぶ.

Pareto 最適性 (Zi , ~i) ， i= 1 ， …J から (Z，

ざ)を構成するとき，もっとも自然な関係は，

Zil~iZi2 for all i =宇 Zl~Z2 (2) 

以下では幻自体が成分効用関数で、zを p次元ベク

トルと考える.それゆえ (2) 式はベクトル Z の成

分ごとの最小化で、ある. Pareto 最適正予~ (非劣点)

は以下のように定義される.

z は Pareto 最適点(非劣点)∞すべてのiεIニ

{1，… ， p}に対してZi亘ふでかつ少な

くとも l つのiEI に対して Ziくふと

なるような zεZは存在しない.

最小ベクトルと極小ベクトル 以下ベクトル空

間で考える.記号をつぎのように定義する(豆と

三三の違し、はこの小論では重要である).

α三玉 b~ai~玉 bi， ViEI= {1 ,… , n} 

α~b∞ai~玉 bi ， Viε1& αキ b

α <b~ai<bi， ViEI 

z が ρ 次元ベクトル (Z1， ..., zp) で当が三三かくで

定義されるとき，つぎのように定義する.

ZO は Z の最小ベクトル~VZEZ， ZO~五 z

去はZの極小ベクトノ!.-~事ZEZsuch that Z三三主

主はZの弱極小ベクトル0事zεZsuch that Z<土

効用関数選好関係(Z， ざ)に対して，関数 u:

Z→Rl が次式を満たすとき， ZJニのコ5に関する 11民

序保存の効用関数という.

Vx， νεZ， x~ν~u(x) 壬 u(ν)

1977 年 6 月号

x-y~u(x) =u(ν) 

3くν∞u(♂)<u(ν)

このような関数は序数順序であり，唯ーではな

い.任意の強意増加関数FはZ上の云に対して別

の効用関数 U( ・) =F(u( ・) )を与える.

定理 1 (ζ ざ)が弱Ii慎序で同値類の集合 Z/

が順序桐密な可算部分集合をもっとき，かっその

ときにかぎり効用関数 u( ・)が存在する. (くわし

くは文献1)， 5) を参照)

多次元効用関数決定問題評価基準がρ項組 z

= (z'1， … ， Zp) で、与えられ ， (Zi， ざけ ， i=l ， … ， pご

とに成分効用関数 Ui: Zi→Rl が存在するとき t ，

多次元効用関数(Ul(ZI) ， … ， up(Zp) )から (Z， ~)に

対応した効用関数 u(Z) を構成する問題を多次元

効用関数決定問題とよぶ.

2. 多目的計画法

多目的計画問題と P町'eto 最適解 p 個の目的

関数fr(x) ， … ， fp(x) と許容解の制約集合 Xが与

えられ，ベクトル目的関数 f(x) を最小化する問

題を多目的計画問題とよぶ.これは形式的にベク

トル最小化問題としてつぎのように書ける.

rfr(x)l 
min f(x)=1 
x Lfp(x)J (3) 

i91(X) l 
subj. to xEX=l xERπig(X) =1 I~玉 0 ト

L9市 (x) J 

このとき Pareto 最適性はつぎのようになる(図

X, 

一
x 

図 Pareto 最適解の集合

脚注 T これは 1 次元評価なので，成分評価基準ごとの

弱順序関係はあまり一般性を失うことなく仮定できる.
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(a) 完全最適解 (b) Pareto 最適解 (c) 弱 Pareto 最適解

図 2 各種の解

iは Pareto最適性を満たす<=>ViεIに対して

fi(X)~五五 (i) でかつ少なくも l つの i に

対して五(x) <fi(i) となるようなzεX

は存在しない.

多目的計画 (3) に関してつぎのような解を定義

する(図 1 ). 

がは完全最適解<=>VxεX， f(xO ) 豆 f(x). つ

まり，

f(xO ) がXの像f(X) の最小ベクトルで、あ

る.

￡は Pareto 最適解(非劣解)∞事XEX such 

that f(x) 三三 f(i)

これは f(i)が f(X) の極小ベクトルであ

ることである.

￡は弱 Pareto 最適解(弱非劣解)

。車XEX such that f(x) <f(i) 

これは f(i) が弱極小ベクトルであるこ

とである.

[注意]スカラ目的関数のとき，つぎの (i) (ii) は

等しい.

( i ) VXEX, f(xO ) 豆 f(x)

(ii) 事zεX such that f(x)<f(xo) 

ベクトル目的関数のとき，つぎの (i) (ii) は同

じではない.

( i ) VXEX, f(i) 壬 f(x)

( ii )車XEX such that f(x) 豆 f(i) and f(x) 

宇 f(i)

多目的計画法の諸定理を以下に要約しておく.

証明そのほかのくわしい説明は文献 10) を参照さ
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れたい.

Pareto 最適解の必要・十分条件と幾何学的性質

定理 2 多目的計画(3)において， Kuhnｭ

Tucker 制約想定は満たされるとする.このとき

i が弱 Pareto 最適解であるための必要条件は，

( i ) f7x L(i， ムえ)=0

( ii) f7λ L(i， ゐ，î) 壬 0 ， f7ぇL(i， β，î) �=o 
(iii) ムミ 0 ， i~o 

を満たすβERP， îERmが存在することである.

ただし，

L(x， μ， λ)=μTf(x) +λ7'g(X) , 

条件 (i) はf7fi (i ) , i = 1 , ・， ρ の半正線形結合〆1

f7f(i) (ムミ 0) が活性な制約式の負方向の法線

ベクトル -f7gi (i) (iE I.α) によって形成される

錐体の内部にあることを示している(図 3 ). 

定理 3 f(x) と g(x) が凸関数のとき定理 2 の

条件は弱 Pareto 最適解の十分条件である.

Pareto 最適解であれば弱 Pareto 最適解である

れ
。

図 3 幾何学的意味
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ことは明らかだから，定理 2 の条件は Pareto 最

適解の必要条件で、もある .f(x)が強凸関数で:'g(x)

が凸関数のとき，弱 Pareto 最適解ならば Pareto

最適解であることは容易に示せる.よってこのと

き多目的計画 (3) の Pareto 最適解の必要十分条件

は定理 2 の条件 (i)-(iii) を満たすことである.

定理 4 xにおいて， (i) -[7f(x)dx二三 0， (ii) [7g，α 

(x)dx壬 O(ga は活性制約式)を満たすdxは存在し

ないと仮定する.多目的計画 (3) において ， x が

Pareto 最適解であるための必要条件はつぎの条

件，

( i ) [7 x L (x, p" ﾀ.) = 0 

( ii) [7必 L(ムム λ) 孟 0， [7, L(ムム， λ)λ=0

(iii)β>0 ， λミ::;0

を満たすμεRP， λεRm が存在することである.

定理 5 f(x)および g(x) が凸関数のとき，定

理 4 の条件は Pareto 最適解の十分条件である.

等価な非線形計画法

最大成分最小化問題，

min max {W;fi (x) } 
X iE {1，...， p~ 

subj , to xEX={xlg(x) 豆 O} (4) 
P 

where wE!J={wlw孟 0， I;Wi=!} 

を考えよう.またここで何ら一般性を失うことな

くすべてのXEX に対して f(x)>O と仮定する.

多目的計画(3)と最大成分最小化問題(4) の聞には

つぎの関係がある.

定理 6 x が多目的計画 (3) の弱 Pareto 最適解

であるための必要十分条件は￡が WE {Jに対して

最大成分最小化問題(4) の解であることである.

もし f が強凸関数ならば， 定理 6 は Pareto 最

適解の条件である.

b日法和最小化問題，
p 

min wTf(x) = L. Wiβ(x) 
(5) 

subj. to xεX={xlg(x) 豆 O}

を考えるとき，つぎの定理がなりたつ.

定理 7 f , g を凸関数と仮定.このとき ， x が

多目的計画 (3) の Pareto最適解ならば， x は w注目

1977 年 6 月号

のとき，加法和最小化問題(5) の解である.

定理 8 w>O のとき， もし￡が加法和最小化

問題(5) の解ならば， xは多目的計画 (3) の Pareto

最適解である.

系 fi(x) ， i=l ， …， ρ がすべて強凸関数で、g(x)

が凸関数のとき，必が多目的計画 (3) の Pareto 最

適解であるための必要十分条件は ， x が w注目に

対する加法和最小化問題 (5) の解であることであ

る. Pareto 最適解は多目的システムの l つの合

理性を満たすが，単一解ではなく普通は∞個の点

の集合である.しかし，工学問題ではふつうは単

一解または適当な大きさの解集合を求めねばなら

ない.

3. 決定者の選好最適解

各目的関数(各評価基準)がまったく独立で、対等

なものが多目的システムである.しかし通常の意

思決定問題では，最終目的関数が陽的に表現され

ていないけれども存在すると考えられる.非劣解

集合の中から，特定の解あるいは部分集合を選択

するためには， f(x) 以外の超目的関数(決定者の

選好関数)を導入して，決定者が非劣解集合上の

決定ルールを打ちたてる必要がある.それゆえ，

X • Z• Zp (非劣解集合)→ xD (決定者の選好最適

解)を解くプロセスとなる.

多目的決定問題と決定者の選好最適解

最終目的が存在して，決定者の選好関数にもと

づき，多目的計画問題 (3) の非劣解集合の中から

決定者の選好最適解を求める問題を多目的決定問

題とよぶ.この問題はつぎのように定式化される.

min φ(x) 
(6) 

subj. to xEX={xlf(x)=minf(x) , G(x) 豆 O}
XEX 

あるいは，

《
必

φ
 町

長

(7.a) 

(7. b) 

(7.c) 

(7. d) 
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subj. to G(x) 語。

f(x) =min f(x) 
x 

subj. to g(x) 豆 O
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ここで￡は非劣解で，最終目的をあらわす選好関

数 φ は超目的関数ともよぶ.一般に φ は f(x) の

関数とはかぎらないが，とくに φ が fの関数のと

き，上の問題はつぎのとおり.

min φ (f( :i)) subj. to :iεX (8) 
x 

決定者の選好にもとづき，fi(x) , i = 1 ，・ ρから

x1ざがコf(Xl) ざf(x2 )コφ(f(x 1 )) 壬φ(f(x2 ) ) 

(9) 

なる超目的関数を構成するとき，これを多目的計

画問題のスカラ化とよぶ.

定理 9 (9)式がなりたつとき，

φ(f(xO )) 三五 φ (f(x)) ， VxεX={xlg(x) 話。}

(10) 

なるが(つまりスカラ化問題の最適解)は多目

的計画 (3) の非劣解である.

決定者の選好最適化のアブローチには ø が f

の関数と考えられる場合でもつぎの 2 通りがあ

る.

1. φ(/1， • ..，fp) の大局的同定にもとづく決定.

加法和関数のような φの近似式の中の重み係数を

同定する.

2. φ(fl ，"'， f川の局所的情報にもとづき，山

降り法を用いて，決定者のもっとも選好する解へ

収点する.

以下に若干の例を紹介する.

パラメトリックアプローチ

決定者の選好関数により，半順序集合Z を全lI!ìi

!子化することを多目的最適化におけるスカラ化と

よぶ . fi , i=l ， ・・・， ρ のスカラ化によって，多目

的計画問題 (3) をスカラ化問題，

min Ø(fl(X) , …, fl'(X)) 
)
 

-l
 

(
 subj. to g(x) 三五 0

に変える.このとき定理 9 がなりたつ.φ の例と

してよく知られているものに，

軍みづけ加法和 φ(f)= 写IUM(f色 -fi*) (12. a) 

P 

重みづけ 2乗距離 φ( f) = L,Wi (fi-fi*)2( 12. b) 
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重みづけ最大成分 φ(f) =max{ Wi(ji-fグ)} 

(12. c) 

などがある t. ここで ωi~O は重み係数で決定者

によってあらかじめ与えられると仮定する . f/" 

は適当な任意の点である.スカラ化問題を最小化

すればその重み係数によって価値づけられたある

非劣解を見つけることができる. 初ちは決定者が

主観的にきめなければならない.パラメトリッグ

アプローチはすべての wに対してノミラメトリッグ

に解かれたとき，決定者に非劣解の集合を提供す
、，

Q. 

←制約式アフ。口ーチ4) 最重要の目的関数をf，

とし， (ρ-1) 個の目的関数を (p-I) 個の制約式

におきかえた問題，

min f ,(x) 

subj. tofi(x) 豆 εj， j宇 s ， j=l ,… ,p (13) 

g(x) 話。

を考える.ここで εj は最大許容レベルである .εJ

をパラメトリックに変えれば，非劣解の集合が求

まる.

最適満足解によるアプローチ9) 各目的関数 fi

の悪化を許容できる範囲を満足条件とし，その中

から最大成分最小化による最適満足解を求める.

アルゴリズム ステッブ 1. 1=1 とし，つぎの

問題を解く.

mln z 
1Jt, Z 

subj. to fi(X) 壬z， i=l , "'， ρ 

XEX 

(14) 

この解をど， 対応する目的関数値を fl とする.

ステップ'2. Xl が与えられたとき ， f(Xl) に関

して満足できる成分と満足できない成分にわけ，

その添字集合をそれぞれ 51 ， 51 とする. そして

5 1 =ゆならばこの問題は非許容， 5 1 =ゆならばXl を

脚注↑ (12. a)~( 12. c)は決定者の選好ーさを弱順序と仮定

し， Minkowski のト距断

φザ; fホ )=12wz( た -ji*) γ}1ぺ l自壬∞

によるノルムづけを行なったときの具体例である.

(12. c)式は 1'=∞に対応する
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最適満足解とする. SIキゆかつ SIキ併ならば，

iESI について fi(XI)に関する許容量 α♂孟O を決

定する.

ステップ 3. つぎの問題を解く.

ロun z 
X. Z 

subj. to fi(X) 三五Z， iESI (15) 

fi(X) 豆 fi(XI) +αi l ， iESI 

XEX 

問題( 15) の解をXI+1 としが+1ニfならば許容解は

ないとする XI+1宇 XL ならば， 1=1十 1 としてス

テップ 2 へ戻る.

対話的計画法2) 別のアプローチは決定者の選

好関数 φ(f1(X) ， … ， fp(x)) の局所的な情報(φ を

最小にする傾斜方向)によって山降りを行ない，

決定者の選好最適解に収束する，つまり無差別曲

線と直交する方向へ山降りのステップをとる.決

定者の選好関数 φ が fの関数だが，陽的に表現で

きない場合，対話的に選好関数の勾配方向を求め

る.元問題，

min φ (f(x)) subj. to XEX (16) 

は便宜上凸計画と仮定する.問題( 16) に Frank

Wolfe アルゴリズムを応用すると， (1 6)式の目的

関数を線形化した問題，

tin恒211ju=叫??U- 今"ly (17) 

subj. to yEX 

を繰り返し解くことになるが， φ が未知なので

aφ(f(が) )jðfを知ることができない.そこで Bφkj

ðfをつぎのように評価する.

aφk ðφkl. ðφk /ðφι3φk /ðφm 

ðf--ðf~\" ð五j �' --，可~j 可γ

3φk /δφk 
一 / は決定者の fi と hに対するTrade
�;/ fJh 

off 比として近似的に決定者の局所的な選好情報

より求まる . f(xk ) からの微少変化 L1f= (L1 f [, ''', 

L1fp)によって決定者の選好値に変化がないとす

ると，

。φk ðφk ðφk 
V;... L1f=~--;-L1f1 + ・・ +å子L1fp=O
� むよ UJp
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が近似的に成立するから ， L1fi， L1h 以外を O とす
。φぉ Bφk /ðφk L1げ

れば， :，-~ >0 の仮定のもとで一一/ - J 11"-u V-'>ID<.f.C v-.> 'ﾐ c.. '-, � f./ � /1 一事7

(限界代替率)がなりたつ.それゆえ，

日中?はが=(l -dJ1 …-L1J:l) 
� --- \., 事す ' 布γ (18) 

が求まる.しかし，この方法では φが凸関数 fの

強意増加関数で、ないかぎり，非劣解である保証は

ないー

Surrogate VVorth Trade off 法酌，8) 成分目

的関数聞の Trade offによってその点が決定者の

選好最適解かどうかを判定するための Surrogate

Worth を与え， 非劣解集合の中から選好最適解

を探索する方法.決定者の選好の限界代替率や非

劣解|泊面上の Trade off比のような局所的な情報

から選好最適解を選択する. SWTO 法は Trade

off 関数の形成とSurrogate W orth 関数の評価の

2 つのステップからなる.

Trade off 関数:つぎの補助問題を考える.

min fi(X) 

subj. to fj(x) 壬 εj， jEI, jキ i

g(X) 壬 O

where εj= fjo+ 言j，ーj>O

( 19) 

fl=min fj(x) subj. to g(x) 豆 O

εJ はパラメトリックに変化する.問題(19)に関し

て， Lagrange 関数

Li=fi(X) +λTg(X) +乙向J{ !J (X) -麕} 

を定義する.このとき Kuhn-Tucker 条件から，

μij{β (X) ーεj}=O， μij主主 0， j宇 i とし、う条件が得

られるが，いま !J (X) ー勺三三 Oの制約式で活性制約

式に対応した μij ;を μij[Ia(εj)J ， 不活性制約式に

対応したものを向Æゐ(εj)J と書くと，

内 [lα(éj)J=-与県
りj(X)

の関係が得られる.これがわれわれの求める多目

的計画の非劣解のところでの Trade off 関数であ

る.

Surrogate W orth 関数:これは Trade off 比

内j(X) の望ましさを推定するために用いられる.

決定者の選好関数の点 z における限界代替率を
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Mij(X) とするとき W以内j(X)) =Mij(X) 一

μij(X)は Surrogate W orth 関数とよばれ， Mii 

(X) 一μij(X) の正負は決定者の選好を無差別に保

つfi(x) と五(X) の交換比(限界代替率)が非劣解

曲面上の交換比 (Trade off 比)より多いか少な

いかを示すものである . Mij(X) 一μり (X) の符号

を考慮に入れて状態Xにおける決定者の選好度を

Surrogate W orth Wij(向j(X) )として，序数的

に決定者から対話によって引きだし Wり (μり

(X))=o を満たす P を選好最適解として決定す

る.

階層的多目的決定システムの最適化9入11)

N個の地方システムと l 個の中央システムから

なる複数の目的関数が存在する 2 レベルシステム

を考える.中央システムは中央の目的を最適化す

るように資源配分を行ない，地方システムは与え

られた資源を用いて独自の目的を最適化するよう

な半自治的なシステムである.結局，上位レベル

は上位レベル固有の決定変数(地方システムの使

用できる資源量などのパラメータや下位レベルの

目的関数や制約条件を決定する係数などの政策バ

ラメータなど)の値をきめ，下位レベルは部分シ

ステム固有の決定変数(たとえば与えられた資源

のもとでのプロセス変数)の値をきめるようなシ

ステムを考える.

下位レベルの地方システム n はそれぞれ決定変

数 Xn， 目的関数 fn， 制約式 Yn~五日を有するが，

地方システム聞には相互干渉があり ， fn も Ynも Xn

のみの関数ではなく，一般にX= (xJ， … ， XN) の関

数になっている.上位レベルは下位問題のパラメ

ータ a= (a J, "', aN) の値を上位目的関数 φ にもと

づいてきめる.この問題を形式的につぎのように

書く.

min φ(a， .i(a)) (20. a) 

subj. to G(a，.i (a)) 豆 o (20.b) 

C(ヤ)DC(M)=m:) 川
!N(.i (a) , a)/ X \fN(X, a) 
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subj. to Yl (x , a) 豆 O

YN(x， a) 三~O

(20.d) 

ここでがα) はパラメトリック非劣解である.問

題(20) はφを最小にするような最適資源配分 aO と

対応した最良の非劣解 XO=Xbest(α。) (Xbe't(α。)は

aOが与えられたもとでの非劣解集合の中から選ば

れる)を求めることである.

さて φ が fの関数で(2 1. a) 式が，

mln φ (f( .i (a) ， a) , a) (21) 
α ， ~(α〕

で与えられるときには，し、ろいろな性質がわかる.

問題 (20) は N個の互いに独立な部分目的関数

{fn} と超目的関数φをもっ階層的多目的システム

であり，ふつうの数理計画ではない. また問題

(21)は地方システムの目的関数fn と制約式めが

自己の決定変数仇と上位から与えられるパラメ

ータ an のみを含み ， X に関して互いに分離してい

るときには階層的分離システムとなり，つぎのよ

うになる.

mln φ (a， xO(a)) (22. a) 

subj. to G(a, xO(a)) 壬 o (22.b) 

fn(xnO(an) , an) =min f，η (Xn， an) 
n 

(22.c) 

subj. to Yn(X町 an) 話。 (22.d)

n=! ,"', N 

ここで XO (α) = (xIO(ad , "', xNO(aN)) であり，

XnO (仇)は通常のパラメトリック最解解である.

階層的分権システムの最適化に関しては原分割法

的な多くの計算方法が得られる 2) ,9) 
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