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不動点と相補性の理論 (3)

小島政和

5. 不動点を近似するいくつかの方法

XcRn を有界関凸集合， 'P を X で定義され Xの値を

とる連続写{象とすると

(32) 'P (x)=♂ 

なる XEX が存在する (Brouwer の不動点定理). (32) 

を満たす XEX を(Brouwer の)不動点とよぶ. この節

では不動点を近似する 3 つの方法 (Kuhn [12J , Merｭ

rill[17J , Eaves and Saigal[6J)を紹介する.

5.1 Kuhn の方法

Kuhn[12Jは Xが 11+1 次元空間内の 11-単体 S={Xε

R肘1: L:; x i =l , X注O} の場合について ， 'P の不動点を

近似するアノレゴリズムを与えている. 1. 3節では 11=2 の

場合について述べたが，そこでの議論を 1I~さ3 の場合に

拡張しよう .m をlfの整数として
11+1 

1' ={Xε Rn+l: L:; Xi ニ 1 ， xi孟ー 1/(11m) 

(i=I , 2, …,1I+1)} 

とおくと，1' は S をその相対内部に含むn 単体となる.

II を {1 ， 2, "', 1I} の順列の集まりとする.すなわち各 πε

1I は集合{1 ， 2, .一 ， 11}からその上への l 対 l 写像である.

J を頂点の集合 JOニ {vET: mllvi は整数(i=l ， 2, "', 11 

+ 1)}をもち，ある πε /I に対して

v1EJo 

, z内ー 1/(mll) i=π(j)のとき

(33) vj+li= vji+ 1/(mll) i=π( j) +1 のとき

vJi その他

(j =1 ， 2 ， ・ ， 11)

r=co{v1, v 2, "', v 'け 1 } 

を満たすか単体 T よりなる T の単体分割とする

で， J を S 内に限定して考えると S の単体分割{τεJ: τ

cS} が得られる.各 r=co{v 1 ， v 2, "', v肘 l}E三J に対して

(34) Ivji-vkil 孟 1/(mll) (i , j , k=I ,"',1I+1) 

が成立するから，正の整数mを大きくとればJに属する
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11-単体 T の大きさをいくらでも小さくできる.各 vEJO

に対して，ラベル L(v)をつぎのように与える.

(i vεS， vi>O, Vi注'P i( v) のとき
(35) L(v) =1 

(j v$S, 0<勺=maxvk のとき
k 

ただし上の条件だけでラベル L(v) が一意的に定まら

ない場合には， ラベル L(v) の候補のなかでいちばん若

い番号にする Zを条件

(36) {L( が): i=I , 2, …, 11+ I} ={I， 2，一 ，1I +1}

を満たす r=co{v 1 ， v2 ， ・・・ ， vn + 1 } の集まりとする.各 rE

Z が S ìこ含まれることを示そう. rctS と仮定すると，

T のある頂点 6 は S に含まれないことになり，ある番号

j に対して，内<0. (33) より，内=ー l/ (mll) となる.さ

らに， :34) より， τ のすべての頂点 u の第1 成分勺は非

正となる.したがって， (35) より，番号 j が(36) の左辺の

集合に合まれないことになる.各 Z己T巴 Z が?の近似

不動点になることも1. 3 とまったく同様に確かめられる.

rEJ の (Jl ー 1) 次元フェイス !，' =co{v" v 2, …, vn } で，

条件

(37) {L( が) : i=I , 2, …, 11} ={1 , 2, "', 11} 

を満たす(11 ー 1)ー単体 E の集まりを考え，それを N であ

らわす Nを節点の集合， E={( !,',!."): !.'U!."CrEJ}を

校の集合とするグラフを考え，それを G とする(1.3で

は !，' EN の JÎÌ:心で 5 を代表させてグラフをつくった).

!,' =co{v1, v'， ・・ ， Vn}E三N ， !,' Cr=co{v1, v 2, …, v汽 vn+ 1 }

EJと仮定する.このとき ， L(Vn+ 1 )= 1I +1であれば τ5

Z となり， r の (11ー 1)次元フェイスでNに属するものは

ごだけとなる.また， L(v肘l)=j キ 11+1 であれば， !."= 

co{vi: i=I , 2, …, 11+ 1, i キj}は Nìこ属し，かっ， (!,', ﾇ') 

εE となる.この場合には， τ の (11ー 1)次元フェイスで

Nに属するものは 5 と r のちょうど 2 つだけで、ある.補

題 2-1 ;を考え合わせると

o 2 つの TεZ に対して!，' Cτ

つの TεZ に対して !，' Cr
deg( !,') = 

1 !,' crel. bdT 

、 2 その他の場合
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が得られる(1.3節の (3 )に対応).さらに， (33)におし、て

v O=(m+l , m , m , … , m , -1)/(mn) 

π (j )=j (jニ 1 ， 2 ， "', n) 

として H 単体 τO 三 T 合情「えすると，その (11 ー 1)次元ブェ

イメ çO 三 co{v 1 ， 1'2, …, 'l'1ì} は(37)を治tたす. したがって，

Pε N. また vJ n + 1 = ー l(j=I ， 2 ， … ， n) より ， 躇crel. bd 

T が成立する ， 軣rel. bdT なる çEN がごO 以外に存在

しないこともわかる.ゆえに， çO を初期点にして G に基

本アルゴリズムを適用することによって，有限181 の反復

であるごcrE 2:; に到達できる.

この方法によって高い精度の近似不動点を計算するた

めには，正の整数 m を大きくとって T の分割 J を構成

する n 単体の大きさを小さくする必要がある. ところ

が， mを大きくすると 1 反復あたりの歩み幅が減少し計

算に要求される会反復IÞI数(ラベノレ L(v) をii'1価する頂点

り己JO の総個数)が増大する.それゆえ， 最初は m を小

さくとって低い精度の近似不動点を少ない反動ILII数で求

め，その点から再出発してその点の近くにあると予想{さ

れる真の不動点をより高い精度で近似できれば，全体と

しての計算効率はよくなるはずである. Kuhn の方法で

は m の大小にかかわらずT の相対境界にある (11 ー 1)ー単

体 çO からスタートしなければならないから，このような

芸当は不可能である. 5.2 節で紹介する Merrill の方法

や5.3 節の Continuous deformation 法では上の考え

方を積極的に利用して計算効率をあげている.

上述の Kuhn の方法では各頂点りに整数ラベノレ L(v)

が与えられた単体分割が主要な役割lを演じており，区分

的線形方程式系が使われていない.それゆえ 3 節で述

べたCP法の統一的な枠組からはみ出しているように見

える そこで，以下では Kuhn の方法をCP法の統一

的な仲組に納まるように書き筒してみよう (n+1H~. 

体 C とその単体分割 Kをつぎのように定義する.

C=co[TU{OI] 

K={σ =co[r U {O}] : rEJ) 

l羽 5-1 ，主 nニ l の場合を示している . U=co{u t, u',"', 

uη +1}c J，がを 11-1甘ー休 ， c をその i付点とする.σEK の各

頂点、 U に対して H(v)を

(un+1 v=O のとき
(38) H(v)=1 

(ui vキ O かっ L(v)=j のとき

によって定め，さらに ， Hを各 O' EK 内で線形に拡張す

る.すなわち XEσ =co{VO ， vケー ， v附I}EK をその重

心座標 ).0 ， )." "', ).n+l を用いて
η+1 る+1

x= 2:;, ).ivi , 2:; ).j= 1, ).jミO(jニ 0， 1 ， "',1l +1) 
J=U )=0 

とあらわしたとき
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n+l 
H(x)= 2:; )';H(vJ) 

i=O 

J , 

J , 

図 5-1

H: IKI→Rn を左辺にもっぱ分的線形方経式系

(39) H(x)=c 

を考え，その解集合{XEC: H(x)=c}を Wであらわす.

H のっくり方と cε int U より， σEK の m 次元フェイ

ス τ =co{v 1 ， が，… ， Vrn. +l} が W の点を含むための必要十

分条件は

件。 {H(vi): j=I , 2, …, m+ l} 

= {ui : j = 1, 2,… , n+ l} 

となる. したがって ， TVnr手。であればm註n でなけれ

ばならない.このことは区分的線形方程式系(39)が非退

化の仮定を満たしていることを意味している.Wに対応

するグラフ G(W)をつくると， C=IKI は有界であるか

ら ， NO( W) =N1 ( W) =ø. また ， K は有限で、あるから，

G(W)は有限グラフとなる.

x=ωEN2(W) とすると， σεKの n 次元フェイス r=

co{v1 , v2 , "', VU + 1 } で Z を含むものがただ!っ存在する.

K のっくり方より O$rEJ または OEr のいずれかでな

ければならない . {x}=rnw手掛より， (40)が m=1I に

対して成立している .0$τεJ の場合には， (35) と (38) よ

り (36)が成立する. すなわち rE 2:;. またxEbdC よ

り ， deg( 山 )=1. OEr の場合には，適当に番号を並べ換

えることによってがけ1=0 とすると ， ç=co{v1, v 2, 

v勺はある r'EJ の nー 1 次元フェイスになっている.こ

の場合にも， (40)が m=河に対して成立しなければなら

な L 、から ， L(vn+1) =n十 l および(35) と (38) より，ごは

(37)を満たす.すなわち ， çEN である乙とがわかる.

とくに ç=çO の場合には， r は Cの境界に含まれるから，

deg( ω)=1 となる.その他の場合には r c): l・el ， bdC とな

るから ， deg( 剖 )=2 が得られる.

逆に

rE2:; または 5εN 

とすると，ある x=ωEN2(W)に対して

{x}=τ nW または {x} =co[躑 {O}] n W 

であることが簡単にわかる. 以上によって， 2: UN と

N2(W) の聞には l 対 l の対応関係があること， および
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I 1 ω=XE!"E L:のとき

deg( ω)=;， 1 ω =XECO[~O U {O}]のとき

2 その他のとき

が示された.したがって ， (t)O=XECO[~OU {O}]なる ωOE

N2(W) を初期点にしてグラフ G(W) に基本アルゴリズ

ムを適用することによって得られる N2(W) の節点の有

限列をいγ: r=O, 1, "'， k}， それに対応する W上の点列

を {xr: r=O, 1, "'， k} とすると ， t;rEN(r=O, 1, "', k-I) 

と !"kE L:が存在して

ぉγErel.int[co{~rU{O}}J (r=O, I , …, k-l) 

xkErel. int τk 

が成立する. {~rEN: γ=0， 1 ，・田・ ， kー I} はKuhn の方法

によって生成される (n-I)一単体の列と一致する.

Kuhn の方法の他にも整数ラベノレを用いている方法が

いくつかある ([35J ， [36J , [39J等).それらの方法も上

で述べたような適当な変換によってCP法の統一的な枠

組のなかであっかうことができる.しかしこれは単に

形式上の問題であって，実際の計算が変換された後の区

分的線形方程式系に対して行なわれるわけで、はない.と

くに，整数ラベルを用いる方法は行列の線形演算(基底

変換)を必要としないので!反復あたりの計算が非常に

簡単であるという利点がある.

5.2 Merrill の方法

不動点の近似計算は Merrill の方法 (Restart 法)の

出現によって飛躍的な進歩を遂げている. Kuhn and 

Mackinnon による Sandwich 法[14Jはこの方法によく

似てし、る.ここでは，この方法を非線形方程式系

(41) f(x) =0 

の解法として記述し，そのあとで、Brouwerの不動点を近

似する問題へ応用する.ただし ， fは Rη で定義され Rπ

の値をとる連続写像とする.A を IIXII の正則な行列，

XO を R" の点として線形写像 g: Rn→Rη を

(42) g(x)=Ax-Axo (xERn) 

で定義する.さらにf と g との聞のホモトピ- h: Rnx 

[O， IJ→Rπ を

(43) h(x, t) =( l-t) f(x)+tg(x) 

((x, t) εR"x[O， IJ) 

で定める .J を Kuhn の分割 (2.3) または Union Jack 

分割 (2.4) として ， K={σEJ:σ CR'色 x [0 , lJ} とおく

と ， Kは Rnx[O， IJ の単体分割となる.各正の数 p に対

して ， pK を K を Xt， X2 ， 一 ， xη 方|白jに pf音して得られる

Rn x[O， IJ の単体分割とする.すなわち

pK={co{恒久 t) : (x , t) εσ} :σ 己 K}

pK を用いて区分的線形写像 H: IpKI→Rη をつぎのよ

うにつくる.
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n+1 
(44) H(x,t)=.I: Àjh(uJ, tJ) 

j=O 

ただし
n+l n+l 

(x， t)= I: ん(uj ， tj) ， I:ん=1 ，
1=0 1=0 

(45) J. j;'三o (j =0, 1, 回一， 11+1) ，

σ =co{(uJ， tj) : j=O, 1, …, n+I}EpK 

で定義する. このようにしてつくられた H は h の近似

になっている.実際，つぎの補題が成立する.

補題 5-1 :各 (x， t)ERnx[O， IJ に対して ， H(x， t) は

ρ→0 のときに h(x， t)に収束する.

証明:この補題は“自明"といって片づけられることで

もない.というのは， p を 0 に近づけても pK に含まれ

る(河← 1)ー単体の t 方向の長さは常に 1 になっているか

らである . (x， t)が (45)を満たしていると仮定しよう.

(46) I={i: ti=OJ, M=(j: tJ=l} 

とおくと， (45) より

(47) t= L: J. j , (1-t)= L: ん
jeM ie[ 

また(43) と (44) より

(48) H(x, t) = I:ん f(が)+乙んg(vj)
Zε1El砲

が成つ立つ. p• o ì;こすると，各 vi(iε 1) ， が(j E三 M)は

Z に収束するから， (48) の右辺は h(x， t) に収束する(証

明終わり).

とくに t=O に固定すると H( ・ ， 0): Rη→Rn は f: Rn 

→Rn の近似になっている.また， t=1 に固定したとき

には， (45)が成立するためには(46)において 1=ゆでな

ければならない.よって， (47)と (48)は

H(x, I)= I:.J.jg(vJ) , 1=L:J.j 
JEM JEM 

と書ける.他方 g: Rn→R'川土 (42)によって定義される

線形手像であるから，結局

(49) H(x, 1) =g(x) =Ax-Axo (x己Rη)

が得られる.

区分的線形方程式系

(50) H(x, t)=O ((x, t)ERnx[O, IJ) 

を考える.左辺は(n+l)一次元多面体 Rnx [0, IJ 上で定

義され Rη の値をとる区分的線形写像であるから，その

解集合 W={(x， t): H(x， t)=O} は，非退化の仮定のも

とで，高々可算本の互いに交わらないパスおよびループ

よりなる(定理3-1). Wに対応するグラフを G(W)であ

らわす. pK は Rηx [0, IJ の単体分割であるから，各W

ησ ((TEpK)は有界な線分となる.したがって ， No(W) 

=Nt{W)=ゆとなる. (49) より ωO三 (xO， I)は N2 (W)に

含まれる節点となる. また， (♂0 ， 1) E三 bdRηx [0, IJ よ

り ， deg( ω0) ニししたがって， (t) 0 を初期点にしてグラフ

G(W) に基本アルゴリズムを適用することによって， G

(W)の有限パスあるいは無限パスを生成することができ

る.生成されたグラフ G(W) 上のパスに対応する W上

297 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



のパスを WO であらわすことにしよう.基本アルゴリズ

ムが有限回の反復で終了し(境界点終了)， WO が (XO ， 1) 

とある (x， t) EbdRn X [0 , lJ =Rηx {O, 1} を端点にもつ

パスになったとすると ， t=O であり 3は方程式系(41) の

近似解になる.実際， t=1 とすると， (49) におし、て A が

正則行列であることより x=XO . これは WO がパスであ

ることに矛盾する(あるいは非退化の仮定に反する). WO 

が有界でないパスになった場合にはこの方法では(41) の

近似解は求まらなかったことになる.そこで， WO が有

界なパスとなるための十分条件を 1 つあげておこう.

定理 5-1: XO を含むある有界開集合 U に対して

(51) H(x， t) キ o ((x， t) ε {bdU} x [0, lJ) 

とすると WO は有界なパスとなる.

証明 WO が有界でないと仮定すると ， (X , t)EWOn 

[{bdU} x [0 , lJJ なる (X， t) が存在する.これは(50)に

矛盾(証明終わり).

系 5-1 :がを含むある有界開集合 U が存在して

(52) O$co{f( ♂)， g(:c)} (xEbdU) 

とすると，ある正の数 p* が存在して ， O<p壬r ならば

WOf土有界なパスとなる (H:Rηx [0, lJおよびWは p に

依存している).

証明: (52) は h(x， t) キ O( (x，t) ε {bdU}x[O， IJ) と同値

である.したがって，補題チ1 より，十分小さな p に対

しては (51 )が成立する(証明終わり).

上の結果を Brouwer の不動点を求める問題に応用し

よう • XcRη を i1ltXキりなる有界閉凸集合として，連

続写像 <p : X→X の不動点を近似する問題を考える.

f: RfI→Rn と g: Rn→Rη をつぎのようにとる.

(Xー <p (x) (xιX) 
f(x)= イ 4

(53) Ix-c (x$X) 

g( ♂ )=x-XO (XEX) 

ただし cEi1lt X , XOEX. h: Rn x [0, lJ→Rη を (43) ，

H: Rnx[O, lJ→Rn を (44) と( 45) で定義する. このと

き，/と h は不連続な写像となり，補題 5-1 および系 5-1

は成立しないが，定理 5-1 は有効であることに注意する

必要がある. (45) を満たす各 (x， t) εRηx [0, lJ に対し

て， (44)は

(54) H(x , t)=x-{ I:ん (ui-f(ui ) )+乙んが}

と書ける.ただし， 1 と Mは (46)で定まる添字の集合.

第 2 項{…}は常に X に含まれる.したがって， U を X

をその内部 i1lt U に含む有界開集合にとると (51 )が成立

する.ゆえに， XOEX, cε i1ltX および p>O の取り方に

は無関係に WO は (xO ， I) とある(忌， 0)を端点とする有界

なパスとなることが定理 5-1 によって保証される.

つぎに云が￠の近似不動点になっていることを示そ
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う • (x， t)=( 云， 0)をそれを含む σ =co{(uj ， tj) : j=O , 

1 ，"'，1l十 I}EpK の頂点の凸結合で(45) のようにあらわ

すと， (54) より

x= I:んso(ui )+ I: J. jc, I:ん+I:ん=1
ic1l jEI2 iE1l ε[2 

ただし

1,={i : UiEX }, 12={j: ui$X} 

が成り立つ. p が十分小さいとすると

(ラ5) ♂土(I:ん )<p( 語)+( I: J.j)c 
iEl1 jEJ2 

が得られる.したがって， ι=併ならば， xニヂ (x) とな

る. 12キゅのときには，/の定義より，去は X の境界に

非常に近い点でなければならなし、(図 5-2). そのような

語を，伊(認 )EX と cEi1ltX の凸結合で近似するために

は忌宇 so(云)で、なければならないことがわかる.ゆえに，

いずれの場合にも 2宇伊(亙)が示された.

図 5-2

さて，実際に v の不動点を近似計算する際には，近似

精度を定める p>O と初期点 (XO ， 1) の選び方が問題にな

る.計算効率をあげるためには，パス WO がよぎる (11+

1)一単体 σ EpK の個数(対応するグラフ G(W)上のパス

の節点の{同数)をなるべく少なくするのが望ましい.し

たがって， so の不動点に関してなんの情報も得られてい

ない段階で p を非常に小さくとることは計算効率上で危

険が伴う.この段階では p を適当に大きくとって低い精

度の近似不動点認をまず求め，つぎの段附でがを M で

おきかえ， ρ>0 を小さくして， より高い精度の近似不

動点を求める.この過程を何回か繰り返せば満足できる

精度の近似不動点を計算できる目通常，各段附で計算さ

れる近似不動点は互いに近いと考えられるから，各段階

で生成されるパス WO がよぎる (11+1)ー単体 σ EpK の11，\j

数は少ないことが予想される.

5. 3 Continuous deformation 法

恥1errill の方法に計算効率および応用の l司直iで、対抗で

きる方法に Continuous deformation 法がある.この

方法は Eaves[5Jによって H 単体 S上て、定義され S の値

をとる連続写像￠の不動点を求める方法として提案され

たものであり，その後 Eaves and Saigal[6J によって
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一般化されている.ここでは， Merrill の方法について

と同様に，非線形方程式系(41) の解法として述べる.こ

の方法の特徴は条件(49) と

(56) limH( .x, t) =f(.x) (.xERn) 

の 2 つを満たす区分的線形写像 H:Rηx (0, lJ→Rη を

利用することにある.このような写像Hを構成するため

には特殊な構造をもった Rnx (0, lJ の単体分割が使われ

る.ここでは Todd[23 ， 24Jの単体分割J3 を紹介してそ

れを用いることにする.

J3 の頂点の集合 J30 cRηx (0, lJ を

J30={V: V肘1=2-k (k は非負整数)

Vi/Vn+l は整数(i= 1, 2, "', 11)} 

とし，さらに，その部分集合 J30C を

J30C={VEJ30: v;/vη刊は奇数 (i=I ， 2 ，"'， n)}

で定める.各 VEJ30C は中心頂点とよばれている.各 U己

J30C に1すして， νj(V) (j ニ 1 ， 2 ，"'， n+1)を

(-1 Vi/Vn+l= 1 (mod 4) のとき
ν ;(V) =1 

1 vilvn+t=3 (mod4) のとき

で定義する(たとえば， Vj/vn+ 1 ニ ( 5 x 2 -2) / ( 2 -2) = 1 

(mod4)). n を {1 ， 2, "', n+ 1} の 11民列の集まりとする.

すなわち，各 πEn は集合 {1 ， 2, "', n十 1 }からその上へ

の l 対 l 写像. J3 はつぎの条件を満たす(n+l)ー単体 σ

の集まりとして定義される.

(57) 

πεn， π(m)=n十 l

SjE三{ー 1 ， 1} (j =1 ， 2 ，"'， mー 1)

vOEJaOC , v 1, V2, …, Vn+1EJao 

Vi=Vi-l+vOn+lSiCπくも (i =1 ， 2 ， …, 11l ー 1)

n+l 
U叫=vm- 1 -VOη+1I: I-'<(j) (VO) グ(])

J=m 

VJ =vj-l十 2 VO川1νπ(jl(vO)eπ Cj)

(j=m+ 1, ー・，河 +1)

σ =co{VO ， Vl , "', v1川}

ただし ， c' は第 i 要素が l で他のすべての要素が 0 の n

+1 次元ヘクトル.図 5-3 は河 =1 の場合，国 5-4 は 11=

2 の場合に集合{(.x， t)ER2 x (0, 1J: 0豆町三五 l(i=I ， 2) ，

1/2 話 t 三五 1} がみによってどのように分割されるかを示

している .σ のl頁点 VO， v 1, "', V叫-1 は超平岡 RηX {2-k} 

上に， um， um+l，・ ， v n + 1 ~土超平面 Rnx {2-k+l}上に乗る.

とくに ， mニ 1 のときには， r=co{u1, u 2, "', U凡+1}は Rn

X {2- k + 1 } に含まれるか単体となる.そのようなト単体

の集まりは超平面 Rη X{2-k+l} の単体分割を構成してい

る.この単体分割は 2.4 節で、述べたUnion Jack分割と

[I1J じ構造をしている.実際， Rn の Union Jack 分割

J1 を縮尺 1/2k-l で縮めたものに一致している. 5.2節で

Kから pK をつくったときと同様に， p>O に対して

pJ3 ニ {co{(p.x， t) : (.x， t) εσ} :σεJ3 } 

1977 年 5 月号

とする.各 σ =co{(uJ， tJ) :j=O, 1 ， … ， n+l}EpJ3 に対

して diam(a・ )=max {t:yーダij: y， y'E σ! とおくと

(58) diam(σ)→o (tO→0 のとき)

が成立する.

図 5-3

1 2 

図 5-4

日: R+→ (O， IJ を条件 a(O)=1 を満たす非増加な連続

写像とする .g を (42) で定める . pJ3 の頂点(u， t)に対し

て

( g(u) 日 (IUーが[1)孟 t のとき
H(u ,t) = 1 

lf(u) αUu- .xOII)>t のとき

と定義し，各σερJ3 内に H を線形に拡張する.図 5-5

は n=ol の場合の集合 {(.x， t) :日 ([I.x-.xOjl) =t}:を例示し

ている.このようにしてつくられた H:Rn x(O， IJ→Rη

は (49) と (56)を満たす区分的線形写像となる.実際，超

平面 Rnx {1} 上にある J3 の頂点(u， l)に対しては H(u，

1) は g(u)に一致する .gは線形写像で、あるから (49)が成

立する.また，各 .xER九に対して，十分小さな:tE(O， IJ

をとると， (.x, t)を含む σεpJ3 のすべての頂点(V， S)で

日(:V-- .xO Il) >S が成立し ， H の定義より ， H( .x, t)ECO{f 

(u) : (u， s) εσ}が得られる.したがって， (58) より (56)

がみちびかれる.

一一一一一一-7 J 

図 5-5

299 © 日本オペレーションズ・リサーチ学会. 無断複写・複製・転載を禁ず.



区分的線形方程式系

(59) H(x , t)=O ((x , t)ERnx (0, 1J) 

を考える. (59)が非退化であると仮定しその解集合を

W， 対応するグラフを G(W)であらわす.各 σEpJa は
有界であるから ， No(W)=N1 (W)=ゆとなる. (49) よ

り， úJO 三 (xO ， I) は N， (W) に合まれる deg( ω0)=1 なる

節点となる.また

Wη bd{RηX(O， IJ}=Wn 伏見 x {1}} 

={(xO, I)} 

より ， deg(w)=1 なる ωεN，(W)は ω0 以外には存在し

ないことがわかる.ゆえに， 0)0 を初期点として G(W)に

基本アルゴリズムを適用することによって ， G(W) の無

限パスが得られる.対応する W上のパスを Wo であらわ

す.

ある有界開集合 U が存在して ， lVo が Ux (0 , lJに合

まれると仮定しよう.各tE(O ， IJに対して ， clU x [t , lJ 

は Rn x(O， IJに含まれる有界閉集合となる.補題 2-2 よ

り ， clUx [t , 1J は高々有限個のσεpJa としか交わらな
い.このことは WOn {clUx [t, lJ} 内には高々有限個の

節点、山EN，(W) しか存在しないことを意味している.ゆ

えに，パス Wo は高々有限個の σεpJa を通った後にか
ならず超平面 Rη x {t} と交わる.これは任意の tE(O， IJ

に対して成立する. よって Wo 内に点列 {(xk， 2- k ) : 

k=O， I ， …}をとることができる.十分大きな止に対し

て ， Xk を含む σεpJa の各頂点 v で α (， V-XO:i) > 2- k が
成り立つ.このような k に対しては， H の定義より

。=H(xk， 2- k ) ε co{f(v) : v εσ} 

ゆえに討は方程式系(41 )の近似解となってL 、る.

条件(ラ 1)を

(51)' H(x， t) キ o ((x , t)EbdUx(O , IJ) 

で置き換えると，定理 5-1 がここで考えている WO に対

しでも成立する.また，系 5-1 はそのまま成立する.証

明は Merrill の方法の場合と同様なので省略する.さら

に， (53) のように f， g をとることによって，連続写(象

ぃ :X→X の不動点を近似することができる.

上で、述べた Continuous deformation 法では，方程

式系(41 )の解から速いとき ( t が 1 rこ近いとき)には l 反

復あたりの歩み悩が大きく，かっ，解に近づくにつれて

( t が 0 に近づくにつれて) 1 反復あたりの歩み幅が次第

に小さくなるように自動調節がなされてし、る.これが計

算効率を高めるのに有効に働く.

5.4 パス WO の計算について

Merri11の方法あるいは Continuous deformation法

において，パス Wo はどのようにして計算されるのだろ

うか.これら 2 つの方法では左辺が単体写像からなる区

300 

分的線形方程式系を対象としている.それらをより一般

的に

(60) H(y) =c ( γεC) 

と書くことにしよう.ただし ， CcRn+l は intCキ併なる

lせl集合， K は Cの単体分割， H: IKI →R九は単体写像，

cERn とする. (60) の解集合 W={yEC: H(y)=O} に

含まれるパスを計算するときには， (60) の代わりにそれ

と同値な線形方程式系の族
?る +1 n+l 

(6MEfJH(UJ)=c， pJニ 1 ， J.よO(j ニ0， "', 11+1) 

ただし， σ =co{VO， v1 ， … ， v r;け 1}

(σε K) をあっかう .σεKを 1 つ固定すると， (61-σ) の

解 J. = (J.o, J.1, …, Àn + 1 ) の集合は有界であり，かっ，非退

化の仮定のもとで(6トσ)はちょうど 2 つの基底解れと
n+l 

，1' をもっ. ，1 1 と J.' は変換』→γ= 2:;んvJ:を通して， σ の
j=O 

n 次元フェイス τ 。に含まれる W のj誌が，がに対応

しており， Wnσ =co{yl， ヂ}となっている. 4.3 節で線

)1'*方程式系の族(31-5) (5cN)に対して行なったのと同

様の議論が (61σ) に対しても展開できる.結局(61σ)

(σ EK)の基底の交換を連続して行なうことによって W

に含まれるパスあるいはノレープが百十算される. この過程

は線形計画法に対する改訂シンプレックス辻、と非常によ

く似た形となる.

おわりに

ィ、!li}Jj.'.\と相十rlì性の題!Ii命を総合的にあつかった文献とし

ては， [23J , [28J , [34J , [37], [38J等がある.なかで

も，不動点と相補性の理論の統一は口4Jによってなされ

た仕事であり， [28Jはそれをさらに発展させてし、る 本

摘もこの 2 つに負うところが大きい.また[28Jの参考文

献には 200 編以上がリストされており 1975年以前の関連

した論文のほとんどすべてをカパーしている. [23J は者;

苔 Todd の単体分割lに関するすぐれた仕事を含んで‘い

る. [38Jには本稿ではふれなかった Scarf[21Jの方法や

Eaves [33J の方法についての解説もなされている. (了)
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県レベル土地利用基本計画の作成方法に関する研究(修~!論文)

一一一千葉県におけるケース・スタディを中心として

木研究は，土地利用計画策定の方法論で、ある.現在，

大都市および地方において土地利用に関連して生じた諸

問題や混乱はいちじるしいものとなっている.県レベル

の土地利用基本計画は，従来とかく対症療法的な施策の

積み重ねになりがちだった土地利用を総合的な計両の段

|滑に引き上げるものである.

ミこでいう県レベル土地利用基本計画は，つぎの 2 つ

の方向へ応用・発展することをめざしている.

第 l に，都市計商法，農振法等によって定められた地

域指定の軍:複地域に対し，相互の調整の指針を与える.

したがって，都市的土地利用から農業，森林，観光レク

レ{ション，自然保護的土地利用にいたる広汎な土地利

用を共通の場にならべて評価する.

第 2 に，地域の理想的な土地利用将来像を示し，土地

利用転換の規制といった土地政策や，都市整備・農地本

格整備などの公共投資に指針を与える.

木研究は，こうした県レベル土地利用基本計阿の策定

の方法を検討し，策定方法を呈示して，ケース・スタデ

ィを行なったものである.

l二地利用を考える際に留意しなければならないのは，

土地の資源としての特殊性である.土地は全体としての

供給がきわめてかぎられた貴重な資源で、ありザ能なか

ぎり土地の有効な利用がなされる必要がある.しかも，

自然生態系の長期的なバランスを維持することが期待さ

れ，公害や災害に関し十分に配慮がなされなければなら

ない.また，土地を社会的に効率よく利用し得るか否か

は，経済の発展や生活福祉の維持・改善にとっても大き

な形得力をもっている.

ここれらをふまえて，本研究は県レベノレ二j)'也利用基本計

Ilfli の策定フレームとして土地の供給条件の把握，土地需

要の趨勢の把握，それらの調整・評価の 3 つのプロセス

を設定し構成する.とくに，+地の供給条件を把握す

るプロセスの中心に分級を考え，+地分級評価方法の比

較検討を行なう.さらに，調整・評価のプロセスで，供

給と需要の結合および政策や計画的視点の導入の方法を

"命ずる.各プロセスの概要は，以下のようである.

(1) 土地の供給条件の把握フロロセス

土地の資源そのものの内容を明らかにするプロセスで

あり，地形や地質等の士地の特性を把握，総合化して，

一定の土地利用目的にそってグレーテ、イングする.分級

は，その方法であり，土地単位のとり方，因子の選択

法，同子の総合化等の方法にさまざまなものが考えられ

る.本研究では，分級方法をモノレフォロジカル・アナリ

シスによって比較検討し最適な方法を示し，分級方法を

ケース・スタディで呈示して実際に行なう.

(2) 土地需要の趨勢の犯握フ。ロセス

士地利用の需要は，地域の人口，就業構造などや将来

計闘が土地利用面積規模のレベノレにまでプレーク・ダウ

ンして発生する.土地利用の変動を把握して，評価のプ

ロセスと連結する.

(3) 調整・評価プロセス

Ul~flJ用問の1liIJ約条件を満たし，可能な土地利用ノミタ

ーンのなかから最適な土地利用パターンを選択すること

である.ここでは，土地供給を所与として土地利用を規

定してゆく供給先決方式を採用する.土地利用パターン

が与える各種指標のトレード・オフ関係から，し、くつか

の代終案をしぼり，需要や政策・計画的視点から最良の

土地利用パターンを選択する.

以上，土地利用計画策定を構成する 3 つのプロセスの

概要を述べたが，これによって実現された土地利用基本

汁l曲iH，土地資源の保全と有効利用の条件を満たして，

残された自由度のなかで計両や政策の視点を導入したも

のである.なお，ケース・スタディは，千葉県君津郡市

広域闘を取り上げ，県レベルの計画の一部として実際に

行な-)tc.. 

(大谷清，東京工業大学社会工学科)
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