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不動点と相補性の理論 (1)

小島政和

「不動点と相補性の理論J は“Fixed points and であるといい，その他の場合，すなわち ， N(G) が可算

complementarity theory" の和訳である.この理論は， 無限個の要素よりなるとき， Gは無限グラフであるとい

1964年の Lemke-Howson の論文 [16J で与えられた う.枝 aEB(G) が節点的， (V' を結んでいるとき ， a= 

2 人非零和行列ゲームの解法を原点とし，相補計画問題 (ω ， m') と書く. 図 1-1では a= (1, 2) , b= (1 , 3) 等.

(Complementarity problem) と Brouwerの不動点を求 ここでは，すべての校 aEB に方向のない無向グラフの

める問題を中心として発展してきた数理計画の一分野で、 みを考えるので(剖， m') と (w' ， ω) を区別する必要はな

ある. い.

この分野で生まれた手法はComplementary pivoting 節点と枝の有限列

algorithm (Lemke's method) [10, 15J , Fixed points mO (，ω0 ， ω1)ωω1， w') …ωk-l (，ωk-l ， ωk) ωk 

algorithm [4, 12 , 21J , Restart method (Merrill's を有限連鎖とよぶ.有限連鎖の中で，条件

method) <17J , Continuous deformation method 白， (1) 却もキωj (i キJ)

6J , Sandwich method [14J 等の名称がつけられてお を満たすものを (ω0 と ωk を端点に持つ)有限パスとよ

り，線形計画 [19J ， 2 次計画 [2 ， 3J，非線形計画[ 18J , び，条件曲。=ωk， wiキ (j) j (0主計 <j<k) を満たすものを

ゲームの理論 [9， 20J，経済均衡論 [22J，非線形方程 ループとよぶ. IぎJl-1 のグラフでは， 1 a2f5 が l と 5 を

式 [7 ， 8J，代数方程式 [1 ， 13J 等に応用されている. 結ぶ有限パス ， la2d3bl がループに必っている.条件

本稿は「不動点と相補性の理論」の統一的な枠組をやさ (1)を満たす節点と枝の無限列

しく解説することを目標にしている. ωo (WO, (j) 1) ω1 (m1, m') ・・…・

複雑な議論はなるべくさけ，例や凶を多〈用いてこの を端点曲。を持つ無限パスとよぶ.条件 (1) を満たす節点

理論の本質を直観的に理解してもらえるように努める. と校の無限)j\j

以下では，不動点と相補性の理論にもとづいた手法をひ ・・叩-1 (印 -1 ， ω0)ωo (ω0 ， ω1)ω1.... . 

とまとめにしてCP法とよぶことにする. を端点を持たない無限パスとよぶ.有限パスと無限パス

を合せてパスとよぶ.

1. CP法の基本原理 N(G) の部分集合と B(仰の部分集合がグラフ G' を形

CP法の統一的な枠組は数学的な準備をした後に与え

ることにして，その枠組の中で用いられている単純な原

理をグラブの理論の用語を使って説明することからはじ

めよう.

1.1.グラフ，パス，ループ

G を節点(頂点)の集合 N(G) とこれらを結ぶ枝(弧，

辺)の集合 B(G) よりなるグラフとする.図 1-1 は節点の

集合N(G) ={1 , 2,…, 8} と枝の集合 B(G)={a， b , 

., h} よりなるグラフ G を示している.

N(G) が有限の要素よりなる場合には Gは有限グラフ
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成するとき G' はグラフ G の部分グラフであるといわ

れる.任意の 2 節点 ω， (u'EN(G') を端点とする有限ハ

スが G' 内に存在するとき， 部分グラフ G' は連結であ

るといわれる.連結部分グラフ G' に対して G' を含

みかっ G' とは異なる任意の G の部分グラブが連結でな

いとき， G' は G の連結成分であるといわれる.

凶ト2のグラフは図トiのグラフの連結部分グラフにな

っているが，連結成分にはなっていない

節点的EN(G) に直接結びついている校の数をその節

点 ω の次数とし、し、 deg(ω) であらわす 凶 1-1のグラフで

は deg (1) =3 , deg(ラ)=1 となっている.
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1. 2. C P法で使われるグラフ，基本アルゴリ

ズム

CP法の統一的な枠組のなかで用いられるグラフG は

条件 deg(ω) 孟2 (ωε N(G)) を満たす.すなわち，各節

点、 ωEN(G) に結びついている校の数は多くとも 2 本で

ある.このようなグラブ G の連結成分 G' はつぎの 5 つ

に分類される.

(a) G' はある ω0， ωkEN(G) を端点とする有限パス

(b) G' はノレープ

(c) G' は 1 つの節点 ωOEN(G)

ほ) G' は ωOEN(G) を端点とする無限パス

(e) G' は端点のない無限パス

(図 1-3) . ただし，すべて節点および校が陽に表現され

ている必要はなく，この段階で必要な情報は

(i) ある ωOEN(G)

(ii) ωEN(G) がわかったとき，叫に結びついている

すべての枝 (ω， ω')EB(G) を計算する規則

だけである.これらの情報を使って，つぎのアルゴリズ

ムをグラフG に適用し--C，パスあるいはノレープを生成す

ることヵiで、きる.

基本アルゴリズム

ステップ o : p=ω0， k=O とする deg (ω0) =0 ならば

終わり.その他の場合には， Ú)O に結びついている

校を 1 本選び，それを (ω0， ω) とする.

ステップ 1 : k=k+ 1, P=P(ωk-l ， ωk) 印k とする.

ステップ 2ωk=ω0 ならば終わり (P はループ) . 

ステップ 3 : deg(ωk) =1 ならば終わり.

ステップ 4 :αJk に結びつき， かっ， (ωk-l ， 叫k) とは呉

なる枝を求め，それを (ωk， llJk+l) とする.ステッ

プ 1 へもどる.

deg(ω0) =0 のときは， P=ω0 はG の連結成分となる.

deg(ω0) =2 の場合には， 基本アルコリズムは有限回の

反復の後にステップ 2 または 3 で終了するか， あるい

は，反復が無限同繰り返えされる.通常ループをさける

ために ， deg(ω0) = 1 なる ωOEN(G) を初期節点として

とる.この場合には，ステップ O で、選ばれる校 (ω0 ， �)l) 

は一意的に定まり，生成されるパスはG の連結成分とな

る(灰[1-3 ， (a) または (d)) .与えられた問題に対して，反

復が有限l到で終わるようにグラフG が設計されている場

ω77 年 3 月.

合には，最終節点 ωk は問題の解あるいは近似解に対応

することになる.反復が無限につづくように設計されて

いる場合には，パス上の節点の列 {ωk} は解に収束する

近似解の列に対応することになる.

(a) 

u 
ω 

(b) 

ω k ~ 1 

1 
ω (c) 

Id) 〆ナ\.;--0..\
。

ω 

。 ω 。

ノヘ十戸\42/'f3
1. 3. 簡単な例

3 次元空間内の正三角形

{x= (x" x 2, xs) : x ., x 2, Xs註0

X1+X2+XS= 1} 

を S であらわす(図 1-4).

。を S で定義されS の値をとる連続写像とする.この

とき ， 9 の不動点， すなわち， g(x) =乏なる XES を近

似的に求めよ(この問題を一般化したものが Brouwer の

不動点を求める問題).

X, 

X , e' ~ (0 , 1, 0) 図 1-4

亙三角形 S は 3 次元空間内の 2 次元平面

{X= (x" X2, XS) : X1+X2+xs=l} 

上にある.図ト5 のように，この 2 次元平面上で S を正

三角形 T で囲んだ後に T を正三角形で分割する.分割

された小さい三角形を小三角形とよぶ.S は一辺の長さ

が、121m の m'個の正三角形で、分割されている([封 1-5で

は m=4).

各小三角形の頂点 uに対してつぎの規則にしたがって

ラベル L(v) E {1 , 2, 3} をつける.

v が T の境界上の点，かっ，

(2) L(り)=べ Ilvーが11壬;llv-ukll (kキ i)
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u2 

, j VES, Vj>O , 

かっ，匂j.ミOj(V) のとき

上の条件だけではラベル L(v) が一意的に定まらない場

合がおこる.そのときには，ラベル L(v) の候補のなか

でいちばん若い番号をとることにする. S 内の小三角形

σ の頂点 V' ， り2 ， V3 のラベルがそれぞれ 1 ， 2, 3 と仮定

すると， (2) より

VJ j孟gj(VJ) (j =I , 2, 3) 

が成立する.したがって ， m が十分大きく σ の一辺が十

分小さいときには， 0 の連続性より， σ 内の任意の♂は

Xj孟gj(X) (j =1 , 2, 3) 

を近似的に満たす.一方， XES かっ g(X) εS より

X， +X2十X.=g， (X) +02 (X) +03(♂)=1 

ゆえに ， O(♂)ニZ がみちびかれ， 。の不動点を近似する

問題が，ラベル 1 ， 2, 3 を持つ小三角形を求めることに

変換された..L;をラベノレ 1 ， 2, 3 を持つ小三角形の集ま

りとする.

グラフG を構成しよう.小三角形のラベル 1 ， 2を持つ

辺の中点の集合を節点 N(G) の集合にとる. 2 つの節点

が共通の小三角形に属するときその 2 節点を枝で結ぶこ

とによって有限グラフG ができる.各節点はたかだか 2

個の小三角形にしか含まれ得ず，各小三角形はたかだか

1 :本の枝しか含み得ないから ， deg(ω)壬2(ω EN(G))

であることがわかる.より正確には

o 2 つの σE .L;に対して ωεσ

つの σE .L;に対して ωεσ
(3) deg(ω)=( 

1 ω が T の境界に属するとき

2 その他の場合

ラベルのつけかたより ，1' の境界に属する節点ωは u'

とがを結ぶ線分上にある ω0 のみである(岡1-5) • した

がって， ω0 を初期節点として基本アルゴリズムを適用す

ることによって生成される有限パスにそって進めばある
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ωεσεZ に到達できる. また， G に含まれる有限本の

有限パスの両端になっている節点、の次数が 1 であること

と， (3) を考慮することによって， .L;に含まれる小三角

形の個数が奇数であることもわかるにれを一般化した

ものが Sperner の補題， [12J). 説明の都合上，グラフ

Gがすでにつくられているものと仮定したが，実際に

は，パス Pを節点 d まで進んだ時点で遭遇した小三角

形の新しい頂点、のラベルを調べ，新しくできるラベル 1 ，

2 を持った辺の中点を ωk+' とすればよし、(新しい頂点の

ラベルが 3 であれば σεZ が求まったことになる).

上にあげた例は Brouwer の不動点を求める問題と

Sperner の補題を 2 次元の三角形に限定して特殊な形で

あつかったものである Brouwer の不動点の存在は50

U 年以上も前に証明されていたが，それを近似計算する方
法は 1967年に Scarf [21J が与えたものが最初で、ある.

上述の方法は Kuhn [12J にもとづいているが， CP法

の統一的な形はこの方法とはかなり異なった様相を呈す

る.これ以後しばらくはCP法の統一的なあっかし、にね

らいを定めて上の例を離れることにする.

2. 線形数学からの準備

n 次元ユーグリッド空間を Rn であらわす. 各 xERn

は n 次元の縦ベクトノレとするが，その要素(成分)との対

応をとる必要がある場合には，紙面を節約するために，

X= (x" X2 ， ・・ ， Xη) と書く . UcRn に対して ， int U , 

cl U , bd U をそれぞれ U の内点よりなる集合， U の閉

包， U の境界点 (xEcl U かつ xrt int U なる点 X) よ

りなる集合とする • X, yERn に対して，不等号“注"を

X~y"""Xt与三Yt (i=l , 2, ・.. n) 

で定義する.Rη の非負象限

{xERn: X注O}

を Rn+ であらわす.とくに n=1 のときは ， R'(実数の

集合)および R'+(非負の実数の集合)を R およびR+であ

らわす.R 上の関区間，半開区間，閉区間に対しては

(a, b) = {xER : a<x<b} 

(a , bJ={XER: a<x孟b}

[a , bJ={XER: a三玉z話b}

等の記号を用いる.

2. 1.凸集合，多面体，単体

AcRn が条件

x , yEA, Â. ER→.lx十 (1 ーÂ.)νεA

を満たすとき ， A を Rn のアフィン部分空間であるとい

う. 2 次元平面 R2 上の l 倍!の点や I 本の直線(原点、を通

らなくてもよし、)は R2 のアフィン部分空間になる.各
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xOEA に対して，集合

{X-XO: xEA} 

は Rη の線形部分空間となるが， この線形部分空間の次

元をアフィン部分空間 A の次元とし ， dim Aと書く(閃

2-1). x, 
A 

図 2-1

CcRn が条件

X， 匂E三 C)
M ト一一→ÆX+ (1-ﾆ) YEC 

えε[0， lJ) 

を満たすとき， Cは凸集合であるという(図2-2は凸集合

の例，図2-3 は凸集合でない例).定義より Rη のアフ

ィン部分空間は凸集合となる.Cを含む最小次元のアフ

ィン部分空間を affC であらわす.実際には

aff C={μ+ (1ーÆ)ν :X， yEC， えε R)

となる(図2-4). a，万 C の次元をもって，凸集合 C の次

元とし ， dim C と書く.凸集合 CcRη の affCに関す

る相対的な内点の集合を l'el. int C で， 相対的な境界

点の集合を rel. bd C であらわす([遡2-4 で、は ， xErel. 

int C, yErel. bd C).凸集合 CcRη が-zgでないなら

ば rel. int Cキゆが成立する.

任意の UcRn に対して U を含む最小の凸集合を U

の凸胞と L 、 L 、 ， co U であらわす.実際には，

co U= n {CcRn: UcCかつ C は凸]

となる.図2-5は図2-3の集合の凸胞を示している.

pcRn がJ mxn 行列 A と bER閣を用いて

P={xERη: Ax主主b}

とあらわされるとき ， P を多面体とよぶ.通常は ， P が

有界である場合にのみ多面体という術語を用いるが，こ

図 図

2-2 (I-À)x十 ).1 2-3 (h\)x十 !.f~D

X, 

aff C 

y 

図 2-4
X1 

1977 年 3 月号

図 l 

2-5 

図 240 『1

こではPが有界でない場合にもこの術語を流用する.Rn，

Rn+ や図2-6 に示された Pは多面体である.多面体は凸

集合であるから ， aff P , dim P , rel. int P , rel. bd P 

が定義される.

多面体 Pの部分集合 Qが，条件

X, yEP， え E (0, 1)) 
ト一一→x. uE I,l 

(1ーÆ)X+ÆyEQ

を満たすとき ， P のフェイスであるという.定義より，

Pは P のフェイスとなる.多面体 pcRn のフェイス Q

はまた多面体となる.図2-6 は 2 次元多面体 P の 4 つの

0 次元フェイス VO， り1 ， V2 , V3 と 1 次元フェイス Qを例

示している 1 つの多面体のフェイスの数は有限であ

る. 0 次元フェイスは頂点ともよばれる.

多面体 pcRn が有界である場合には Pは有限個の

頂点の凸胞 co{VO ， が，… ， v臨}で P をあらわすことが

できる(図2るでは m=3). 逆に，有限個の点 VO， V 1, 

…, vmERn の凸胞は有界な多面体となる.

とくに ， m 本の n次元ベクトノレ

v'ーが (i=l , 2, …, m) 

が 1 次独立(線形独立)である場合には，多面体

S=co{VO, v 1, ・・ ， vm} 

を m-単体(あるいは， m を略して，単体)とよぶ. m-単

体 (m~4) は，点 (0-単体)，閉区間(1-単体)，三角形 (2-単

体)，四面体 (3ー単体，図2ー7) の高次元への拡張になって

いる m 単体 S の次元 dimS は m となる. Q が S の

フェイスであるための必要十分条件は， Q が集合 {vO ，

v' , ・\ vm } の部分集合の凸胞としてあらわされること

である.したがって， s のフェイスは単体となる.とく

に， VO 唱 v' ・ 1 世間は S の頂点、 (0-単体)のすべてである.

任意の XES は S の頂点の凸結合として一意的にあら

わされる.すなわち，各 XESに対して

m 
ん註o (i =O, 1, …, m) , I;ん=1

なる実数 ÆO' ん…，んが一意的に対応して

X=I; ﾆivi 
，=。

と書ける • Æ=(Æo ， ん... Æm) を Z の S における重心

!坐襟とよぶ.関2-8の例では， ﾆo= 1/4, ﾆl = 1/4, ﾆ2= 1/2. 
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X, 
ν 。 v'=( 1, 2) 

/ 1--• v3 

L_---' / 
v' 、\/

v'=(2 , 0) 
v' x, 

vü=(O , O) 

図 2-7 図 2-8

2.2. 空間分割

CcRη を dim C=m なる凸集合とする.有限あるい

は可算個のm次元多面体の族(集まり )K はつぎの 3 つの

条件を満たすときC の(多面体)分割であるといわれ

C=IKI 

と書く.

( i )C=U{σ:σEK} 

(ii) 任意のが， a2 EK に対して， σ'na2 は空であるか

またはがとがの共通のフェイスとなっている

(iii)K は局所有限で、ある.すなわち，任意の XEC に対

して ， X の Rη における開近傍 U が存在して ， U と

交わる σεK はたかだか有限個しか存在しない

Kが有限個のm次元多商体よりなるときは ， Kは有限

であるといわれる.図 2-9 は立方体の分割の例， ~12- 1O 

は 3 次元空間内におかれた正方形の分割の例，関2-11は

分割lになっていない例を示している.

これらの例より，つぎの補題が類推されよう.

補題 2-1: K を dim C=m なる凸集合 CcRn の分割と

する. "を σ'EK の m-l次元フェイスとする.このとき

(a) rcrel. bd C ならば T を含む σεK はがの他には

存在しなし、(図2-12) . 

(扮 "rtrel. bd C ならば T を含む σEK はがの他にち

ょうど l 個存在する(図2-13)

illE朋は [Theorem 2.3 , 23J 参照.ここで，条件 (iii)

X 2 

図 2-9 図 2-10h

図ふ11
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図 2 12 

は補題の成立のために必要であることをみておこう.

C=[ー 1 ， lJ 

K={[ー 1 ， OJ,<1/ (k+ 1) , l/kJ (k= 1, 2,…)} 

とすると ， K は条件の(i)および (ii) を満たすが， (iii) は

満たさない.実際， x=O のどんな開近傍も K の無限個

の要素と交わりをもっ• x=O は K に含まれる 1 次元多

面体[ー 1 ， OJ の 0 次元フェイスであり，かつ X=O Eí'ê

rel. bd C となっているにもかかわらず， x=O を含ùK

に属する i 次元多面体は[ー 1 ， OJ のほかにはない.す

なわち， (b)が成り立っていない.

補題 2-2: K を凸集合 CcRn の分割とする.このとき，

任意の有界閉集合 BcCに対して Bn σキゅなる σEK

はたかだか有限f闘である.

証明:条件 (iii) より，各点 XEB の開近傍 U(X) が存在

して， σ ハ U(X) キ併なる σEK を有限個にできる.一方，

B は有界閉集合であるから，有限個のが，が…， XkEB 

が存在して ， U(x1), U(X2) , U (Xk) の和集合で B

をおおうことができる(証明終わり).

上の補題より， Cが有界閉集合である場合にはKが有

限であることがわかる.しかし，その他の場合にはKが

有限であるとはかぎらない.たとえば

K={[I/(k+ l), l/kJ(k=l , 2, …) } 

は有界な半開区間 (0 ， lJ の無限分割になっている.

とくに，凸集合 CcRn の分割 KVこ属する多面体がす

べて単体であるとき ， K を C の単体分割であるという.

I'~集合 CcRn の単体分割 Kに対して Ko で K に属す

る単体のすべての頂点の集合をあらわす.以下に， CP 

法で、使われている Rm の代表的な単体分割を 2 つ紹介す

る.

2.3. Kuhn の単体分割 K1

K， の頂点の集合 K，o を

K，o={vεR明 : Vi は整数 (i=l ， 2, …, m)} 

で定義する .ll を {1 ， 2, m} の順列の集まりとす

る すなわち，各 πEll は集合 {1 ， 2,… , m}からその

上への l 対 l 写像である.がで第 i 要素が l で他のすべ

ての要素が 0 あでる m次元ベクトルをあらわす• K， は

つぎの条件を満たす m-Jì主体 σ の集まりとして定義され

る ([11J) . 

π Ell ， 
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v OEK10, 
Vi =Vi - 1 十 eπ〈臼 (i=l ， 2, …, m) , 

σ =co{VO， v 1, …, v叫}

図2-14は n=2 の場合を示し，図2-15は n=3 の場合に立

方体 {xER8: 0豆町三五 1 (i=l , 2, 3)} がどのように分割

されるかを示している . R3全体はこの立方体を X1 ， X 2, 

x3 軸方向に積み重ねた形で、分割される.

図

2-14 

x, 

図
x. 

2-15Xi 

2.4. Union Jack 分割 J1

図2-16は 2 次元平面 R2 の Union Jack 分割 [23 ， 24J 

を示している.正方形{xER2: 0豆町三五2 (i= 1, 2)} に i1

目すると， Union Jack (英国の国旗)の意味がはっきり

する.

x, 

X , 

図 2-16

J,O =K,o 

J，OC={VEJ，O: 引は奇数(i= 1, 2,…, n)} 

とする.各 VEJ， OC は中心頂点とよばれている J， はつ

ぎの条件を満たすmー単体の集まりとして定義きれる.

πεII ， 

SiE {ー 1 ， 1} (i=l , 2, …, m) , 

vOEJ,OC 

が=Vi- 1 +Siex山 (i=l ， 2, m) 

分割 J， を構成している各 m-単体は Kuhn の分割 K， で

x, 

x, 図 2-17

1977 年 3 月号

用いられているものと合同であるが，そのならべ方が異

なっている.立方体 {xER3: 0豆町壬 l(i=l ， 2, 3)} は

凶2-15のように分割されるが，その上に采っている立方

体{xER8: 0豆町壬 1 {i =1 ， 2 ), 1話x3三玉2} は|淘2-17のよ

うに分割されている.

2.5. 区分的線形写像

凸集合 CcRη 上で、定義され Rk 上の値をとる連続写

像 F は， C のある分割 K が存在して K に属する各多雨

体上で線形であるとき，区分的線形であるといわれる.

F と結びついた分割 K を明示するために F: IKI • Rk 

と書く.区分的線形手像F: IKI→Rkを左辺にもつ方程

式系 F(x)=O は区分的線形方程式系とよばれる.とく

に， K が C の単体分割である場合には F: IKI →Rk を

単体写像とよぶ.区分的線形写像はし、わゆる折れ線関数

の高次元への拡張になっている.関2-18は

F'(x) = (1/2)x+ 1 

F2(.r: )=X十 2 ， F3(X) =1 

F(x) =max {F' (x) , min{F2 (x) , F3(X)}} 

で定義される民分的線形写像 F: IKI →R を示してい

る.

F(x) 

F'(x) 

F'(x) 

2 
/ 

�' 

F' (x) 

σ ， -ーー

図 2-18

CcRη を dim C=m なる凸集合， f:C→Rk を連続

写像 ， K を C の単休分割とする.各 σ =co{VO ， v 1, 

U明}巴 K において垂心座標 À= (Ào, Àl1・・・ ， Àm)を持つ

X， すなわち

"‘ m x= L; ÀiVi , L; ん =1 ， Ài;主O(i=l ， 2, … , 11) 

仕る z に対して，

m 
F(x) =L; んf(vi)

i=O 

と定義~すると Fは各 σεK で線形な R/C の値をとる連

続写像となる.したがって ， F: IKI→Rkは単体写像で

f (x) 

図 2-19
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ある.このようにしてつくられた F: JKJ→Rk を f の

単体近似とよぶ(図2-19) . 
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