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における話題から

伊理正夫

はじめに

3 年ごとに開かれている International Symposium 

on Mathematical Programming の第 91" 1 目が去る 8

月ハンガリーのブダベストで開催された.主催国が東欧

圏にあったにもかかわらず 300 余名の参加者が集まり盛

会であったのは，この分野の研究が世界的にすっかり定

着したことを示すものとして喜ばしい.日本からの参加

者は 6 名，発表は 7 件(共著を含めると 8 件)であった.

この Symposium の International Program Com 

mittee の一員に加えられてしまったこともあって

週間の会期中できるだけ真面目になるべく幅広くいろい

ろな sessions に顔を出して，数理計画法の理論および

応用の世界における最近の動向を知ろうと努めてみた.

単体法

線形計画法について学んだことのある人なら誰でも単

体法のことはご存知だろうが，一応の復習を兼ねて，記

号の定義をしておこう.

Co , aij , bi , Cj (i= 1 ， … ， m;j=l ， … ， n) を与えられた実

定数として(行列 [aijJ の階数は叫であると仮定する)，

制約条件:

Xj~三o (j =I , …, 11) , )
 
-(
 

n 
I:: aijxj=bi (i=l , …, m) (2 ) 

を満足する実行可能解 Xj の中で目的関数:

n 
戸Co十ECFJ ( 3 ) 

いうまでもなく，話の大半は日本でいえば修士論文に の偵を最小にするようなものを求めるというのが，標準

毛の生えたようなものであったが(もっとも，最近では 形の線形計画問題である . 11 個の変数 Xj の中から適当

日本の修士論文の質も急落の一途をたどっているとの説 に m 個のもの(基底変数とよばれる;その番号の集合を

もあるのでこの比較は当を得ていなし、かもしれなし、)，さ I={i" …， im } とし，残りの番号の集合を J={I ， ...， n} ー

すがにこれはと感心させられる話も多かった.特定の専 I とする)を選び， (2) , (3) の m十 1 個の式の適当な一

門的主題に関する高度の研究のすばらしいものについて 次結合をつくることによって， (2) , (3) と等価な式群で

は，それぞれ，適当な機会に適当な方法で紹介されるこ つぎの形(基底形式とよばれる)をしたものを得ることが

とを期待して，おそらくほとんどすべての読者が関心を

持たれるであろうごく初等的な話題で，私が感心したこ

との 1 つを紹介させていただきたい.

話をしたのは 2 年ほど前に Cornell 大学で故 Fu­

lkerson 教授のもとで博士課程を終えた Robert G. 

Bland という若し、人.彼の研究の本当の目的は，マトロ

イドに方向性を持たせたような数学的体系の公理化とい

うようなことであるらしいが，そのような“一般的立場

から"線形計画法とその解法としての単体法を眺めてい

るうちに気づいたことであるという.
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できる (ëo ， ãij , bi , ëj は I を定めれば定まる ):

Xi十 I:: 緤jXj= bi (Viε 1)， (4) 
ieJ 

z=�o+ I:: ë;x;・( 5 ) 
jEJ 

すべての i(ε 1)に対してん註0 であるような基底 I の

ことを実行可能基底とよぷ.実行可能基j氏でかつ ëj注0

(VjEJ) であるようなもののことを最適基底とよぶ. 1 

が最適基底なら ， Xi ニ bi (Viε 1)， Xj=O (Vjε J) ， z= 

んが問題の解を与える.そして，問題に解があるならこ

のような形の解(最適基底解という)があるということ

も，単体法の副産物として知ることができる.
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具体的に線形計画問題を解くためには，現在では単体

法を用いるのが定石になっている. (主)単体法では，ま 退化と巡回

ず，何か 1 つ実行可能基底 Iが与えられたとして，そこ

から出発する(そのような基底は， もとの問題を少し修 線形計画法のことが書いてある本をみると，単体法に

正した問題をやはり単体法で解くことによりつくること ついて上記のような記述だけですませてあるものも少な

ができるに そして ， Cj (j E三J) の中に負のものがなけれ くない.それで実用上あまり困らないからである.上記

ぱ Iが最適基底であるからすべては終わる. のような話だけを理解してプログラムを組んだものがし、

そうでなければ たとしても，そのプログラムはまず間違いなくすべての

< A> Cjo<O であるような l つの jo( εJ) を選び， 線形計画問題を解いてくれるであろう.しかし，実際に

その jo に対して は仮定<C>が成立たない場合(退化が起きているとい

<B> 面ijO>O であるような i( El) の中でん/ゐ}ú の う)はいくらでもあるので，理論的にはもっと“きちん

値がもっとも小さいようなものの 1 つ io，を として"おかないと気持が悪い.

選び， そこで， “ちゃんとした"本では， そこのところに大

(すべての i( E1)に対してぬjo壬0 なら， もとの問題 変な神経を使う.退化が起きると，上記の規則<A> ，

に有限な解がないことはすぐわかるので，この左きも終 <B>にしたがって基底の変換を行なっているというだ

わりになる)， けでは， もしかすると同じ基底がなんべんもあらわれ

1'=(1ー(io}) U {jo}' J'= (Jー{jo} ) U {io} て， \，、つになっても脱出できない無限ループに入り込む

とおくと，簡単に検算できるようにl'がまた l つの かも L れない.少なくとも理論的にはそうならないとい

実行可能基底で，それに関する基底形式の諸係数は う保障はない.また実際，規則<A> ， <B>にしたが

面'ZJ= 函'J一万ij/iioj/ai山

(ViE l'一{jo}' VjEJ' ー{io }，

a'joj=aioi!aiO}O (VjεJ' ー{io}) 

a'iiO= -ãiJo/亘句jo (ViEl'-{jo}) 

C'o=co+cjobt/吾川o

C'j=Cj-Cjoaioj/丸山 (VjEJ'-(io}) 

C'iO=-Cj/訟 4JO' -"OJO 

b日 =bi-biO亙ij/ãiojo (ViEl' ー{jo}) 

的。=bi/ai山

(6 ) 

(7) 

(8 ) 

(9 ) 

(10) 

(11 ) 

(12) 

(I3) 

っているというだけでは，そのような巡回に陥る例がし、

くつか古くから知られている.退化が生じても巡回は起

こさなし、ようにするために，単体法をさらに精密化し

て， b，: と E。を単なる“数"ではなく“ベクトル"に一

般化L，数の大小関係をベクトルの間の“辞書的11原序"

に一般化した大がかりな“理論"に裏づけられた方法が

考えられ，本格的な書物にはそのことが相当の行数(い

やむしろページ数)を割L、て書いてある. (少し直観的に

わかりやすい説明として“摂動法"というものもあるが，

となる.そこで，この新しい l' を I だと思って，上の 内容的にはほぼ同じものである. ) 

手続(ピボット演算という)を繰り返すというのが，単休 私自身も致し方なくそうした本を書いたことがあるが

法である“線形計両法"，白日社， 1973)，とにかくここのところ

単体法でピボット演算を反復しているときつぎつぎと を書くときは厭な気分であった.しかも，巡回の例を人

あらわれる実行可能基底において 為的につくることができるにもかかわらず，辞書的順序

く C> 追い出される番号 io に対して biO>O のよとな特別の巡同対策をとり入れないで者通につくら

が常に成り立っていれば， Cjo<O でぬojo>O であるか れたフ。ログラムでもけっして循回は起こさないというこ

ら (9 )により凡くんである Co は基底を定めれば定 とが“経験的に"知られているのであるから(だからかど

まるものであるから，この場合，反復の過程で同ーの基 うかはしらないが，商用の大規模LP システムの単体法

民が 2 度以上あらわれることはできない.基底の数が のプ F グラムにも巡回対策は施されてないという話を開

ηCm を超えないことは自明であるから ， .~主体法の計算は いたととがある)，何のためにこんな大がかりな“理論"

いつかは終わりになる. を展開しなければならないのかと，書きながら懐疑的に

仮定<C>が成り立っているとすれば，以上のような ならざるをえなかった.

きわめて簡単な原理にもとづく話に少々周辺的な補いを 退化が起こるとどうなるかをもう少しくわしく観察し

するだけで，単体法の話は完了するわけである. てみよう. 規則<B>により基底から追い出されるら

に対して biO=O であれば，規則く A> により基底にと

り入れられる jo に対してつぎの基底では b'}o=O とな

り(式(1 3)参照)， またそれ以外の i(ε1)に対しては
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b'i=bi である(式 (12) 参照)，そして，ある基底に関し

て bi=O で，そのとき規則<A>により選ばれた jo に

対して aijO>O であれば，その i はらとして選ばれる候

補となる.そこで， ë。が減少しないで一定に保たれてい

る聞は(したがって巡回を起こしてしまえばもちろん)，

ある j が基底にとり入れられるとそれが基底から追い出

されるまで bj=O でありつづける.

Bland 氏の巡回対策

もちろん巡回が起こるかどうかは，規則<A> ， <B>

で jo，らが一意的に定まらない場合にどのようにして

jo，らを定めるかにも依存する， Bland 氏が提案してい

る対策にはかなり手の込んだ(しかし実用的には効率の

よさそうな)ものもあるが，その中でもっとも簡単明瞭

(ばかばかしいほど単純)なのはつぎのとおりである:

<A'> 規則<A>でんを選ぶとき候補者が 2 個以

上あれば，もっとも小さいもの(問題を与える

とき変数にふられていた番号のもっとも若いも

の)を選べ;

く B'> 規則<B> でらを選ぶとき候補者が 2 個以

上あれば，もっとも小さいものを選べ.

これで，どのような場合にもら， j。が確定することは

間違いない.そして，もし巡回が生じるとしたら，それ

は，ある定まった基底の集合の中を定まった順序で永久

に廻りつづけるものになるであろう.

しかし，これほど簡単なことで巡回が起こらないのな

ら，なぜもっと早く気づかれなかったのであろうか.も

しかすると，すでに気づきかけた人はいたのに，“摂動"

とか“辞書的順序"とかいう概念が大変もっともらしい

ので， Iむずかしいことは有難いことだ」とし寸偏見に専

門家が惑わされていたため，それ以上っきつめることが

されなかったので、はなかろうか.

巡回が起こらないことの証明

上記の対策<A'>，く B'>にしたがうと巡回が起きな

いということのBland 氏による証明が，また，つぎの

ようなきわめて初等的な容易なものであるというのも嬉

しい.いまや，線形計画法の理論は，厳密さを犠牲にせ

ずにしかもきわめて簡単に述べられるようになったわけ

である.証明の方針は，対策<A'>，く B'>をとり入れ

たにもかかわらず巡回が起こったと仮定して矛盾をみち

びくことである.

巡回に入り込んだ後基底にとり入れられる番号の集合

を T とする (T は，巡回に入り込んだ後，基底にとり入

112 

れられる番号の集合をとするは巡同に入り込んだ後基底

から追い出される番号の集合であるとしても同じことに

なることは明らか)， T の中で最大のものを q とする:

q=max{j /j ET} , (14) 

q は巡回中に基底からなんべんでも出， なんべんでもそ

れに入るが，そのうちの任意のところで， q が基底に入

る直前の基底を 1，それに関する基底形式を (4) ， (5) と

し，つぎに q が基底から出る直前の基底を1'，それに関

する基底形式を

Xi + L: a'i}Xj=b'i (ViE l'), (15) 
jeJ' 

z= ε'0+ L: �';x; (16) 
jeJI 

としておく (J={I ， … ， n}-I ， J'={I , …, n}-I' とす

る)， (すで‘に注意したように凡=co ではあるがし、まの

場合それは議論に関係ない， )そして q の代わりに I

に入る番号を t( E三J') とする.

q と t の定義からただちに

εq<O ， ë't<O， 函'qt>O，

tET , t<q 

であることはわかる.

(17) 

(18) 

Bland 氏の証明の要所はつぎの事実に注意することに

ある.各変数 Xþ z を， (1 5) , (1 6) を満足させながら

ムXt = ー 1 ，

ム Xj=O (VjE三 J'ー{ t } ), 

ム Xi= a'it (Vi E 1') , 

(19) 

(20) 

(21) 

ム z=-ë't (22) 

ずつ変化させることができることは明らかである.等式

群(4) ， (5) は(1 5) ， (16) と等価であるから，とくに (5)

から得られる

>:c ム3'"'"'_""'Jl.....J........J 
jEJ 

(23) 

とし、う式は (19)~(22)により満たされるはずである.

(22) , (17)により 6z>0 であるから， (23) の右辺には

正の項が存在しなければならない.それを

Eγ6Xγ >0 (rεJ) (24) 

とする.ここで T がどのような番号であるかを吟味する

TεJ すなわち 7'$1 (25) 

であることは f の定義の一部である， (20) , (24) より

r$J'ー{ t }すなわちァε I' U{t}

であるが， r=t だとすると ， tεJ で， (19) , (24) によ

りんく0 となり 1 に q がとり入れられたということ

と<A'>， (1 8) とが矛盾する.したがって

2・ El'

である， (25) , (26) は

rET 

(26) 

(27) 

であることを語っている， (17), (21) , (26)によりら
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ムXq<O となるから， (24) より

f ヂー q

である. (14) , (27), (28) より

7・く q.

(28) 

(29) 

(25) , (29) と <A'>によりん註O であるから， (24) によ

りムZγ>0 で，さらに (21) ， (26) により

(j'rt>O. (30) 

さて， (27)にあるように rET， すなわち r は巡回

中に基底に出入りする番号であるから，すでに観察した

ように，1'に関しでも ， b'r=O. しかし，そうだとする

と， (30) と規則<B>を見比べて r は['から追い出

される候補の 1 つになる.一方，われわれは，1'からは

f でなくて q が追い出されると仮定していた.このこと

は<B'>( と (29) )に違反する. (証明終わり)

線形計画法は組合せ論か?

線形計同法の“理論"は実数の“四則演算"や“大小

関係"に強く依存したもので，たとえば主単体法では目

的関数の値が“単調に減少"していくという性質をフル

に活用している.しかし， A. W. Tucker のタブロー形

式などからもわかるように，“演算的"にはタプローの各

1977 年 2 月号

項目の符号(+，一， 0 )が主要な役割を果たしている.そ

こで，線形計画法の理論から大小の順序関係や四則演算

の代数的構造を追放して，たとえばマトロイドに符号を

追加したような構造の上の組合せ論的な話にしてしまお

うとの試みが執劫になされている.すでにいくらかの提

案もあるが Bland 氏はその方向でも一応の成果をあ

けやたと話していた.

おわりに

Bland 氏が「巡回対策としてはくA'> ， <B'>で十分

だj といったとき，前の席にいた G. B. Dantzig 先生

はけげんな顔をして「それだけでか ?J と開き直し，不

審そうにブツブツ独り言をいっていた.証明を聞いたと

き，私には本当らしく思え，さっそくニュースとしてご

報告しょうかと思ったが，なにせ前回のこのSymposium

では， Scolnik とかいう人の 1m 回の反復で mxn の線

形計画問題を解く方法J という“間期的"な間違った話

でひと騒ぎさせられたという前例があるので，念には念

を入れようと Bland 氏に[“何か書いたもの"をくれj

と頼んでおいた.最近それが届いたので，内容を検討し

た上で、ご報告する次第である.

(1，、り・まさお 東京大学計数工学科)
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