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積分幾何学について (5)

腰塚

2. 13 Crofton の第 1 定理の拡張

Crofton の第 1 定理をこれまで述べてきたものよりも

っと複雑な問題に応用したい.そこでその準備としてこ

の定理の簡単な拡張を論ずることにする.

図 2.53

まずこれまでは領域として凸のものだけをあつかって

きた.しかし「領域をよぎる」と L 、う表現を使用する場

合にはかならずしも凸である必要はない.図2.53のよう

に閉曲線で固まれた凸でない領域Cを考え， Cを含む最

小凸領域(最小凸被覆)を C とする.すると図から明ら

かなように C をよぎる直線はかならずC をよぎるし，ま

た逆も成り立つ.よって C をよぎる直線の集合と C を

よぎる直線の集合は等しい.したがって C を C' に置き

換えて考えればよく， C をよぎる直線の集合の測度は凸

領域 C の境界の長さであらわされる.つまり「ある領

域をよぎる直線」について考えるときは，領域を凸とし

て議論しても一般性を失うことはないわけである.

さて Crofton の第 1 定理は 2 つの凸領域をともによ

ぎる直線の集合の測度に関するものであった.すなわち

2 つの凸領域 Ch C2 をともによぎる直線の集合を Grr と

すると，その誤u度は (2.28) ， (2.29)でつぎのようにあら

わされる.

C， nc2=ゅのとき

m( Grr) =L(Ch C2) -L(C12) 

C， nc2学ゅのとき

m(Grr) =L(C,) +L(C2) -L(C'2) 
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ただし ， L( C)は凸領域Cの境界の長さ ， C'2 は Ch C2 を

含む最小凸領域， L(Ch C2 )は Ch c2 のまわりを通り，

この 2 つの領域の問で交差するエンドレスパンドの長さ

とする.

そこで L(Ch C2 ) を C， nC2 =ゅのときは前述のエンド

レスパンドの長さとするが， C， nC2弓土砂のとき

L(C" C2) =L(C,)+L(C2) (2.70) 

であることにする.すると上記の 2 式をまとめることが

でき， Crofton の第 l 定理は以下のように表示される.

m(Grr)=L(ChC2)-L(C'2) (2.71) 

つぎに C12 をよぎるが C，も C2 もよぎらない直線の集

合を Gø とすると，包除関係からその狽u度は

m(GØ )=L(C12 ) ー {L(C， )+L(C，)}

+L(Ch C2) -L(Cd 

=L(C" C,) -L(C,) -L(C,) (2.72) 

と求められる. C， nC2=F1>のときは明らかに Gø=ゆだ
が， (2.72)式も (2.70)から 0 となっていることが確めら

れる.

さらに C12 をよぎる丙線のうちで C，か C2 のどちらか

一方しかよぎらない直線の集合を GI とする.するとそ

の測度は(2.71) ， (2.72)からつぎのようになる.

m(GI) =2L(C12 )+L(C，) 十 L(C，)-2L(Ch C2) 

これで凸領域が 2 つの場合には直線がよぎる領域数に応

じてすべての測度の算出が可能になった.

図 2.54

つぎに凸領域が 3 つの場合について考えてみよう. 3 
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つのô領域を C"C2， C3 としこれらをすべて合む最小

凸領域を C123 ， 2 つの凸領域 CüCj をともに含む最小山l

領域を Cりであらわすものとする C123 をよぎる jf1 線の

うちで C"C2， C3 のどれをもよぎらないi白線 g の集合を

fうとする.すると g はこれから述べるいずれかの場合

に含まれる.第 l の場合， g は岡2.54のように 3 つの領

域を C1 と C" C3 Vこ分割l し， C" C23 のどちらをもよぎら

ない.第 2 の場合， gは C2 と C3， C1 に分割し ， C2 ， C31 の

どちらをもよぎらない.第 3 の場合， gは C3 と C"C2 に

分割し ， C3, C12 のどちらをもよぎらない.そこでこの 3

つの場合に応じて直線の集合をそれぞれ G"G2， らとお

くと，これらは互いに素である.なぜなら G"G2 をとり，

G1 nG2ヲとゆと仮定すれば， g己負 nG2 なる g が存在す

る.ところが g は g巴G1 から C23 をよぎらない.同様に

gEG2 から C31 をよぎらない.すると明らかに g は C123

をよぎらないことになってしまう.そこで G1 nG2 =ゆで

あり，他の組合せも同じである.

以上のことから Gøはつぎのように前和に分解されJ る.

G�=G1+G2+G3 

ところで Gi (i=l ， 2, 3) の測度は (2.72)式から相異なる

i , j , k について

m( G;) =L(C;, Cjk) -L(C;) -L(Cjd 

となるから ， Gø の測度は以下のようにみちびかれる.

m(Gゅ)=L(C" C 23 )+L(C2, C31 )+L(C3, C12l 

-(L(C12)+L(C23)+L(C31)+L(Cll 

+L(C2)+L(C3)} (2.73) 

結局この測度はし、くつものエンドレスパンドや領域の境

界の長さを，加えたりヲ!\，、たりしたもので，これらを|対

示すると|苅2.55のようになる.

図 2.55

ここで 3 つの領域のうちで d同の領域 (i :C:; 3 )だけを考

え，これらのすべてを同時によぎる直線の集合の狽IJ度を

求める.そして領域の i 伺の組合せすべてにわたってこ

の測度を加え合せ，これを Ni であらわすものとする.

そうすると包除原寛から

m(向)=No-N1+N2-N3 (2.74) 

が成り立つ. これまでの議論でNo， Nt， N2 に|羽してはrr

1M が可能で

1977 年 l 月号

N o,=L(C123 l 

N1=L( C1) + [,( C, 1 十 L(C3 l

N2 ニ L(C\ ， C2) -L(C12) +L(C2, C3) -L(C23) 
+L(C3, C¥) -L(C31) 

となる.そこでは.73) と (2.74)から N3 を求めることが

できる.領域の数は全部で 3 だから ， N3 はこの 3 つの

領域すべてをよぎる直線の集合 Gm の測度を意味してい

る.そ、こで以下が得られる.

m( Gm 1 =L(C123) +L(Ct, Cミ )+L(C2， C3 )

+L(C3 ， C1 ) ー {L(C" C ,,) +L( C2, C31) 

+L(C3, C12)} (2.75) 

もし|習:12.55 の上うに C1n C23 = <þ, C，内 C31 =<þ, 

C3 什 C12=ゅのとき， (2.75) について帆粛に岡上て、計算

すれば，これが 0 となっていることがわかるであろう.

G" G日についても以上から測度がみちびかれるが長く

ん:るので問弁す.

2. 14 応用例 5

2.12節の応用例 4 よりある豆、l床でもっと一般的た場合

ともい 3 ベきつぎの問題について考えてみよう.

対象領域が図2. 56のようにいくつかの小領域に分割さ

れていて，これらの領域は市町村界等の行政区凶iのよう

iこ一般的には 1 111でないものとする.対象領域全体も|刈で

は短形であるが，矩形である必要も 1"1である必要もな

し\

いま対象領域をランゲムなI{(線がよぎるとき，この I~I

線がよぎる領域の数(閃2. 56の斜線の部分)の期待値と分

散を求めてみよう.

l つの倣域 Ai にl， ll して， これを合む最小川伺践を

図 2.56

図 2.57
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Ci とし ， Ci の境界の長さを L(Ci ) とする.すると Ai を

よぎる直線の~Ij度は L(Ci ) となる.対象領域全体の境界

の長さ(対象領域全体が凸でない場合は，それを含む最

小凸領域の境界の長さ)を L とすると，ランダムな直線

が Ai をよぎる確率は L(Cd/L であらわされる.そこ

で直線がよぎる領域の数を k とすれば， k の期待値E(k)

は (2.60) の Fréchet の公式から以下のようになる.

E(k)= 上手(C;) (2.76) 

この I; L(C;)は図2.57の実線の長さの総和を意味する.

ただし一部重複して加えることになる.

つぎに前節の Crofton の第 l 定理の表記法(2.71) を

用いれば Fréchet の公式 (2.60) の N2 は

N2=L Z{L(Cz, q)-L(C2J)} 
.ù色くJ

とあらわされる.そこで止の分散 V(k)は (2.61 )からつ

ぎのようになる.

V(k)= ; L:; (L(Cⅳj)-L(Cij)} 
.l.J i<j 

+ip(Cz) 一{ i ~L(Cd r (2.77) 
l苅2.56の例で期待値と分散を求めると，計測の結果

E(k) 宇 4.8 ， V(k) キ 4. 5 

と得られる.

2.15 応用例 B

前々節で領域の数が 3 の場合，どの領域をもよぎらな

い直線の集合の測度がみちびかれた.一般的に領域の数

が n のときも，どの領域をもよぎらない直線の集合の割Ij

度について導出が可能であるが，これについては後述す

る.前々節とこの節の内容は筆者がOR学会の研究発表

会で、発表したもの(文献[20J) の一部なので，少し現実的

応用の動機について述べてみよう.

都市計l司の分野て、はある地域の建築物の様相をあらわ

すのに， 2 つの尺度，建蔽率(建築面結/敷地面積)と特有L

率(建築延床面積/敷地問積)が用いられている.しかし

火災の類焼等の防災の問題や景観の問題を考慮すると，

これら 2 つで、は不十分である.

簡単な例を示そう.凶2.58の a~d は建物の配置をあ

らわした平面図で，斜線の部分は建築で覆われている←1:

地を示しているものとする. この斜線部分の両私ーが a~

d のすべての岡で等しいとすると，建築物の高さが同じ

とき， lÌÍj述の 2 つの尺度は a-d にわたってすべて等し

い.つまり現実のパターンの違いを抽出することができ

ない.

そこで、新たな尺度の l つとして以下のようなものが考

えられる.斜線部分をこれまで論じてきた領域と考え，
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図 2.58

園 Z
閉園

前々節の理論をさらに一般化して，領域をよぎらない直

線の集合 Gø の測度を算出する.そして対象領域全体を

よぎる直線の集合を Gとしこれらの比から尺度φをつ

ぎのようにみちびき，これを地域の開放性をあらわす尺

度とする.

φ=m(G.ゅ )/m(G)

確率の表現にしたがえば， φ は対象領域をよぎる直線が

どの領域をもよぎらないで，端から端ーまでぬける理論的

確率ということができる.

「開放性」とし、う用語には問題があるかもしれない.

しかしこの方而では先駆的なものとして文献 [21J があ

り，類似した考え方を基礎としているので用語はこれに

したがった.この文献[21Jにおける方法には領域の形に

制限があるだけでなく，かなり近似をしなければ算出で

きないという欠点がある.一般に性質をあらわす尺度に

関しては，近似の仕方の違い等で、類似したものが百出す

る傾向がある.そして暖昧な性質に暖昧な数値が対応す

る場合が多い.しかしここでみちびいたφ には誰が算出

しでも同じ結果になるという利点がある.しかも長さを

汁測するだけでよく，算出が比較的簡単である.とくに

建築物の場合には，領域の境界がl貞線て、できていること

が多いので，さらに簡単である.

ただ，対象領域をどんどん大きくしていくと，建物の

数が増して Gø ìこ属する直線がどんどん減っていく.す

なわちφは O に近くなってパターンの差違を示すことが

できなくなるという欠点がある.このような場合を考え

ると，対象領域の大きさにランクをつけ，ランク i での

尺度について議論すればよいであろう.

|幻2.58の例で a の場合の尺度を φα であらわし，他も

同様とすれば，これらの数値は

φα=0.4， φb=0.299 ， φc=0.273 ， ψ1/ ==0.225 

となっている.

この例をも合め，どんな図形に対しても尺度が算出で

きなければならない.そこで2.13節をさらに拡張し'rín

域数を n と一般化して，これの理論とアルゴリズムにつ

いて論ずることにする.
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(i) 一般理論

凸領域が n 個あってそれらを Cj， C2, "', Cn であらわ

す.Nを 1 から n までの整数の集合とし ， N':を N の部

分集合とする.そして kEN' なる Ck をすべて含む最小

凸領域を CN， であらわすものとする.この節の主題は

CN をよぎる直線の集合のうちで， どの領域をもよぎら

ない集合 Gø の測度に関するものである.

まずNを空でなし、 2 つの集合に分割して，一方をN;，

他方を Ni とし，これを分割 z と名づける.相異なる分

割lの仕方がmとおりあるとすると ， mについては以下が

成り立つ.

m=;去の )=2η1ー l (2.78) 

Cﾑ
1 

Ji 

図 2.59

分割 i によって生じた CNi と Cんについて， 図2. 59の

ようにそのどちらもよぎらない直線 gi が考えられ， こ

の集合を Gi であらわず.同じように分割 j に対応して

直線 gj の集合 Gj を考えることができる.

もし GinGj学ゆとすると gEGinGj なる gが存在す

る.すると g は CNi， CíVi , CNj' C'Yj のすべてをよぎらな
い.このような gは CN をよぎる直線の中には存在しな

い.これについては厳密に証明することもできるが，長

くなるので図から明らかであることにしておこう.した

がって i学j なるすべての i， j に対して GinGj=ゆが成

り立つ.そこで σ を

G'=G，+G2+ ・・・ +Gm

とおく . gEG世なる gはかならず n1同の凸領域を 2 つに

分割するから， gε Gi なる i が存在する，そこで gEG' と

なるから Gφ c;; G' が成り立つ.一方 gEG' なる gはかな

らずいずれかの Gdこ含まれ， Gi に含まれる直線はどの

領域をもよぎらない.よって gEGø となり ， G'ç二 G" が

成立する.

以上から G'=Gø となり， σゅはつぎのようになる.

Gø=GáG,+ ...+Gm (2.79) 

Gるの測度は (2.72) より ， CNi, CÑi をつかってあらわせ

1977 年 1 月号

るから G，\ の ýf!iJ度 m(G，件)を以下のようにみちびくこと

ができる.
ηa 

m(Gø )= 亙 (L(CNi， CíV;! ー L(CN.;! -L(C侔;!l 

ただし m=2ト'-1 (2.80) 

いうまでもないことだが対象領域が CN より大きいと

き，対象領域をよぎって CN をよぎらない直線の集合の

測度については，以前述べたように両者の境界の長さの

差であらわされる.あとは (2.80) の測度を計算すればよ

いわけである.

(ii) アルゴリズム

前の (2.80)式は簡潔に表現されている.しかし実際に

計算する場合には適当ではない.なぜなら河が大きくな

ると mがとても大きくなり(たとえば11=10のとき J m= 

511 )，あまり現実的ではなし、からである.しかも大部分

の分割では CNi と C'Yi が交わり
Ll CNi, C侔i) =L(CNi)+L(CN;) 

となって m(G;)=O である.したがってこの場合の分割l

は無視できるので，このような分割があまりあらわれな

いアルゴリズムを考えなければならない.

まずNの部分集合で CN=CN， が成り立つような N' を

考え，その中で元の数がもっとも小さいものを B とお

く.すると CN の境界は明らかに bEB なる Cò の境界の

部分と，これらを結んでできる線分とで構成される.そ

こでこの境界を構成する線分に任意のものから時計四り

に番号をつけ ， Ih 12 ) ・，んであらわす また図2.60の

タ

図 2.60

ようにんが接している 2 つの凸領域のうち， 時計が進

むほろの領域を CÒi ' そうでないほうを Cbi _ 1 とする.
(ただしん=bk )すると

B= {b" b2, "', bkl 

となる.Go に属する直線g はかならず 1" 12, "', I，ι のう

ちの 2 本をよぎるから，これを凶 2.60 のように 1; とん

とおいて考えてみよう ただし i<j とする.

li と lj をよぎって立味のある i白線は少なくとも B を

2 つの集合に分割する.それを B"B2 とすると

1:, = {b" b2, "', bi-" bj, bj+" "', bkl 
1:2= {b� bi+h ー ， bj-d 
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〆---ー~九、

図 2.61

となる.そこでこれらをもとにつぎ

のように N， と Jむをつくる. まず

N，=B， として CN， を考え ， C"TN1 と

交わる領域をl判2.61 のようにたとえ

ばC1 左すれば，その添字である f を

集合N， の中に入れ，また新たな CN1
を考える.こうして同じ手続きを繰

返し， 入る元がなくなるまて‘つづける N2 に関しても
N2=B2 として同じことを繰返す. もし繰返している過

程や N， と N2 が決定した段階で CN， と CN2 が交われ
ば， Ii とんをよぎって G1>に属する f!'[線は存在しないこ

とは明らかである.そこでつぎの線分の組合せに移るこ

とになる.したがって以下 CN， n CN2 =ゆであるとする
ことができる.すると Nに属するもののうちで， N， に

も N2 にも合まれないものが存ヂEずる. そこでこれらの

集合を N3 とおいて

N3={a"a2' ..., ap } 

とする.ただし N3 =ゅの場合をも含めて考える.また

閃2.61 の場合には P=2 である.

ここでもし N， -B， ゃ N2一九に合まれる元を 1 つで

も N， と N2 とで入れ換えると ， CN， と CN2 ，土交わる.

そこでN3 の元がN， と N2 にどう合併しようと，これに

対応する分割では叫に属する夜線は存在しない.よっ

てN3 の元の所属についてのみ考えればよい • N3 の元の
数は ρ でつの元は N， か N2 のどちら左合併するか

で 2 とおりあるから，すべての場合の数は 2P 2:::なる.そ

こで場合に番号 h をつけ， N， の元で場合 h のとき ， N , 

と合併するものの集合を N'，，， N2 ど合併するものを NFFft

であらわず.すると Nの意味ある分宍IJは合併されてでき

た 2 つの集合て、あらわされる.この 2 つの集合を Nへ，
N2* で表示すると

N ,*=N,+N,,', N，グ =N2+N，，"

となる.

以上から Gø に属する|白:線で、 Ii とんをともによぎるw
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図 2.62

線の集合を G.りであらわすと，この測度はつぎのよう

に書くことができる.

m(G.ij) 

=FE{L(CNμ:N2*)-L(CN ，*)-L(白川 (2.81 ) 

ただし N，*=N，十N，，'， N 2*=N2+N,," 

N，=Nー (N，+N2)=N，t' +N，，"

同12.61 の例は p=2 なので h は 1 から 4 まであり，こ;tG

を|刈示すると図2.62のようになる.

ここでりの組合せと相異なる i' j' の組合せについて

考えよう ij のときの B"B2 に対応して i' j' のときの

それを B，'， Bどとする.すると少なくとも 1手 i旬、 j*j'の

どちらかが成り立つ.そこで B の B"B2 の分割と B/ ，

B2 ' の分割が同じになることはない. そして b E. B なる

b はどのようなりの組合せの Na にも含まれることはな

い.ゆえにりとりF とではNの同じ分割があらわれる

ことはないので

G�jn Gøi';'=9自

が成り立つ.そこで ij の組合せすべてにわたって GØij
を加え，これを σ とおく.

G'= L: G，〓 a
1 くj

匂り

ところで g巴Gφ なる g はかならずいずれかの 1;， Ij 

(i<j) をよぎるから gεG' で G世ç; G' が成り工í:っ.

逆にGØij の定義から GØij 三 G4 だから，ミれと上式から

G' ç; Gø となり ， G'=Gø が成りーすーっ そこで Gp の mlJ度

は以下のようにあらわされる.

m(Gφ ) =L: m( G�;l 
i<J 

(2.82) 
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そこで(2.81 )で示した計算法にもとづいて， ij の組合

せすべてにわたって加え合わせれば，求める測度が得ら

れる.

2.16 補説

さて 1 LtiJ延ばしていただし、た紙面もそろそろっきょう

としている.まず Crofton の業績のなかで述べるつも

りで果たせなかったものについて簡単に l言及しよう.

2.11 の応用例 3 のところで短形内の 2 点聞の距離につ

いて，その確率密度関数を示した.円内の 2 点聞の距断

に関しては，これを鮮やかにみちびく微分方程式があ

り， Crofton によって求められている.これについては

文献[引を参照されたい.実は短形と円の場合を比較す

るつもりで，短形の場合をさきに述べておいたわけで、あ

る.なお結果だけなら文献[22Jにも記されてし、る.

ミれまで述べてきたものでわかるように Crofton の業

績は出典的なものである.そこでこれを理論的に越えよ

うという試みが D. G. Kendall や Davidson によって文

献[9Jでなされている.この文献は夫折した Davidson

を追悼して出版されたもので，基礎的部分を不正僚では

あるが感覚的に述べておこう.

2rrl ・ p
nw' 
----j
 

p

一P

一

J
 
1
 :
 

J
 
J
 

.P1 
ー - --p 

。

, b 
図 2.63

この連載の( 1 )で l直線が ρ-8 平而の点に対応するこ

とを述べた しかしこの点は普通の点とやはり違う性質

を持っている.図2.63a の 2 点 P1 と P2 はこの平凶で見

るかぎり「遠し、」ものである.しかしこれをもとに x­

v 乎而で直線をかし、てみると ， Pr， P2 に対応する直線は

|似た直線J になっている.。軸が角度であることを考

えると実はこの 2 点は[近L 、 J ものなので，同2.63 b の

ように平面でなく円筒形の表面で、考えればこの点が解決

される.つまり互いに「独立J で「一様にランダム」な

I(i線だけをあっかう場合には，平面で考えても支障はな

い.そうではなくてもっと他の場合も考えるとき，すな

わち確率過程として考えるときは line process を円筒

形の表聞における point process に対応させなければな

らないわけである.

おわりに

まず( 1) のはじめで積分幾何学の主公式を 3 章で述べ

1977 年 l 月号

ると記しながら，結果として 2 章で終わってしまったこ

とをお詫びします.積分幾何学の本が少ないうえに，こ

れらの多くは Crofton の結果のあっかいが冷淡で片手落

ちであるというかねてよりの筆者の偏見から，逆の片手

落ちをねら\"，とうとうねらいすぎた結果に終わって L

まった.しかし文献[23Jの出版がまじかなので，こちらを

参照してし、ただきたい.この著者の旧著である文献[4J

は大変わかりやすく，よい本であったので，筆者は今JgJ

の著作に大きな期待をよせている. この連載の最後て百

及しようと思い，航空便で手配していたが間に合わなか

った.なお幾何確率に閲する応用事例については文献

[8 J とその bibliography が詳しい.さらにこの bibli­

ography の続編ともいうべき文献 [24J ， [25J で 1969年

まではほぼ完壁ということができょう.

最後になりましたが，編集委員長の森村英典先生には

お忙しい中を米熟な拙稿に目を通していただき，いろい

ろご指導を賜わりました.厚く御礼申しあげます.
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訂正 ((1)~(3))

( 1) 1'527 右下から 16行 H cosO• cosO' 

1'529 左上から 9 行Il (1. 8) •(1. 7) 

右上から 16千f I~ Blashke• Blaschke 

|口 17fftl Teubener• Teubner 

(2) 1' 591/，:上から 71f IJ ll�(Q) ->llIb(S]) 

1'596 !L下から 9 {j 日 i白線に→直線を 1M線に

凶2.26の左方 L • L' 

( 3) 1'659 一右上から 17行 13 11ミ l→11 '2-ー l
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